APPENDICE

(*)

Cenni sul fibrato tangente ad una varieta topologica e sui microfibrati

Come € noto ([ijﬁ dal punto di vista intuitivo, una varieta differen-
ziabile pud essere caratterizzata come una varieta topologica tale che per
ogni punto esista uno spazio tangente che varii con continuita al variare
del punto. Il concetto di spazio tangente & strettamente legato a quello di
struttura differenziabile: infatti esso coinvolge la nozione di derivata,
operazione che perde significato su una varieta dotata di una struttura to

pologica.

Nell'intento di dare per una varieta topologica un concetto analogo a
quello di fibrato tangente per le varieta differenziabili, Milnor nel 1962
([91,710]) ha introdotto la nozione di "microfibrato" e quindi di “micro-

fibrato tangente” , che ha portato poi a quello di fibrato tangente ad

una varieta topologica.

La nozione di microfibrato & essenziaimente ottenuta da quella di fibra
to tangente restringende 1'attenzione ad un intorno della O-sezione ed ab-
bandonando ogni condizione di "linearitd" cosicché si usano solo condizio-
ni topologiche; anzi la fibra su di un punto sara un "germe" di uno spazio
topologico. Il termine "microfibrato" & dovuto ad A. Shapiro. L'uso dei mi

crofibrati ha trovato larga applicazione nei problemi di smussamento.

Premesse . -

(1.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce R -fibrato

su X wuna coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commutativo il

3 ) .
() Nell'esposizione seguiremo 1'articolo di R. Lashof ;7i e la tesi di

laurea di C. Giammaruco, Il fibrato tangente ad una varieta topologica,
Un. Lecce, A.A.1979-80 (Relatore G.De Cecco).
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seguente diagramma
E
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.-’/ \%‘\1
¢ ‘x‘
X . > X
id
e verificanti inoitre le seguenti condizioni:
¥X € X esiste un intorno aperto U di x ed un omeomorfismo

KU xR — p(U)

tale che

ezl
'.-"-_I'-."

D ° k = pr, UxR -+ U (X,y) — X

-]
2) K eslU=x0:U ~UxR" vi— (y,0)

X s1 dira spazio base, E spazio totale , (k,U) funzione coordinata e

-] _
0 (x) fibra su x.

51 vede facilmente che ogni fibra di un ZRn—fibrato e omeomorfa ad Rn.

(1.2) Una struttura di fibrato vettoriale su un .Rn-fibrato (S,p, e

una famiglia {(kJ,U V1 ” d1  funzioni coordinate tali che
" o o

1) {Uj} e un ricoprimento aperto di X;

) ¥x € Uarn BR 1'applicazione
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e un isomorfismo lineare.
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Jue strutture di fibrato vettoriale su (s,p) sono chiamate equiva-

lenti se la riunione delle famiglie che le definiscono € ancora una strut

tura di1 fibrato vettoriale.

, . . : . L no_. .
Jn fibrato vettoriale n-dimensionaie @€ un R -fibrato insieme con una

classe di equivalenza di strutture di fibrato vettoriale. Allora ogni i-

. o
bra  p (x) ha una ben determinata struttura di spazio vettoriale su F

d1 dimensione n.

Basta infatti considerare la corrispondenza biunivoca

n —
k, R - p (x) y - K(X,y)
Ea t - b = 3 | '
Dosto e1 kxky]; e2 xkyz) definire
- f : \ _ ,
e] ¥ ez . kxxy] T yzf Ke] kxi y1)
. . S o)
(1.3) Se X, B 1 o X - X i pi_. X, SONG
& 1 | 7 E I
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no_. _ . . . .. - ; -
due R -fibrati, una coppia di applicazioni continue (¢,f), 4: . - S s

f . X1 - XZ’ e chiamata un’'applicazione Rﬂ-fibrata se

(2) s, = s,
L |
. _ \ -] -] . g | y
(3) o1p, (x1; L Py (x]) > P, (f{x]); e un omeomorfismo ‘¥x, € X .
Inoltre se (s],p1} 3 (SZ’pZ) sono fibrati vettoriali, un'appli-

cazione fibrata & chiamata lineare se & lineare sulle fibre. Un'applica-

zione fibrata (lineare) & chiamata un'equivalenza fibrata (vettoriale) se

:ﬂ = X2 =X, f = idx In tal caso ¢ risulta un omeomorfismo.



Se poi ¢ , ristretta alle fibre, € un isomorfismo di spazi vetto-

riali ¥x € X, si dira che (¢,id) € un isomorfismo di fibrati vettoria-

11 e scriveremo
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2. Il fibrato tangente ad una varieta.

(2.1) Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Ricordia-

mo che ad ogni punto x € M e associato lo spazio tangente Tx(M)’ spa

zio vettoriale di dimensione n, e che 1'insieme

™ = {(x,vx) | X € M, v, € TK(M);

puo essere dotato di struttura topologica anzi differenziabile.

Allora

T .Tr

M— ™ — M

| n .. ‘ . o
risulta un R -fibrato vettoriale differenziabile dove

o X r— (x,OK) T - (x,vx)h—+ X

(2.2) Vogliamo ora illustrare le motivazioni che sono alla base

del concetto di fibrato tangente ad una varietd topologica.

Come e noto, se M & una varieta riemanniana (anzi una qualsiasi va-
rieta differenziabile paracompatta), tramite 1'applicazione esponenziale

¢ possibile definire 1'applicazione
> : N - MxM

XV Ji—s{X,eXp V
( 3}()-—*1 px x)

dove N € un intorno della O-sezione o del fibrato tangente TM.
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Ebbene ¢ risulta un‘immersione di N su un intorno della diagonale
6 (M) ¢ M x M. Tenendo poi conto che & possibile trovare una funzione

differenziabile
e: M - R

tale che e(x) > 0 e

(v, € TX(M) | i{vx[[ < g(x)} ¢ N ¥x € M,

s1 pud definire 1'applicazione

r : T - N

e(X)Vvy
A

(X#VX)**

che risulta anch'essa un'immersione. Allora

Yy=¢%or  :T(M) -MxM

immerge TM in un intorno della diagonale e soddisfa le seguenti proprie
ta

(a) pr}-%’:n:TMﬂ»M
(b) Y oo o(x}) = (x,x) € A(M)
51 pud dimostrare il notevole teorema

(2.3) TEOREMA. -

4 0
Sea M —— £ —— M un gibrato vettoriale digferenziabile

™ ¥ r - F] m -
di damensione n e ¥ : E->Mx M wun'dmmersione C  su un Antoino

ac  A(M)  soddisgacente Le condiziond {a) e (b) di sopra. Allora

(5, p]) = (g, m)

51 costruisce dapprima il sequente Rn-ﬁbrato
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Si pf
M - G - M
-]
dove G = x%M{ V € Ta{x;E v € tangente a p (X))
' 1 X Ov y = s(x) € E
D' 1 Ve X veT £,y = s(x)
Y
51 fa vedere poi che
(s'5p") = (s,p) e (s',p') = (o,7)

da cui la conclusione.

(2.4) Quanto detto chiarisce la sequente definizione.

. s . L . n ..
S1a M una varieta topologica di dimensione n. Un R -fibrato

S .
M1 — L P, si dice fibrato tangente ad M se esiste un'im-
mersione
v . &£ >Mx M
Che porti E su un intorno della diagonale e che soddisfi
a) pry = ¥ = p
D) Yo« s(X) = (X,X)

+4

51 pud far vedere (usando alcuni risultati di Kister [ 5 ;) che ogni

:
varieta topologica ammette un fibrato tangente unico a meno di equivalenze.
51 osservi che se una varieta topologica M ammette una struttura

differenziabile, allora il fibrato vettoriale tangente immerso tramite

1'applicazione v IM =M x M 1incontrato in (2.2), rappresenta



n .. ‘ _ | o .
'R -fibrato tangente di M, considerata come varieta topologica.
Questo ci dice che se M ammette una struttura differenziabile, allora

n .. :
1'R -fibrato tangente ammette una struttura lineare.

3. Microfibrati.-

3.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce microfi-

brato su X una coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commuta-

tivo 11 seguente diagramma

e verificanti inoltre le seguenti condizioni

¥ € X esiste un intorno aperto U o} X ed un intorno

aperto YV di s{x) con

s{U) ¢ v p(V) ¢ U
ed un omeomortismo k U xIRn - tale che
\ | n
1) p o« k = pry UxR - U (U,y) — u
2) k-]-s!U = X0 U= U X ka u ~ {(u,0)

. -1 .
0 spazio totale, p (x) la fibra su x,

7

X si dird lo spazio base, ]

["iniezione e p la proiezione del microfibrato.

Infattyl s1 vede facilmente che s e injettiva
-]
(

la fibra p '

N

un sottospazio topoiogico omeomorfo ad R . Da qui i1 termine "microfi-

. b e suriettiva e <he

(x) non e necessariamente omeomorfa a R , ma contiene

>



brato” cioé "fibrato in piccolo”,

(3.2) Si osservi che solo gii intorni di s(X) 1in E giocano un

-

ruoio essenziale nella teoria.Per es. se E' & un intorno arbitrario

S pIE_ |

di s(X) 1in E, allora si vede che il microfibrato X - E' - X

.

e 1somorfo al precedente.

(3.3) Sia ¢ = (s,p) un fibrato vettoriale di dimensione n su X,
con t spazio totale, p: E - X la proiezione ed s : X -t la sezio
ne nulla. Allora (s,p) costituisce anche un microfibrato, chiamato

il microfibrato soggiacente a g, e sara denotato con I3

(3.4) Sia M wuna varieta topologica e

At Me—s M x M X > (X,X)

|"applicazione diagonale, allora il diagramma

A pr]
M —> M x M — M

costituisce un microfibrato, chiamato i1 microfibrato tangente ad M

che indicheremo tM.

51 dimostra facilmente (tenendo conto di quanto detto nel paragrafo 2)

che vale

(3.5) TEOREMA. -

Swa M ouna varceta diagferenziabile paracompatia con gibratc tangente

\ o ar . ] ol ) LT . ‘ : N : .' e o \
T = l(o,n]. Allora & micnosilbrato soggacente T ¢ ASomeiae ak

mACKO pLbrato tangente di M.
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(3.6) COROLLARIOD. -

Se La varietd M ammetile una sthultura didderenzianile, alloxra

o, I A o D - ) . Yo,
eseALe un j:{bf}Lfl-‘tL-’ vetltloaal e - see M tale cne ST .

fale risultato si puo invertire.Vale infatti il segquente notevole

teorema dovuto a Milnor, Cairns, Hirsch

(3.7) TEOREMA. -

Una varetd comoinatoria M ammette una struttura difsenenziabale
compatibile con quelda combinatonda se e sole se L€ sue mACrosLDaa

{0 langente ¢ equivalente ad un vettoniale,

13.8) Concludiamo osservando che i concetti di fibrato e di microfa

brato, pur essendo abbastanza distinti, sono strettamente legati dal se

guente teorema

(3.9) TEOREMA (Kister)

Se X 2 un complesse Locakmente Aindto e di dimensdone Lincta, ol -
Lora ad cgne microfibrate su X ¢ assocdato une spazdc 4ibratc, @it

ce a meno dd Lsomoriismi dd micne g bratd,

C1oé, dato 11 microfibreto di dimensione n

esiste un insieme apertoc t,, S(X) ¢ E

i
- a b8

e un fibrato con fibra R & gruppo strutturale i1 gruppo  H,in)

-
P

tuttt gli omeomorfismi di R che conservane 1'origine.

-



