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Si1a assegnata su Vn una connessione T  del secondo ordine di specie (0,1):

3
per provare che 10 spazio di coomologia H;g

spazio, in generale proprio, dello spazio‘q{] di coomoliogia I-dimensionale a

: T
(isomorfo a Qf ) & un sovra
re o
. . : L : 1 . , : . .
coefficienti reali e quindi dello spazio H di coomoliogia l-dimensionale di
De Rham, si osservi che, per (2.1), una funzione differenziabile ha differen
ziale covariante terzo rispetto a Tr< nullo se in ogni carta locale (L,s) 1la

sua immagine f in tale carta é tale che:

(3.1) v .. f + P4 4 ¢ 4 D] £ = 0.

ijh ij,h pq ij,h °p
Le condizioni d'intearabilita del sistema (3.1), tenuto conto del teorema

sull'invertibilita dell'ordine delle derivazioni, sono

Dq S _ . FS S ar _ ¢PQ rs rs
(3:2) U6 nte, T %5 T 8 B T 55,0 bpg,n PRt Y
S AT : DQ  Ar Yo _ PG N
P Dy ) kst U8y h Pagr b T S50 Dogyn
r —
= ghDij,T ) BPF = 0

E' immediato che i1 sistema (3.1), qualunque sia r'<, & soddisfatto dalle
funzioni localmente costanti; se esso & soddisfatto soltanto dalie funzions

localmente costanti, Hi; é 1somorfo allo spazio z34] di coomologia 1-di

mensionale a coefficienti reli e quindi ad H‘.

Se 11 sistema (3.1) & soddisfatto anche da altre funzioni,Hﬁ; & un sovra
spazio proprioc di H' : ¢i0 si verifica in alcuni esempi che saranno ora 111y

strati.

E' noto che se I" @ una connessione lineare simmetrica locaimente piatta,esi
ste un atlante in ogni carta del quale le componenti di T scno identicamente nul

le e viceversa.Da cid e daile (1.9) e (1.10) seque facilmente la seguente:

2 . . . . .
Prop. 1.- Se r @& una connessione del secondo ordine di specie (0,1) dedot-

ta da una connessione lineare simmetrica I, allora ' @ Tocalmente piatta se e so-

il U . -

lo se esiste un atlante in ogni carta del quale le componenti (Cf? h,ﬁ?. h} di I-
EE— - = - dLh T g,h T
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nulle.

) 2 . . .
Sia r una connessione del secondo ordine dedotta da una connessione

lineare localmente piatta,per la proposizione precedente esiste un atlante
(Ua,¢a) aeA che non & restrittivo supporre numerabile e costituito da sfe

roidi - in ogni carta del guale le component? C?? n € D?J 5 dii T2 sono iden

ticamente nulle.Percido in tale atlante i cambiamenéi di aoo;dinate sono linea

ri e 11 sistema (3.1) diventa:

(3.3) 5 = 0 in (U, e).

Ne seque che le funzioni aventi differenziale covariante terzo ri-
spetto a T2 nullo, sono le funzioni di 2° grado a coefficienti

costanti delle coordinate x' relative alla carta (Ua, ¢a) e pertan

to 1o spazio vettoriale PU del fascio F’T2 relativo ad U & iso-

n§n+3)+ : a
morfo a R 2 .
. 2 r"] . .
Inoltre per ogni (a,b) e;%i tale che Ua Ub # P, ogni funzione f

3 : - . : .. +
tale che &6 f =0 1in Uar\Ub e una funzione di 2° grado a coefficient

localmente costanti delle coordinate di un punto di Uar\ Ub in una qua-

lunque delle due carte (Ua’ ¢a) 0 (Ub,¢b). Quindi lo sazio vettoriale
P

n(n+3 V C o ey :
u N Ub é isomorfo a tR. (2 )+T) , dove si & indicato con v il nu-
a

mero delle componenti connesse di Uam Ub' Essendo 1o spazio vettoriale

delle funzioni localmente costanti relativo ad Uaf‘Ub isomorfo a R,

{n(2+3}

: 3 . . *
ne seqgue facilmente che H_, & isomorfo aila potenza “ 4 1Y-esima

: ] . . . 4 - .
dello spazio Q{ di coomologia 1-dimensionale. a coefficienti reali, quindi:

. 1
gimh, = (ML) gin

Sia ora V una varieta differenziabile che ammetta un atlante

n
| . J |
{(U } . . tale che per ogni ({a,b) & {1,2,37" U_DV U sia
‘ a’$a) a€{l,4,3" P - L S 3 ho 7
] . : . - ,
connesso e dette X le coordinate dei punti di vr netla carta (U 9, )
: a ¢
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i cambiamenti di coordinate -sjano dati da:

i ] y i i i
o X oX . oX a X ) oX X :
2 1 1 3 1 1 2 3 1
3xd 3x i -5j ; 3xd axy _6j ; 3xd  axd 6j
) 1 3 3 2

Su tale varietda si consideri una connessione lineare ' avente 1in
] ]

12 = Poy

ogni (Ua,¢a) componenti tutte nulle ad eccezione di T

=heR - {0} e sia F2 la connessione del 2° ordine dedotta da

tale connessione lineare.

Tenendo conto di (1.8) e (1.9), i sistemi (3.1) e (3.2) diventano

rispettivamente

(31,0 F-2h o f =0
(3.4) l a3, .f-2hos, f+ he 5 f = 0
' 122 12 1
o, f =0 v(ij,n) # L1e8ol)
/ (1,2,2)
(3.5) s, f =0

j

{ -35,,f + 2ho f = 0

Derivando ulteriormente 1'uitima equazione del sistema (3.5) e tenendo

conto dell'invertibilita dell'ordine delle derivazioni si ottiene

che & 1'unica condizione d'integrabilitd. Ne seque che il sistema (3.4)

e (3.5) equivale al sistema:
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le cui soluzioni sono tutte e sole le funzioni del tipo:

.. *+C X X +C Xat.. .. +C X +C

2
X 3V = C X. *+ +C X +C X XAs
>/ w3 n-In "n-1'n o2 2 on n 00

| IR ¢ 22 "2 777 'nnn 2372

. . ] :
con Cij costanti reali e (x ) coordinate nella carta (Ua,¢a

) .

Ne segue che lo spazio vettoriale P, del fascio PT relativo ad

. + s . . e .
Ua e isomorfo a R n(; D) e quindi, cOme & facile verificare, lo spazio
3 . . n(n+1) . ‘ | .
Hr2 é isomorfo alla potenza ( 2 )-esima dello spazio di coomoio-

gia I-dimensionale ‘3{] a coefficienti reali e quindi

dim Hig - (”(;+])) dim H




