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CAPITOLO IV

Equazioni canoniche.

1. Premesse. Sia 2(qqt) la funzione lagrangiana di un sistema meccanico.

Le equazioni di1 Lagrange

d 3¢ 08 .
(].1) it Eiq] - —aq—q——O ('1 = 1n)

se si eseque la derivazione rispetto a t, si scrivono esplicitamente:

2 g 3 2 | i 2
d ‘ "C}J N o 2 _ C‘;J N < 2 oL
2qJaq! 9qJaq’

3taql  agl

(1.2) = 0

Questo sistema pud essere posto 1in forma normale se e solo se la
sua matrice non € singolare:

829,

(1.3) TS Fr

7 0

Se si definiscono i momenti P> coniugati delle coordinate q1:

o

3 3?,__
(1.4) Py = T

la (3) equivale alla:

. 0P
(1.3") ol £ o

Come €& noto (v.[ﬁ]) nel caso dei sistemi meccanici ordinari la rela
zione (3) & soddisfatta. Il sistema algebrico (2) nelle incognite a
ha allora soluzione

-1 32 % N 32 4 ¢ %
1.5 - e A ) .
(1.3) q . 9qJag? : 3taq] * 5q]

[1 sistema (5) € equivalente al sistema (1).
[1 sistema (5) & poi equivalente a infiniti diversi sistemi di 2n

equazioni del primo ordine.

Fra tutti questi sistemi & particolarmente importante , quello che si
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ottiene assumendo come incognite supplementari le quantita p. defi-

nite dalle (4).
S1 pub osservare che le pi hanno le seguenti proprieta:
1) sono invertibili rispetto alle q] per la (3')

2) invertendo le (4) rispetto alle q1 si hanno le relazioni

(1.6) 5t - di(qpt)

che forniscono parte delle equazioni del moto

3) 1e (1) forniscono '
(1.7) b, = ——2etddY)
' i 9g !

nelle quali, mediante le (6) i secondi membri si esprimono in funzione
delle qgnt. Le (7) forniscono allora le rimanenti equazioni dei moto.
Resta quindi soltanto da esplicitare 1 secondi membri delle (6).

Per ottenere direttamente le (6) e le (7) nelle variabili gpt con
viene introdurre in generale un tipo di trasformazioni che coinvolgano
variabili del tipo (4): queste variabili hanno un preciso significato

geometrico. A tale significato viene dedicato il n® successivo.

2. La trasformazione di Legendre.

E' conveniente limitarsi per motivi di evidenza geometrica al caso
di R3.

Sia S una superificie di equazione
(2.1) z = f(xy)

In certi casi & possibile descrivere la (1), anziché mediante 1'equa

zione cartesiana, mediante 1'inviluppo dei suoi piani tangenti.

E' evidente che una condizione necessaria perché cid si possa fare
e che dai piani tangenti si possa risalire univocamente ai punti della
superficie data: nel seguito si vedra quali siano le condizioni che oc
corrono.

E' chiaro innanzitutto che i piani che hanno come inviluppo la super
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ficie data debbono costituire una famiglia due parametri, se s1 vuo
le che ogni piano tangente individui uno e un sol punto della super
ficie.

Un piano di coordinate correnti xyz ha equazione

Z = PyXx - Py Y + h=20

I parametri del piano sono tre: p],pz,h :
La superficie & individuata come inviluppo di una famiglia a due pa
rametri di piani se uno dei tre parametri del piano si pud esprimere

in funzione degli altri due, per es. h(p] pz).

A1 fine di descrivere la superficie (1) mediante 1 parametri D,

e D, non & sufficiente perd esprimere semplicemente f(x,y) come

f[X(D1spz)=Y(DT,D2)] ossia ridursi ad esprimere le coordinate di
ogni punto della superficie in funzione dei parametri direttori del-
la normale alla superficie nello stesso punto.

1,pz)j pur individuando (sot-

to 1'ipotesi f f - f2 #0 : v, oltre) la forma della superfi-
XX'yy Xy

cie, individua la superficie stessa a meno di una traslazione paral

Infatti la funzione f[x(p],pz),y(p

lela al piano xy (1)

(1) Per semplicitd conviene dare un esempio nel caso di una curva. Sia

I

y = sen x, v' = cosx = p. Risulta x = arcos p e y = sen arcos p =

= v 1-p2 . Se si trasla la curva parallelamente all'asse x : y = sen(x+a)

si ha y' = p = ¢c0S (x+a); x+a = arcos p e y = Sen arcos p =v ]-pz‘
Sicché esprimendo la y mediante la sua derivata rispetto a x, S

perde una traslazione parallela all'asse x.
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Per evitare ci0 basta assegnare, in funzione di p, € p2 , Ci0€
in funzione della giacitura del piano tangente, 1'intersezion2 del
piano con 1'asse z. Tale intersezione in generale si sposta lungo
1'asse z quando la superficie viene traslata parallelamente al
piano xy e quindi & atta, assieme alla funzione f[x(p]pzhy(plpz)]
a individuare la superficie. La condizione €, come si & accennato 1in
precedenza, che ad ogni coppia di valori di P, €& b, s1 risalga
ad un unico punto della superficie.

Sia P0 = (Xx.y z ) un punto di S. Il piano tangente ad S 1in

00 O

P0 ha equazione:

z -2z -(x - xo)fx - (y - yo)fy = 0

Le coordinate del piano sono:

. - P, = ; h = f -
(2.3) P, fx P, fy h xofx + Y, v Z,

Per esprimere h 1in funzione di p1 e p, basta risolvere le

prime due delle (3) rispetto a X e Y, e sostituirle nella terza

(2.4) h(pyPy) = X Py *+ Y Py = 2 -

Viceversa per determinare le coordinate del punto delle coordina-

te del piano tangente basta derivare la (4) rispetto a P e a P,

h =x_+p X0, D Yo ya Xg 7 Yo _ .
p 0 1 3p 2 3p CX 9P ey ap
] ] ] 1 1
h =
pz yO

s1 hanno infine le relazioni simmetriche

h(pyPy) = X Py + ¥ Py = 2 (X y

(2.5) p1 = zoxo p2

= h
}{0 P1 ‘YO P2

z
oYO

H
-

X

0
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La trasformazione (5), che fa passare dai punti della superficie
alle coordinate del piano (e viceversa) € detta trasformazione di Le
gendre.

Va notato che essa @& una trasformazione pil generale di una trasfor
mazione puntuale, perché coinvolge, oltre a punti, elementi superfi-
ciali: infatti essa & una trasformazione di contatto, come si ricono-
sce facilmente.

Le prime due delle (3) sono invertibili rispetto a X, ¢© a y, se

e solo se sulla supericie risulta

(2.6) f f -f =0.
XX Yy XY

L'inversione non pud quindi essere effettuata per superfici svilup
pabili, come del resto €& evidente dal punto di vista geometrico.

Nel caso di R" Te analoghe delle (5) sono (omettendo per conve-

nienza !'indicie 0)

(2.5")

con ovvio significato dei simboli. E' pure ovvio il significato geome
trico della trasformazione.

L'analoga della (6) €

. 3(zyl...zyn)
(2.6") a(ﬁ(__, xﬁ) £ 0

Infine & chiaro che la trasformazione di Legendre pud essere effet-

tuata rispetto a parte soltanto dellie variabili.

3. Equazioni di Hamilton.

L'ultima osservazione del n° precedente pud essere applicata al

caso della funzione L(qqt). Effettuando la trasformazione di Legendre
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rispetto alle sole §' si hanno le relazione (2.5') nella forma:

: i
{qqt) = £ q P, - h(qpt)
(3.1)
3 4 _ oh .1
341 P ap‘i = 0

Le ultime forniscono direttamente le (1.6) in forma esplicita.

Quanto alle (1.57) si ha:

. . k
oh % et s ads 8t .
3q0 " Pk TagT T Taq 26K g’ 3q "

In definitiva si ottiene i1 sistema di equazioni

i sh
1= 3P .
(3.2) ‘
. 3h
Py T T gl

Questo sistema ha forma canonica (cfr. I(5.3)) e le equazioni che
lo costituiscono sono dette equazioni canoniche o di Hamilton. La fun
zione h & detta funzione hamiltoniana del sistema meccanico.

Introducendo le PP, si possono scrivere le (2) nella forma:

d = (h!qq)
(3.3)

H
N i
-
e
I
e

" i

0, nella notazione compatta

(3.4) 2 = (hy') .

4. Trasformazioni canoniche.

Se una trasformazione invertibile
(4.1) 0! =4 (0t)

lascia invariata la forma canonica delle equazioni del moto essa & una TC.
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In altri termini, se, qualungue sia h, si pud trovare una funzione H:

tale che il sistema
(4.2) 3" = (hyw')

si trasforma, per effetti della (1), nel sistema

(4.3) 0" =(H,o")

la trasformazione (1) & una TC.

Si applichi infatti al sistema (2) la trasformazione (1). Si ha

- d
3¢Y ﬁ* . SclnY _ Eph 3 h Bﬂﬂ 3¢Y 3 §2
JNH 3t INP  JwH 350 %

dove h(at) = h(wt) . La precedente si pud scrivere

- i
3 w80 (3°5°) LY
- A
nH 3t w  anRP  anc

Poiché si vuole che sia conservata la forma canonica delle equazio

ni, le o debbono essere date dalle (3)

,_ait EKH d H + Eﬁ _ (:__:;'JEU) BE a(bﬁlIIIIr
QM 30K 3t - 3N anC
e infine
Y - Y
3 P o u, 3 h <y oH 5
4.4 : f ol - ~w~]= e
(4.4) QM h( ) 30 - 3n<{  at
30 )

Poiché 1la matrice J = non & singolare perché la (1) e

QK
invertibile, 11 sistema (4) si pud risolvere con la regola di Cramer.

Indicando con j% 1la matrice J nella quale la colonna S sta
3¢ Y

, S1 ha
ot

ta sostituita con la colonna delle

Il membro destro dipende esclusivamente dalla trasformazione (1) e
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non dagli hamiltoniani h e H.
Quindi i1 primo membro, per ogni scelta di h (e per ogni trasfor

mato H) deve essere indipendente da questa funzione. Poiché si ha

3 h x 30 8q” ah <2 5h 30"

O _H U
Q0 = ¢ —~ —— = ——— = (hQ
( )m NP 3K anr 3P JwK  INA ( )m
e inoltre
op o H U
€ — = (H @
NP ( )Q

s1 ha infine che la quantita

(ho") - (Ha"),

deve essere indipendente da h e H e ci0é deve dipendere solo dalla

trasformazione.

Posto H(et) = h(at) +U(at)

dove, come prima h(Qt) = h(wt) , si ha che

0, esplicitamente

oc 3h aﬁ“ _ EHB an amﬂ ag“ amﬂ
£ — - o
3P 3O Juf 300 300 50P
0SsS1a
o a
Yol [ a (Eaﬂ of dw  dw )] 0
- E e i _—
30° & 5wP 300 9P

Poiché la trasformazione & invertibile si ha

U

a §2
0
ow? f

R i) W———

e quindi sono nulle le quantita nelle parentesi quadra

(1) Per una dimostrazione pid rigorosa, anche se pil macchinosa v.[5;
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sh (EGG ) Eaﬁ SmD Swg J -0
dwP 30 aqB

Se h e arbitraria, queste relazioni sono vere se e solo se

O a
0o af Jw Jw
= T F 30% 3B
0
(LUQLUG) - EDG

Q
cioé se la (1) & una trasformazione canonica.
Si possono allora utilizzare i risultati del n° 3 Cap. III,in partico-

lare le (24) e (25). Detta F 1la generatrice della (1) del presente nu

mero si ha
u=_§_E.
o t
e quindi
3F
(4.5) H(QPt) = h(apt) + ——(qQt)

5. Osservazioni sulle TC.
Osservazione 1.5 indichino con 2(aqt), L(qQt) 1le funzioni lagran-

giane relative ai due hamiltoniani h e H rispett. La derivata to-

tale di F é

dF _ F i 3F a1 5 F
dt i

307 5t
Utilizzando le (7.8) Cap. Il e la (4.5) del presente capitolo, s1 ha:

dF -1 % ‘ ‘
55 = P;q - P,Q +H - h=1L(Qqt) - i(qqt)

(Notare che nel caso di una trasformazione puntuale, cioé del tipo
01 = Q1(qt) 1'ultimo membro & nullo).

Si ha quindi nella notazione del Cap. Il n® 7:
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F = [ L(QQt)dt - [ 2(qqt)dt = Q"' - "t = "]

Le quantita qn+] £ Qn+] sono 1'azione (v. Cap. VI n. 1) e la

sua trasformata ed F é la loro differenza (a questo proposito ve-

dere Cap. V n. 1).

Osservazione 2. Nel Cap. II n°® 8 si & trovata la forma piu generale

di TC infinitesima (v. II(8.7).

n+1 s F
(5.1) 6a = (p_—

con F arbitraria.

Se s1 sceglie F <coincidente con h si vede che le relazioni
precedenti, eccetto la prima, coincidono con le equazioni hamiltonia
ne. L'hamiltoniana € quindi la funzione generatrice delle trasformazio
n1 che fanno passare dai valori delle variabili canoniche caicolati
in un istante generico, ai valori delle stesse variabili calcolate in
un istante infinitamente vicino. Il moto si svolge percid come una
éuccessione di TC 1infinitesime. D'altra parte, poiché Jle TC for
mano gruppo e quindi la successiva applicazione di TC € ancora una
TC, anche i valori delle variabili canoniche in istanti separati da
un intervallo di tempo finito, sono legate da una TC. A questo proble
ma sono dedicati il n® successivo e il Capitolo VI (v. anche Cap. V
n. 3).

Quanto alla prima delle relazioni (1), per F = h essa diventa

(5.2) 5@ = p—— - h = i(qqt)
dove ¢ € il lagrangiano. La (2) esprime la variazione dell'azione
(v. Cap. VI).

Osservazione 3. Si torni alla relazione che esprime la canonicita della

trasformazione qp - QP:
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3F
ot

(5.3) PidQ1 - pidq1 ] + dF (qQt)

In questa relazione la generatrice F] e funzione di qQt: 1'indi1
ce | e stato appdsto per convenienza, per distinguere questa gene-
ratrice da altre tre funzioni generatrici che verranno ora introdotte.

Come consequenza della (3) si hanno le relazioni usuali:

(5.4) p. = - —— 3 P, =

: . Co 1
Una trasformazione di Legendre che sostituisca le q con le pis

trasforma la relazione pfaffiana (3) in una nuova relazione pfaffiana
che si pud ottenere semplicemente introducendo nelia (3) 1'identita

pT.dq1 = d(piq]) - q1dni e definendo la funzione F2 = F]+piq1

. o L,
(5.3") P.dQ = - q dp.  + dF,

S1 riconosce facilmente che la (3') & ancora una relazione pfaffiana

relativa alla TC: piq1 . Q’Pi. Dalle (3') segue

F
Q1

Qo

(5.4") =22 p

D. i
;

Qs
02 1l

Analogamente scegliendo come variabiliindipendenti le p,P e definendo

3
F, = - P ] ;
F2 1.Q si ha

3
(5.3") S0P, = - q'dp, - —23 4 gF
' T s T
da cui segue
Q-i:—.v-—a-iia; q-I:—ﬂ:-B-
aP_i api

Infine scegliendo come variabili indipendenti le P, q e ponendo

i .
F4 = F3 - g p, S ha

. Al _ L1
(56.3'"'") Q dPi = pidq 1 + dF4

dove
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(5.47) = P, P; 5q]

5. I1 teorema di Hamilton-Jacobi.

Nel n° precedente si & notato che i valori delle variabili canoni-
che relativi a due istanti generici sono legati dJa una TC. In partico
lare comungque si assegni un istante t appartenente all'intervallo
temporale in cui si svolge il moto, i valori delle variabili canoniche
q(t),p(t) sono legati ai rispettivi valori q,5P, > relativi all'istan-

te 1niziale to’ da una TC.

La conoscenza di questa TC relativa ad ogni stante, e cioé 1la co
noscenza della famiglia ad un parametro di TC che facciano passare dai

valori q,°P, ai valori q(t),p(t) equivale alla conoscenza completa

della soluzione delle equazioni canoniche. Infatti la famiglia di trasfor
mazioni & data da : q(t) = q(t qopo); p(t) = p(t,qopoj e cioé rappresen
ta 1'integrale generale delle equazioni canoniche.

Si pub osservare che la TC 1inversa, che fa passare dalle q(t) al-
le P, cioé a variabili canoniche che siano tutte costanti del moto
riduce le equazioni canoniche alla forma piu semplice possibile, cioé
alla forma q =0, p = o{1),

Per determinare la famiglia di TC che connette i valori inizialj
qop0 con i valori all'istante generati, conviene ricercarne la genera

trice.

s e : ] i
Poiché le nuove variabili canoniche Q = q,; Pi p,;  sono tutte

costanti del moto, le equazioni canoniche sono
"i 3H : 9H

4E TR O3 Py =

= 0

(]) E' ben noto del resto il metodo di semplificare le equazioni di
qualunque tipo con opportuni cambiamenti di variabili.
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I1 nuovo hamiltoniano H non dipende dalle variabili canoniche

QPi; esso dipende solo dal tempo e quindi pud essere posto uguale a

(1)

La relazione (4.5) diventa (la generatrice € indicata col simbolo

Zero

S, usuale nella letteratura):

3S
h(gpt) + Tt - 0

dove S = S(gq g_ t).

0
Poiché, inoltre, & p. = - —%%T-, S1 pud scrivere
3S 35
5.1 hiqg, - — , =
(5.1) (q ” t) + =7 =0

La (1) & 1‘equazione di Hamilton-Jacobi. Come si €& visto nel Cap.]I
n° 5 questa equazione €& equivalente al sistema canonico. Un suo inte
grale completo permette infatti, come si € visto nel Cap. I di deter-
minare, con procedimento di inversione e di eliminazione, la soluzione
generale del sistema canonico. Dalla discussione ora fatta si vede che
un integrale completo della (1) € la funzione generatrice di una TC
che fa passare dalle variabili canoniche, calcolate all'istante generi

co t, ad un sistema di costanti iniziali.

(2) Sia H(t) il nuovo hamiltoniano. Se S € la generatrice della tra

sformazione che porta da h(qpt) ad H(t) = h(qpt) + —?Em , l1a

- ’ t

funzione S = S - ' "H(t)dt genera una TC che porta da h all'hamil

toniano K = 0.

. S 3S ) S
Infatti si ha Tt st - H(t). Inoltre K= h + ol
T 85>, 35S _ o 35S ., 35 _ TR
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Se si considera la trasformazione inversa:

y i
q (t qopo)

0
"

(5.2)

©
]

;= pi(tap)

si. hanno complessivamente le relazioni (7.8) del Cap. II nella forma

39 99

(5.3) Py T T gl b Poi T oo

Invertendo le seconde delle (3) rispett. alle q1 si ottengono le

1 1 . .
q (qopot) che, introdotte nelle prime delle (3), danno le pi(%jﬂju).

La conoscenza dell'integrale completo F della (1) permette quindi,
come si €& detto piu volte di ricavare le (Z2) con soli procedimenti di

inversione e di eliminazione.



