- 50 -

IIT - SEGUENDO GROTHENDIECK

Introcduzione

Questa parte finale tratteggia a grandi linee 1'evoluzione della teoria
deali operatori dall'epoca di Grothendieck ai giorni nostri. Dato 1'enor-
me sviluppo subito dalla teoria a seguito del lavoro di Grothendieck, 1'e
sposizione & necessariamente concisa e, soprattutto, incompleta. Sono evi
denziati comunque 1'uso della nozione di ideale di operatori e il suo im-
piego sistematico, dovuto a Pietsch, nella costruzione della teoria moder
na cosi come s$i presenta oggi. Cosi, dopo aver passato in rassegna gli
ideali piu rappresentativi ed alcune procedure per la costruzione di nuo-
vi ideali a partire da ideali dati, si perviene all'esame delle relazioni

e dei teoremi di moltiplicazione tra i vari ideali, per terminare infine

con alcuni preblemi aperti generali che sono fondamentali per la teoria.
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1 - Operatori p-approssimabili (0 < p < =)

Siano E e F spazi di Banach e sia T eZ(E,F). Per ogni n e N si defi-

nisce numerc di approssimazione de ordane nde T 11 numero

a (T) = inf{ ||T-S |l : S eF(E,F) e dim S(E) < n} .

E' facile verificare che i numeri di approssimazione a (T) godono

n
delle sequenti proprieta:
HT | =
(A1) HT | a1(T) pIEE Z_an(T) z_an+1(T) > ..o 2> 0.
(A2) an(lT) = Al an(T) per ogni Acalane ).
3 % a I ©

(A3) am+n-1(S+T) S_am(S) + an(T) pern S, T e L(E,F).

(Ad) 1am(S) - am(T); < JS-T pern S,T eL(E,F).

(AS) am+n~1(ST}-S am{S) an(T) ner T e (E,F) e S e (F,G).

(A6) an(T) = 0 se e scle se dim T(E) < n.
Chiaramente, un operatore T e ¥(E,F) appartiene a #(E,F) se e solo se

(an(T}} € C - In tal caso si ha, per la (A1)

T = @ (7))

Tutto cid pud essere generalizzato nel modo seguente. Sia 0 < p < =, Un
operatore T e Z(E,F) sara detto p-approssimabile se la successione {an(T))

appartiene a ED per p <= g & C per p = «, Indicheremo P01 coOn ;ﬁg La

classe degll cperatond D-aPPACSAAMADLLAL € porremao

o (T) = H(a (T) | T e/ .
(1) . oy ,.(an T) ‘gf_p per e _t.fp

al1 classi furono introdotte da Pietsch {cf.[@?}) nel 1963.
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Per quanto detto sopra, risulta (& ,a ) = (#]] ||). Tale classe & chia-
mata classe degld operatornd approssimapili e denotata con ¢« in onore di
Grothendieck. Essa verra considerata pil in dettaglio nel §5 e percid

per il resto di questo paragrafo supporremo 0 < p < = .

Per le classi tw; vale il seguente

TEOREMA 1 - (a) (ﬁfp ap) ¢ un Ldeale quasi-noamato completo in cul %@

denso.
(b) Se p < q, allonra 'ﬁp cﬁ’q e o < oy U ﬁ'p.

S

(c) Ognd T e;ﬂL(E,F) ammetie una rappresentazione del tipo
£ X, X1Dy per ognd x € kb,

cve (x') ¢ B e (£ ) e Ep e tale che

(e) .ﬂg(H,H) = 5%(H$H) per ognd spazdio di Hilbert H e oy = 0

La (a) non & troppo difficile da dimostrare, la (b) & ovvia, mentre la (c)
richiede una certa accortezza ed implica immediatamente la (d). Finalmente,
la (e) seque dal fatto che, 4n uno spazic di Hilbent, £ numeni di approssim-

zeone comeLdono con L numerd carattenisiicL che appaiono nel Teorema 11 del

§1.8. Cid mostra che gli idea1itg€ sono una naturale generalizzazione aglj

spazi di Banach degli idealiq ﬁg di von Neumann considerati al §I1.8. Ma 1'ana

togia si spinge oltre, poiché abbiamo:

TEOREMA 2 - (a) Lla traceda 2 continua su  F(E,E) pern La quasi-norma Cy

4

e quindl ammette una undca estensione a E%(E,E) S O 1& , avendosd
] )



- K3 -

(2) tr(T) <12 a,I(T) per ognd T ew',l(E,E)—-
(b) Se T e._mf1(EﬁE) alloka
= Vol ¢ o
(3) ﬂ;1]AH(TJ i
0
(4) tr(T) =z, 2 (7).

La (a) seque immediatamente dalla (c) del Teorema 1, ma non implica as-
solutamente niente sulla somma deali autovalori. Infatti, la (b) & recente,
la (3) essendo dovuta a Johnson, Konig, Maurey e Retherford [29] e la (4)

a Konig (31,
Per le dimostrazioni del Teorema 1 e del Teorema 2 (a) rimandiamo a [28]

(§19.8) (ma cf. anche '49] , Chapter 8).

Osserviamo infine che vari altri tipi di "numeri" (cioé di successioni nu-
meriche) possono essere associati ad un operatore T e ¥#(E,F) e che & addirit -

tura possibile formulare in generale una teoria assiomatica (cf. [50], 11).

2 - Operatori assolutamente p-sommanti {1 < p < ).

Riprendiamo ora gli operatori semi-integrali del §I1.6 e notiamo che,
come conseqguenza del Teorema 11 di tale paragrafo si ha che, se T & un'ap-
nlicazione semi-integrale destra di uno spazio di Banach E in uno spazio di
Banach F, ailora per ogni successione (xn} ¢ £ tale che (<xn,x‘>) e E} per
ogni x' e E', risulta (|7 xn1!} e 2. Essendo tale proprietd una caratteriz-

zazione, possiame allora generalizzare tali applicazioni nel modo seguente.

Innanzitutte, poniamo per 1 < p < =,

eP(E) = {(x ) ¢ B (llx 1) e 27



ed inoltre
= %]
c (E) = {(x ) c E: (flx [[)ec)
£’ immediato verificare che ﬂp(E) & uno spazio di Banach per la norma
= F | | I oo
ﬁp[(xn)] ;I(I‘anl)g[ﬁp se 1 <p e,

e che cO(E) & un sottospazio chiuso di 2 (E).

Poniamo poi

Ep[EJ = {(x ) cE:e [(x)]=sup [[(<x xD) = <=

n P p
B
X€ X £
e
El= - ! er ogni x' € E'}.
COLEJ {(XHJ c E (<xn,x >) e c, P gni x' e
Di nuove, £PTE) & uno spazio di Banach per la norma € [{xn)l < CO[E] =
un sottospazio chiuso di fm[Ej. Inoltre, risulta evidentemente,
ePE) ¢ 2P [E] e e [(x)] ¢ 7w [(x)]
- h'p n I ph- n’-
Siamo ora in grado di dare la sequente definizione. Un operatore T : E-F &

detto assolutamente p-sommante se (T xn) e £P(F) per ogni (xn) e P E].G11 ope

ratori assolutamente 1-sommanti (cioé Te applicazioni semi-integrali destré del

§11.6) sono semplicemente chiamati operatornd assolutamente sommantd.

Osserviamo che per p =« si ottengono semplicemente tutti g!i operatori in
S(E,F), mentre gli operatori che trasformano elementi di CD[EE in elementi dj
CO(F) sono esattamente gli operatori completamente continui del §I.5

fica la restrizione 1 < p < » che manterremo nel presente paragrafo.

., C10 gilusti-

Osserviamo inoltre che un operatore assolutamente p-sommante T & automatica-

E) tale che

LA
) f
\

mente continuo. Infatti, se non 1o fosse, esisterebbe (xn) & £

[ ] ~N - -n - \ j
!ﬂxnéf > 2 . Ma ailora (2 Xn) e tP(E] e (2 ﬂTxrlf EF{F), da cui una contraddi-
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zione.

Indicando con ;EB(E,F) Ul insaeme degli operatond assolutamente — p-som-

mantl da E a F, abbiamo dunque f#;(E,F) ¢ L (E,F) e risultando
5 wo! 1< ¢ e ! Te Z(E,F),
(5) o LM Seel (x ) per T e Z(E,F)

possiamo denotare con ﬂp{T) 1'estremo inferiore delle costanti ¢ per le
quali la disuguaglianza precedente & verificata. Si riconosce allora che

tp & una norma e che vale i1

TEOREMA 3 - Le seguentd assernzaond  Aonce equivalentd:

(1) T eé?L{E,F).

(11) Esdiste ¢ > 0 ztale che per ogni insdeme 4findte (><1,... ﬁxk) A4 ha
k 1/ K 1/

(6 EolTx . 1Py'P Cesup{{ .5 1< x>IPY Py e g }

\ ) (j=1 b J _ ) N pkjf;]. j!' ; ) EI
In faf caso, ﬁp(T} coancide con £a pdi piccofa delle costantl ¢ di cud sopra.

(111) Esdstone wna misura di probabllitd u AU BE’ o wna costante ¢ > 0 Za-
20 da aversd

- 1 . /o ,
(7) 1Tx 1 < e (f Taxx> P dpx ! per cgni x e E.
BE'

n tal caso, m (T) codnedde con La pdit picccola delle costanti ¢ di cul sopha.

(iv) Esltone wuno spazic compatto K, una miswra di Radon positiva u su K ¢

- 1 - Wy “o, . .
opernatond S e L(E,C(K)), R &.i-*f'“(,l,p(K;;:-},L ) talil da aversd

(&) JFT - thS,

" - - - * - .. - 0
ove JD o L' indezione canonica C(K) - Lp(K,p) C JF ¢ L'applicazione F - L

di cul al §II.6. In tal caso possiamo scegliere 1 come una misura di probabd-

0itd, S come una Lsomeiia e R tale che IR = ﬂp(T).
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E' abbastanza facile riconoscere 1'equivalenza della (i) e (i1) tramite
1'equivalenza della (5) e (6). La (7) & ben nota come disuguaglianza di
Pietsch mehtre 1'equivalenza della (i) e della(iv) & conosciuta come Teo-

nema della Fattondzzazdieone di Pietsch in onore di quest'ultimo,che intra-
prese 1o studio sistematico degli operatori assolutamente p-sommanti nel 196?(cf.[481L

Osservazione 1 - Segue dal Teorema 3, usando la (8), che se T e 5E(E,F),

allora esistono un compatto K, una misura di Radon positiva p su K e opera-
tori § e L(E,C(K)), R EJZTLZ(K,M),F) soddisfacenti le condizioni della (iv)
tali che

T = RJZS'

Ossenvazione 2 - L'equivalenza della (1) e della (iv) del Teorema 3 mostra

che Jp ¢ un prototipo di applicazione assolutamente p-sommante.

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 4 - (&) (2,7 )) & un 4deale normate completo e quindd contdene

H P’ p
A, avendoss o <V
1 P — 1
(b) Se < q, allora 2L ¢ 2 ¢ 1w <71 MU 2
P e p - Tg " Tg=Tp p
(¢) 2 _ cv OV
P
(d) Eﬁp(H,H) = SE(H,H) per ognd spazio di Hilbent H.

La verifica della (a) & abbastanza standard, la seconda parte essendo con-
sequenza del Teorema 4 del §I1.2. La (b) segue dalla (6), mentre la (c¢) & con-
sequenza della (3) e della (d) del Teorema 3. La (d) invece & difficile ed &
un risultato profondo che sfrutta la cosiddetta "disuguaglianza di Khintchine":
per i dettagli rimandiamo a [28] (§ 20.5) o a [27] {Exercise 2.E.9).

Ossenvazione 3 - In generale, gli ideali ;ﬁ; e 4 sono incgmparaaiii, nel

senso che A ¢ ﬁ; 2 ﬁ% ¢ 4. La prima risulta dal fatto che se TESG(H,H}
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cong>2 mT¢g SE(H,H), allora T appartiene a* (H,H) ma non aéﬁ;(H,H),

per 1a (d). La seconda risulta dal fatto che, per esempio, 1'iniezione ca
nonica Jp . C(K)~H+Lp(K,u) appartiene a éﬁp per 1'0Osservazione 2, ma
certamente non appartiene a ¥ Ne concludiamo che % non & denso in

P, ).
( p P

Per le dimostrazioni, vedasi [28] (§§ 19.4, 19.5 e 19.6) o [27] (§2.5 e
2.6).

3 - Operatori p-nucleari, quasi-p-nucleari e p-integrali (1 < p < «).

Come nel paragrafo precedente abbjamo generalizzato il concetto di opera-
tore assoiutamente sommante a quello di operatore assolutamente p-sommante,
possiamo nello stessc modo generalizzare la nozione di operatore nucleare.
Precisamente. per cominciare sia 0 < p < . Un operatore T : E + F sara det
to p-nucleare se esistono successioni (xé} & Ep(E‘) e (yn) e(ﬂp)'[F] ta-
11 che

(9) Tx = ]

H8

; <x,xn>yn per ogni Xxekb.

Per estendere taie definizione al caso p== useremo cO(E') in luogo di Em(E')
e quindi T sara detto «-nucleare se ammette una rappresentazione del tipo

(9) con (xr‘]) 5 cO(E') e (yn) & E][F]

Denoteremo con A p La clasre dl?g»ExL U}OMaiDM n-nucteard (U <p 5_ m)_
Tali operatori, come pure gli operatori p-integrali che verranno discussi pil

tardi, furono introdotti da Persson e Pietsch nel 1969 (cf. [46]).
Notiamo subito che Ta (9) pud sempre essere posta nella forma

(10) Tx =
1

b !
Ly & <><,xn>yn (x e E)
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o9

con (gn) € Ep, (x;) C BE' e (yn) e (Ep)’FJ. Ma, essendo (Ep)' = f per

0 < p <1, vediamo subito per la (10) che gli operatori p-nucleari con 0 < p <
non sono altro che gli operatori di potenza p-sommabile gia trattati al §II.7.

Pertanto, per il resto di questo paragrafo possiamo limitarci al caso 1 < p < =,

Ponendo, con le notazioni del paragrafo precedente,

‘ o - 1 1]
vp(T) = inf {ﬂpL(Xn)]-EplL(yn)j} (E:+ Ew = 1)

per ogni T e 4 _(E,F), ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresenta-

zioni del tipo (9), otteniamo una norma su _#b. Sussiste allora il seguente

teorema, analogo al Teorema 12 del §II.7.

TEOREMA 5 - (a) Se 1 <p < o, Lﬂg,vp) ¢ un Ldeale normate completo pern L

quale valgono Le proprietd (a)-(c) del Teorema 12 del §I1I.7 (cen c, &k posto
di 2P per P o= ).

(b) Se 1 < p < =, ~*E(H,H) = SE(H,H) per ognd spazio d4 HaLlbent H.

Come per gli operatori nucleari (cf. 1'Osservazione 2 del §I1.2), se TE;B(E,F)
e G & un sottospazio chiuso di F contenente T(E), non accade in genere che

T eA (E,G). A questa difficolta si pud ovviare considerando, in luogo di ,15,

La classe ;?p degli operatord quasi-p-nuclearnd definiti come segue. Richiaman-
do quanto detto all'inizio del §I1.6, diremo che un operatore T e%(E,F) &

quasi-p=-nucleare (1 < p <« se 1'operatore JFT e p-nucleare. In altre parole,

T eLQp(E,F) se e solo se JFT e+Ag(E,L ). Abbiamo allora, con la solita conven-

zione di usare Co al posto di Ep ner p = o,

TEOREMA 6 - (a) T e.ﬂp (E.F) 8¢ e s0fo Ac esdste (x%) £ fp(Eﬁ tale da averss

(11) T <k x!>) |

- n E{P
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In tal caso, 34 offilene una norma qp Al ,jp(E,F) considernando La quantita

qp(T) = inf ﬂp[(xé)J}

2'estnemo Ainfenione essendo presc su tutte Le successLond (xa) e £V(E") per Le

quali La (11)  nisulté verificata.

(b) (é%,qp) ¢ un Ldeale norwmato completo contenente uﬂb e qp_g vy éutAé.

(c) Se p < r, allora .Qb c2 e q S‘qp AU .ﬂp.

) 0 .E = ‘i- ‘ )
(d) [ 2550, 1= [ 4509, 1.

i

ro. - - - P !1
(&) [2,.0.1 = [ 1+ 11].

!
|
e

(g) Se E' o F ha La proprietd di apprcssimazione allona F#(EF) & denso 4in

[;2D(E,F),qp 1 e pertante quest'ultimo ideale & La chiusuwna di  F#(E,F) 4n

P (EF)n_ ],
EAGIRN

(h) Se 1 < p < =, {QD(H,H) = ﬁg(H,H) pern cand spazio diL Hilbent H.

Le dimostrazioni delle proprieta (a).(b),(c) e (f) sono piuttosto standard, i
mentre la (d) segue dal fatto che ogni sottospazio chiuso di EE ha un comple-
mentare topolcgico e la (e) da una ben nota caratterizzazione degli operatori
compatti.La (g) e 1a (h) per p = 1 richiedono invece pili attenzione mentre la

(h) per 1 < p < = seqgue immediatamente dalla (b), (f) e dai Teoremi 4(d) e 5(b).

Continuando nello stesso ordine di idee, generalizziamo infine l1a nozione di
operatore integrale usando la caratterizzazione fornita dal Teorema 6 del §II.3.
Precisamente, per 1 < p < « diremo che un operatore T e X(E,F) & p-integrale
se esistono un compatte K, una misura di Radon u su K e operatori

S edﬁq(E,Eﬂ(K,u)) 0 S e £ (E,C(K))} e R =¢#{Lp(m,p)jF“) tali da aversj

'l\-r:h__ '



(12) Je .

ove jF e 1'isometria canonica di F in F" e J ) e 1'immersione canonica di
L(K,n) in Lp(K,u), quest'ultima essendo quindi un prototipo di operatore

p-integrale. Ponendo

(1) = infIR IS

ove 1'estremo superiore & preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (12), si

ottiene una norma 1p sull'insieme .ﬁE(E,F) di tuttl gld operatornd p-integhals

da E ad F, avendosi inoltre

TEOREMA 7 - (a) (ﬁEaT ) & un Ldeale neamato complete contenente “#B

P
(b) Se p<q, allora # ¢ ¥ o 1 <1 su L.
P g q— P D
7 = 'ﬂo - 9 e I T_ 0o y
(C) ( 2:12) ( Zaﬁz): ma Dg /S e _(‘_ P < s M # 2.
(d) Se 1 < p {®, -)’ID(H,H) = 5-§(H,H) per ognd spazio di Halbent H.

(e) T e ﬁé(E,F) se e solo Ae JFT S u%(E,F}.

Come al solito, la (a) e 1a (b) sono standard, mentre la prima parte della
(c) seque dalla (12) e dall'Osservazione 1 del §2. Per la seconda, osserviamo
che 1'iniezione canonica £ -+ £ & assolutamente sommante, ma certo non in-
tegrale; per il caso 1 < p <= e p # 2 rimandiamc a [45] o a [50!(22.4.13,
remark). Infine la (d) segue essenzialmente dalla (e) e dal Teorema 4(d), men
tre la (e) mostra che gli operatori p-integrali e assolutamente p-sommanti stan

no nella stessa relazione degli operatori p-nucleari e guasi-p-nucleari. Ci10

motivera una delle procedure che saranno discusse al $6,

Per le dimostrazioni rimandiamo a |[28](8§ 19.7, 20.5 e 19.6.6).
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4 - Operatori p- fattorizzabili (1 < p < =) e operatori di Hilbert,

Considerando gli operatori introdotti nei paragrafi precedenti, si nota
immediatamente una caratteristica comune e cioé che tutti sono caratterizzati
per mezzo di opportune fattorizzazioni del tipo L - _Lp o C(K) ~ P, Iso
lando questo aspetto, possiamo allora definire p-fattcnizzabile (1 < p £ )
un operatore T e ¥(E,F) per il quale esistono operatori S e L(E,LP(X,1)) e
R e (LY (X,1),F") tali che

(13) j T = RS,

JF
ove jF &, come al solito, 1'isometria cancnica di F in F". Qui (X,k) & un
opportuno spazio dotato di misura, che possiamo sempre assumere positiva.

Ovviamente, qli operatori o«-fattorizabili non sono altro che gli operatori o=1n
tegrali. Denotiamo con ﬁﬁb(E,F) Ll insleme di tutti gli operatord p-4attorizza-

bilL da E a F. Ponendo
AD(T) = inf Rl S| ,

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (13), ot-

L

teniamo una norma su 3¥;(E,F). Per quanto detto sopra,(¥,) ) = (4,1 ).

Osserviamo inoltre che T ecﬂz se e solo se T ammette una fattorizzazione

del tipo (13) attraverso uno spazio di Hilbert. E' per questo che un tale opera-

tore T & detto operatore di Hilbent e la classe jﬁz si denota anche con » .

TEOREMA 8 - (a) Lyg,kp ) ¢ un Ldeafe normato completo.

) f ¢ w ¢ A <1 su F .
(b) ¢ ¥ p = 'p % p

(¢c) Te ¥ (E,F) se e 5080 se esistono un compattc K e operatoni

CoO

S e X(E,C(K)).,R e L (C(K),F") talil da averss

JFT = RS,

(d) T EJZE(EgF) se ¢ s0fo se esistono une spazie di Hilbernt H e operalord
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S e L(EH),R e ¥(H,F) tali che

T = RS,

(e) Se 1 < p<w, &L (HH) =ZL(H,H) per ogni spazio di Hikbert H.
P

La (a) @& di facile verifica, per la (b) basta confrontare le fattorizzazio-

ni (12) e (13), la (c) segue dall'identita ¥ = # e dalla definizione di

operatori p-integrali, mentre la (d) si stabilisce con una dimostrazione simi-
le a quella del Teorema 11(a) del §I1.6 (cf. anche 1'Osservazione 1 del §2).
Infine la (e) proviene dalla fattorizzazione attraverso L” degli spazi a dimen

sione finita E; (cf. [50!, §§ 19.3 e 22.1).

Lo studio sistematico degli operatori in n%; fu intrapreso in [37],[33] e[40].

5 - Controesempi alla proprieta di approssimazione e 10ro conseguenze.

Riprendiamo adesso i1 problema dell'approssimazione trattato nei §8I1.4 e
11.5. Nel 1973 Enflo [10] pubblicd i1 suo famoso controesempio alla proprieta
di approssimazione mostrando che esiste un sottospazio chiuso dj ¢, senza
la proprieta di approssimazione, con questo risolvendo negativamente il pro-
blema (P6) e quindi anche i1 problema della base (P5) (cf. §1.6) e il relazio
nato problema dell'approssimazione metrica (cioé se tutti gli spazi di Banach

hanno la proprieta dell'approssimazione metrica, cf. § I1.5).

Successivamente, vari autori hanno migliorato 1'esempio di Enflo mostrando
che anche gli spazi eP (1 <p<®, p# 2) contengono sottospazi senza la pro#
prietad di approssimazione, mentre Figiel e Johnson [11], sempre nel 1973, riu
scivano a dimostrare 1'esistenza di spazi di Banach aventi la proprieta del-
1'approssimazione ma non quella dell'approssimazione metrica. Per i dettagli,

cf. [38](vol. I, § 2 de p. 42, vol. II, pp. 107-111).

In base ai Teoremi 8 e 9 del §II1.4 1'esistenza di uno spazio di Banach E sen

za fa wrhoprietd di approssimazione ha Te seguenti notevolissime conseguenze.



- 63 -

1) L'applicazione X : E' @ E » Z(E,E) non & indiettiva e quindi anche 11

problema (P7) del §I1.1 & risolto negativamente.

2) Le noame 7 e V) non coincdLdone su E' @ E, e guindd La thacceda non

&
#

1(E,E) per il quale

puc essere estesa a vﬁg(E,E). In altre parole, esiste T e ./

la traccia non pud essere definita.

3) Esdiste un operatore T e+43(cg,co) con T2 =0 e tr(T)

T gli autovalori sono evidentemente tutti nulli, quindi la traccia spettrale e

|

1. Per un tale

nulla e non pud ovviamente coincidere con tr(7). Pertanto anche il problema

(P4) del §1.2 & risolto negativamente per il caso degli spazi di Banach.

4) L'operatore T di cud al punto 3) pud esserne scelto come una mathice

A = ({akn)) i scalarnd tale che Az = 0, per cgnd k  risulita akn # 0 s0lc pen
un numere fandte do velord d o n e

) (max !a ;)p { pern ogns p > <.

k=1 Tkn S 3

Osserviamo che in tale disuguaglianza non pud prendersi p_ﬁ-% perché al-

T

lora 1'operatore T apparterrebbe ad e quindi la sua traccia coincide-

A
2/3
rebbe con la traccia spettrale, per i1 Tecrema 13(b) del §I1.7.

Infine, dal fatto che esiste unc spazio di Banach F per cui #(F,E) gJ?(F,E)
deduciamo il sequente fondamentale

TEOREMA 9 - ¢ A -

Ricordiamo che ¢ & la classe (%, || !l) degli operatori approssimabili
introdotti al &§1. E' naturale che 1'inclusione propria asserita dal Teoremaz 9,
consequenza diretta dell'esempio di Enflo, abbia motivato uno studio intenso

della classe ¢ . Qui c1 limiteremo a dare le sequenti proprieta.

g

TEOREMA 10 - (a) 9 @ un Ldeale normate completo ed & AL pdi piccele ddea-

Co cniuwre 4n L.



(b) *;‘-'fp c9 e || || <o su u{/p ver ognd p > 0.

(c) A c¥g e || || < vp AU /yp per ognd 0 < p < o,

(d) T e% s0 ¢ s0lo 4 T' e@ .
(e) T eX(EF) se e s0lo se J.Te g(E,L7).
(f) T exX(E,F) se e s0fo se TQ, eg (L1,F).

(g) 9(H,H) =2¢(H,H) per ogni spazioc di Hilbent H.

Le proprieta (a).(b),(c) e (g) sono pill o meno evidenti. La (d) non lo &,

in quanto dovuta alle (certamente non ovvie) uguaglianze an(T) = aﬂ(T') per

ogni T e * e ogni neN (cf. [50], § 11.7.4 p. 152). Per la (e) osserviamo

o

che se T eX(E,F) allora JFT e;%TE,Lﬁv =;ﬁ(E,_m) dal momento che L ha

la proprieta di approssimazione. Viceversa se J.T e4(E,L ), allora J Te%{E,JFT(EL

F
-1 o |
quindi T =4Jc JeT e A [E,T(E)] e, a fortiori, T eX(E,F). Infine, per la

F

L.

(f) notiamo che TQE e ¢ (L*,F) implica TQE e #(L*,F) e quindi T e (E,F).

M

Viceversa se T e# (E,F), allora TQE e #(L*,F) e pertanto TQE e (LY,F) (cf. 28],
Teorema 2, p. 404), dal momento che i1 duale L di L1 ha la proprieta di appros-

simazione.
Concludiamo con la seguente

Osservazione - Sianc £ e F spazi di Banach tali che né E' né F hanno la pro-
prieta di approssimazione metrica, ma F ha la proprieta di approssimazione
(cf. .11}}. IT Teorema 10 del §I1.5 c¢i dice allora che 1'applicazione
g F - [ﬁa(E,F),11I, che & iniettiva,non & isometrica e cid implica che
F

F, ),UTJ non & un sottospazio normato di | JQ{E,F),I , in virtl del-

1

1'0Osservazione 1 del §II.5.

Inoltre, in [11] Figiel e Johnson stabiliscono 1'esistenza di un operatore
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T ﬁﬂiq tale che T enﬂg (cf. 1'0sservazione 2 del §II.2).

6 - Procedure.

Questo paragrafo & dedicato alla costruzione di nuovi ideali di operatori
a partire da ideali dati. Non enumereremo tutti 1 metodi in esistenza,ma soO-

1o 1 pit significativi. Una regola

. . r . .
che definisce un nuovo ideale ¢ per ogni ideale .# & chiamata procedu-

na Menzioniamo due proprietad speciali delle quali godono molte procedure.

| r r
Morotonda se .# c&, allora 4 ¢ oy

Idempotenza (ﬂr)r = £ per ogni ¥

Motivati dai Teoremi 7 e 8 del §I.5, dalle definizioni del §II1.6 e, pil
in generale, dalle definizioni del §3 e dai Teoremi 7(e), 9 e 10, studieremo
le seqguenti procedure: chiuswwa, duale, indetiiva e surgettiva. Per il resto
di questa Parte III invitiamo il lettore a tener presene per sua comodita

la Tabella degli Ideali (considerati in questo testo) che abbiamo riportato a
pp. 82-83.

1) Chiusura

Sia .7 un ideale di operatori. Un operatore T e¢ ¥ (E,F) tra spazi di Ba-

nach appartiene alla chiusura 7 se Te JEF) in  FL(E,F).
E' chiaro che 4 & un Ldeale di operatornd e che La negola
c . ¥ ~» ¥

¢ una procedwia monotona e Ldempotente. Naturalmente, un ideale # & chiuso se

e solo se ¥ =.4  La chiusura & la pil antica delle procedure ed abbiamo il
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seguente

TEOREMA 11 - (a) GLL ideali 4. ypoys¥  s0n0 chiusi.

H

b) o =F =Y = N =%
(b) ) ) A

(c) 2 =X,

(d) #(\) = _/;; =G =24 per spazi di Hilbent.

Per 1a (a) osserviamo che % & chiuso per definizione ed ¢ i1 pil piccolo
ideale chiuso, mentre X, ¥ e ¥  sono chiusi per il Teorema 7 del §I.5.
(b) e (d) sequono dal fatto che gli ideali in questione contengono # e sono

contenuti in ¢ , mentre la (c, seque dal Teorema 6.

2) Duale
Sia # un ideale di operatori. Un operatore T e (E,F) appartiene al dua-
d d
le se T'e F(F',E'). F & un Ldeale di operatorndi e  La regola
d . J; -3 f"d

¢ una procedura monotona. Si noti che tale procedura non ¢ «dempotente perché,

d,d

in generale, .# ¢ [(J ] nen sone comparabili. Infatti, per quanto detto alla

fine dell'Osservazione del §5, vi sono operatori T ¢ﬂ4H con T' epﬁg. Ne segue,

per i1 Teorema 3(c) del §II.2, che Lt1 % ,r? . Maallora _@? cﬁV?d per la mo-

notonia e quindi -43 gu??d . D'altra parte, se¢ X & 1'ideale deqgli operatori
T e (E,F) con T(E) separabile, & chiaroc che de g y (ed infatti 1'iden-

tita di ¢ 0 El appartiene a X ma non a xdd). Un ideale ¥ & detto simmetnd

d
co se S = 47,

TEOREMA 12 - I /.’;QgUQHL{ Ldeall sono j{ﬂme,t*;,{fﬂf:._::fp sa%ﬁfﬁ?ﬁ g t_,fl(}\‘l,’);fa _163

1 b
I. | Cy iy -

* . . d . . .
Si noti che, in generale, ¢ e ¢ sono incomparabili come mostra il

. . 1 * .
sequente esempio. E' ben noto che in £ ogni successione debolimente convergen-
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te € anche fortemente convergente, ma ¢id non & vero in c, © quindi anche in

¢ . Ne seque che 1'identita di £1 appartiene a ¥ ma non a ¢fd, men -

tre 1'identita di cO appartiene a vfd ma non a Y2

o~y

3) Iniettiva

Sia .# un ideale di operatori. Un operatore T eZ(E,F) appartiene all'in-

. , . . 1 o0 - . . . .
wiluppo iniettivo F  se JFT e ZF(E,L ). 2 % un ideake di operatond, ovvia-

mente contenente £, e La regola

i1 g - F

N , . g . : 1
¢ una procedura monctona e Ldempetente. # si dice indettive se £ =.F
TEOREMA 13 - (a) 1T sequentd Ldeali sono inieiziui;ﬁﬁh%iﬁi,vo,;ﬁa,ﬁ?prw;-wv.

(b) %' =X, -9‘; = "ﬁ (1 < p < =), R =,.ﬁzp( 1 < p < ).

L'iniettivita di ciascuno degli ideali &, ., L..,-if’o,llf;”#" ¢ 0 evidente, 0 ben
nota oppure facile a dimostrarsi. Le due ultime uguaglianze nella (b) seguono
dalle definizioni e quindi implicano 1'iniettivita di é?‘.e ﬁe} essendo
tale procedura idempotente. Infine, dalla 4 c¢.%¥ seque §§1 ¢ mentre 1'in
clusione opposta deriva dal fatto che ogni spazio L” ha la proprieta di appros

simazione,

4) Surgettiva

Sia 4 un ideale di operatori. Un operatore T e % (E,F) appartiene al-

. 1 i . . .
1 anviluppe sukgetiivo #° se TQE e #(L ,E). F> 5 un ddeale di 0peRatoNA,

ovviamente contenente .¥ ., e La regcla

w

-
¥
Ry

_ , , — .. S
> wna procedura wonctona e idempotente. ¥ si dice surgettivo se ¢ = .77 .
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TEOREMA 14 - (a) G&L Ldeali EF;JVQJ#,.¢E,1V“ dono surgeltlivd.,

O AR

La (a) & ben nota eccetto per /¢ , per i1 quale seque dal Teorema 13(a)
e dal Teorema 15 pil in basso.Chiaramente g > c A, mentre 1'inclusione op-
posta seque dal fatto che il duale di L1 ha la proprieta di approssimazione.
Infine 1'inclusione £ c¥° pud essere stabilita notando che, se T e¥(E,F),
allora E pud essere rappresentato come il quoziente di uno spazio 510%) (ove
/A & un insieme opportuno di indici) e per quest'ultimo spazio 1'identita ap-

partiene a ¥ , come osservato subitc dopo il Teorema 12.

Ovviamente le procedure 3) e 4) non hanno senso per gli ideali hilbertiani

F(\) e .
(X) )

Concludiamo questo paragrafo notando che iniettivita e surgettivita sono

proprieta duali, dal momento che vale il seguente

TEOREMA 15 - Pern ognd Ldeale ¢  nisulita

Lﬁs =‘ﬁs1,r}ds:=jgd . *fd1c;hﬁ

L'inclusione a destra potende essere propria. Ne segue che se ¥ @ Andettivo
. . d . . , L
(nisp. surgettivo), allera  F7 & surgettlvo (nisp. indettive) e che, pertan

10, inleltAvitd e surgeltlvidd sono equavalents per ognid Ldeale sLmmelhico.

7 - Relazioni tra ideali.

I vari teoremi che abbiamo riportato sugli ideali qui trattati mostrano che
esistono molte relazioni di inclusione tra questi ideali. Per comodita del let
tore illustriamo queste relazioni nella Tabella delle Inclusioni riportata a
nD. 84 . ove le frecce indicano inclusione. Ci sembra dovéroso, a questo pro-

nosito, fare un certo numero di osservazioni, specialmente a proposito delle
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inclusioni pil significative o sorprendenti. Con riferimento alla Tabella

delle Inclusioni procederemo dall'alto verso il basso.

Osservazione 1 - Tutte Le inclusdiond sonc proprie, in generale: cid & eviden
te per la maggior parte di esse, mentre per le restanti daremo esempi in segui-

to.

Ossenrvazione 2 - Per cgnd LAdeale ¥ o numerni reald 0 < s <t <» s ha

Ui C -i, L' inclusicne essendo propria. Cido & di facile verifica eccetto per

iﬁ e hi (1 < s < =), Ora il caso di # segue da quello di 3? (Teorema

7(e)) e per quest'ultimo si pud dimostrare che 1'iniezione canonica

C(K) - Lt(K,u) (1 < t < =), che appartiene a fi per 1'0Osservazione 2 del §2,

non appartiene a nessun ideale 32 con 1 <s <t (cf., per esempio, [27] ,

=

cxercise 2.E.3 p. 123).

Osservazicene 3 - Le inclusioni, e il fatto di essere proprie, sono tutte o
evidenti, o consequenza dei teoremi enunciati e delle osservazioni fatte,

con eccezione forse delle seguenti: u¢; -+Lﬁ; per 0 < r<1 e

T —

1-r

2.+ %, Jo+ & per1<s (= Ora, abbiamo gia visto che £ c & e

-ﬂq ¢ #; d'altra parte la prima inclusione & ovviamente propria perché 1'identi-

S S
I2
S S

ta IS di L> appartiene a ﬂﬁg ma certo non a ”i (che altrimenti 1

sarebbe nucleare per il Teorema 7(d) del §II.3, quindi compatta e percid >
avrebbe dimensione finita), mentre la seconda 1o @ perché 1'iniezione canonica

\ S . > ; .
C(K) -~ L7(K,u) appartiene a ug ma non 2a gg dal momento che non & compat-

ta (ricordiamo che ‘ﬂs c N per ogni s).

Mostriame ora che -1; C per 0 < r <1, Se Te n1;(E,F) allora
T
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0o | | r
TX = k§1 £k<x,x >yk con (x') ¢ BE" (yk) c B. e (gk) e £ . Supponendo la

K K F

successione (&£, ) non negativa e non crescente, cosa che possiamo sempre fare,

K
abbijamo (cf.§1)

TR ' | <
2, (1) 55‘2335 Tin B XYl Sk &y
_ ? i-r _r ¢ 51*r 'l(E )ll
) k=ngk gk — 7n S T

e quindji (an(T)) e £ 1=t , cioé T e qﬁ; e LA? C Lw; . Per vedere che
-r 1~-r

1'inclusione & propria basta considerare il caso degli spazi di Hilbert, nel
quale abbiamo, dato che SLA s = & = A per il Teo-
1-r r r :? r r

T-r 1-r

rema 1(e) e il Teorema 12 del §II.7.

1

h ¢ o/ (£7,8))

Infine,.&a C4 ma ﬂw; ¢¢&; (1 < p < =) poiché -4?(Em,2

(1 < p <«): basta considerare, come nell'Osservazione 5 piu in basso, un

operatore diagonale Dg S A £1 tale che (iﬁ)e=£1 ma la successione

(an(DE)) nella (14) non appartenga a nessun " con p < w

Ossenvazione 4 - Non & strano che 2 ¢rﬁg dato che 7 contiene opera-

tori non compatti.Quelloche pud forse sorprendere & che pure tﬁE ¢ ﬁz, dal mo-

mento che Jﬁé contiene solo operatori compatti in un senso molto "forte".

Un esempio di operatore in % ma non in 2 2 fornito dall'operatore dia-

Z
gonale D, :ﬁf(ﬂz,ﬂ1) definito da

2

ove £ = n Tog (n+1) 7 . Infatti abbiamo
[
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© .k
an(Dg) < sup (L& Ink\ < (kgn ck)
(n )eB .
n £
e quindi
?oa0)2< 5 .F e2= % foe2- 5 ket
n=1 n & —n=1k=n 7k k=1 n=1 "k k=1 k

D'altra parte, se fosse anche Dgeﬁz allora, dal momento che 1'iniezione canoni-

ca J YA appartiene a fz, si avrebbe Dgﬁl & ﬁ; o-ﬁ; CJ*? (per i1
Teorema 18(1) del prossimo paragrafo), cioé DE ehAH come operatore £1 > ﬂ].
Ma non @ difficile vedere che un operatore diagonale Dg e£?(£1,£1) e nuclea-

re se e solo se (En) & 31, il che non 2 vero per la successione (an) conside-

rata.

Osservazione 5 - Quest'ultima osservazione & forse la pil importante. Il
Teorema 13{(b) del §II1.7 e i1 Teorema 2.relativi alla traccia. ijnvitano a con-

frontare gli ideal] —Aé/3 e tﬁq per vedere se l'un  teorema non possa

dedursi dall'altro. Cid non & i1 caso perché gli ideali r*;/3 e *ﬁﬂ non so-
no comparabili, come procediamo a mostrare. Intanto non & difficile far vedere
che un operatore diagonale DE eéf(ﬁ1,£1) appartiene a Lﬂq se e solo se

appartiene a .ﬁq e quindi se e solo se (En) e £1. Basta pertanto prendere

(gn) in £1 ma non 1n 22/3 per ottenere un operatore in ﬁﬁ e non 1in JVé/3.
Inversamente, sia Dg WA 21 1'operatore diagonale associato alla successio-

ne E = [n% 10g(n+1)]"3 . Poiché (£ ) e EZ/B, abbiamo D_. e N . D'altra
n n £ 2/3

parte (ma cid & tutt’ altro che immediato), si ha

Vo S :
(14) an(Dg; «En gk per ogni n e N ,
quindi
%, a(D)= %, 1& = 3, ki = % [k% 1093(k+1)1h1 = + ca
n=1 n £ n=1 k=n7k k=1 k k=1 -
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e pertanto DE ﬁtﬁﬂ

Resta cosi stabilita 1'incomparabilitd degli ideali ,mq 2 U¢2/3, Pos-

siamo solo dire che entrambi sono propriamente contenuti in ﬁyé, per le 0Os-
servazioni 2 e 3.

8 - Teoremi di moltiplicazicne

Per finire, consideriamo brevemente alcuni esempi tra i pit significativi
dei cosiddetti "Teoremi di moltiplicazione"”, cioé delle relazioni che si ot
tengono guando si compongono due operatori appartenenti allo stesso ideale o

a ideali diversi.

Cominciamo col definire {dempotente ogni ideale # per il quale si abbia
{ﬁz = ¢ . Ovviamente risulta sempre 94 c.# e quindi per dimostrare

1'idempotenza di un ideale .¢ basta far vedere che F C nfz.

Sussiste il seguente

TEOREMA 16 - GOL Ldealdl F,¢, 3,4 £ ,db,ii sone Ldempotentd, mentre gli

P
ahtrni non Lo sono (ma F(X) Lo & pern cerntdl spazi A,

Infatti, supponiamo per cominciare che T e SF(E,F). Allora dimT(E) < = e
quindi 1'iniezione canonica I : T(E) - F appartiene a .%#(T(E),F). Denotando
con T0 1'operatore T pensato come operatore da E a T(E), risulta allora
T eF(E,T(E)) e T=IT. Dunque FcF° .

L'idempotenza di 145 seque dal Teorema 14(d) del §I1.7 e dal fatto che ogni
successione in s puo scriversi come il prodotto di due successioni in s men-
tre o e idempotente perché entrambi gli operatori che intervengono nella fat-

torizzazione del Teorema 8(d) appartengono a #

Per ¥ osserviamo che T e w (E.F) s¢ e sclamente s¢ T = RS, con S e¥(E,G)

e R e (G,F), G essende uno spazio di Banach niflessive 56].
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Ma allora S e W (E,G) , R e w(G,F) e quindi W CHW 2.

L'idempotenza di * seque dal ben noto fatto che per ogni sottoinsieme
compatto A di uno spazio di Banach F pu¢ trovarsi un insieme compatto e as-
solutamente convesso B ¢ F  tale che A sia sottoinsieme compatto dello

spazio di Banach FB generato da B,

Passiamo adesso ad \EE. Usando la definizione, dato T eJ¥L(E,F) per la
(13) abbiamo jFT = RS, con S eiF(E,Lp), R eJZTLp,F“) e jF 1'isometria cano-

nica di F in F". Sia In 1'identita di Lp. Siccome, ovviamente Ip £ J%Eﬁ

r.

abbjamo S = IpS e:%;. Sia poi Ro la restrizione di R alla chiusura S(E)

N ——

in LP. Evidentemente Ro e L(S(E),F) e esiste R eiF(Lp,F”) tale che

jFRo = R, Denotando con IO 1'iniezione canonica di S(E) in Lp, ne segue
2

allora che jFR = REO e quindi che Ro e;ZL. Dunque T = RS = ROS aifp .

.
Infine, per % procediamo come seque. Dato T e%(E,F) e ¢ > 0, sia

{Tn) c #(E,F) una successione di operatori tali da avers]

T =
i

1 Tn - n

nMME
R

: ] - A .
1 1!Tn!;_§ (1+e) 1| T ||

Si.scelgano allora operatori Sn eéﬁ(E,Gn) e Rn S EF(GP,F) tali che

%

= o= | = | < ' S 1 1 -
T =RS e 11Rn|, ||Sn[’ EITni‘ , ove 1 G sono spazi di Banach opportu
ni. Sia
6= 2%6) = T(x) s x e6 e )= T 1ix 1122 ¢ w)
N N n n n“ " " on=1""n"G

e siano Jn e Qn rispettivamente 1'iniezione canonica Gn -~ G e la proiezio-

ne canonica G - Gn. Penendo

o o
S = % J¢S e R= 3. R Q ,
n=1 nn n=
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risulta

RI= sl = (E T 102 < (ee)? it

i~ R

n=1

Inoltre S e¥4(E,G), R e 4(G,F) e finalmente, T = RS eﬁfz(E,F).

E' bene notare che gli ideali hilbertiani.#()X) sono idempotenti solo per
certi spazi A di successioni (cioé per spazi A tali che ) = AZ), mentre
il fatto che i rimanenti ideali non siano idempotenti sarad conseguenza pil

0 meno ovvia deil teoremi che daremo in seguito.

Veniamo adesso ad alcuni teoremi notevoli di moltiplicazione per 1 quali

rinviamo il letteore a [50, {(sebbene qui i risultati siano sparsi un po' ovun-

que ).

TEOREMA 17 - (a) &/ o = oF , — +

1 1 1
d) A cC AN — 4+ — = — < 1, 1 <p,g <=
(d) 50 A ’ S . p,q <
(e) 2 o 2 C-f‘,i+-1-=*—1—<1$ 1 <p,g <
p " " r’p g r = ==
1 1 1
(f) 2 0 2 €2 , —+—=— <1, 1<p,q<«
p g r = = P2
(g) F 0 '{/ — ':f/, ._,1_ + ..!.. - .1_ . 0 4 p}q {
P g r P q r
TEOREMA® 18 - (a) o.f:f’1 C f; .
, . . ) 1 1 1
b 5{ O 1 = 1 . :; % = ;f s —_— i - 1 . e
(b) ) 0 roe 0 0 r o h + q < 1<p, aXf
(c) #o J =4 ¢ o ox =2, 1<p <=,
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d
(d) % o»p ¢ £, 1 < p < =,
) b 07y ¢ <p
(E} } Oﬂﬁ:,*’r oA, A O ﬂac“ 3 l'*"l:'l < 13 1<p1 Q<m
& q P q p 4 r-p q r - - —
(f) 2 o Fc 4y, Po A c ¥V o 2o ﬁc:ﬁ),l+l=—1-<1,
p Q r Q r D q r-p qgq r -

) -
(1) y’zc,t m-ﬁffz, ma fpgﬁ @ (0 < p < 2).

(m) # o ¢1 = 'b1, ma W o # ¢ 1,F‘) (1 < p < =)
n) o 2 = P , 1<pKw
( p T p P

Le dimostrazioni di quasi tutti i risultati enunciati nei due teoremi pre-
cendenti sono estremamente tecniche e pertanto qui ci limiteremo a fare solo
alcuni commenti e a dare qualcuna delle dimostrazioni meno tecniche. Riguardo

al Teorema 18, la (a), la (i) (nella forma EW? cn4g) e la uguaglianza nella

(m) sono tre famosi risultati di Grothendieck, ciascuno dei quali & conosciu-

to con il nome di "Teorema Fondamentale di Grothendieck" (la situazione fa un

po' pensare a Weierstrass!). La prima parte della (m) era gia stata menziona-

2

ta (Teorema 7(d) del §I1.3), mentre 1'inclusione 532 c.Ji era stata essen-
2

zialmente dimostrata, seppur nella forma 3ﬂ1 c;iﬁ, nel Teorema 11(c) del §11,6,

. 2 . ;
Per vedere che si ha anche ﬁﬁz ¢, ricordando 1'Osservazione 1 del § 2 ba
. & -
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sta considerare il sequente diagramma

3 C— F L — G
S
2| AN !
e \ l 1
/ “H
C(K,) —— 2 C(K.) - [
2 | Jg

Dato che J2 “ 2(C(K),L ', abbiamo J251R2 e 2(L L) 2(L L)

=;_C§! 2 2 . . . .T _ tﬁj )
2(L L") per i Teoremi 1(e) e 4(d) e quindi 1T2 R1(J281R2)J252 € . 2(E,(‘).

Naturalmente questo tipo di dimostrazione implica pure la (h), mentre 1la

(g) pud essere ottenuta nel modo seguente. In primo luogo osserviame che i

. . . , Coe 0 . * .
primi tre ideali nella (g) sono contenuti in dﬁz . Supponiamo pol che sia-

. _j:;) J,|rE-
no datj T2 z 2k._,F) e T1

fattorizzazione di cui sopra. Dato che le iniezioni canoniche JZ apparten-

P ' ‘ - A 2 - AN ? :
gono a abbiamo per la (1) J281T2 J251R2J2326 .1(E,L ) 11(E,£ ).1Pog1amo )
J,5,T,=T. Allora, per i1 Teorema 3(e) del §II.2 esisteranno R e¥ (2 ,27),Se ¥ (E,2 )

efﬂ;(F,G) e consideriamo di nuovo i1 diagramma di

e un operatore diagonale DF A 31, con (gn} € 515 tali da aversi T:RDES e quindi

T,T, = RT=RRDS.M D e.ﬂ(fm,ﬂ) e Re *‘-‘ﬁ(ﬂ %) =2(e',2%) (uguaglian-
. - >

za profonda per la cui dimostrazione, di natura tecnica rimandiamo a [38}

(vol. I, pp. 69-70)): pertanto T1T2 & ?ﬁ 0 “H'. Cido implica immediatamente
2

;%; 0 .11 = a; 0 ﬁz =;¥2 , per quanto detto sopra. A questo punto resta da

72 27 C : . : .
far vedere che # c;tz e guindi, continuando nella dimostrazione, ripren-

Z
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La (d) 2 pil o meno da aspettarsi e non @ troppo difficile da dimo-
strare, mentre la dimostrazione delle (b)), (¢c) e (e) & abbastanza tecn

ca e di vasta portata. Per concludere, dimostriamo la (f). Per la (c)

del Teorema 18 abbiamo

2 o0 =X 0 P OoOKOK O PoKN=Ho Po: P /
p ° 24 D q p O 0 F oA

cHo P oWo P oXNcHo Po Po
P q p q W
CHWo P oA 2
# 0 " 0 . 0 ﬂ#

ove abbiamo usato i Teoremi 16, 18(n) e 17(e).

9 - Problemi apert]

Terminiamo questa schematica della teoria degli operatori enumerando
alcuni problami aperti, che possono servire da incentivo per lo studen-

te, per lo studioso e pure per il cultore della materia.

1) I1 problema di restrizione

Dato un ideale .#, determinare la sua componente £(H,H), H essendo

uno spazio di Hilbert.

I teoremi enunciati nel testo forniscono la soluzione per tutti gli idea

.

11 ivi considerati.

2) 11 problema di estensione

Dato un ideale hilbertiano *ﬂ;, un ideale / tra spazi di Banach si chia

ma esiensione di J% se #(H,H) = J%(H,H) per ogni spazio di Hilbert H. Per
esempio, 1'ideale F(H,H) ammette una unica estensione, cioé #. Lo stes-
SO € Vero per 5§ (=4(2°)), la cui unica estensione & 645* Si noti a que-
sto proposito che i1 problema della determinazione degli ideali hilbertiani

F()) aventi una unica estensione & stato completamente risolto di recente
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dagli autori in [42]. Ne segue che, al dj

ideale hilbertiano J;(H,H) possiede

fuori di tali casi, un

un'infinita (in generale)

di estensioni diverse e si tratta di determinarne almeno alcune. Per esempio,

57(H,H) ha come estensioni tﬁﬂ,sﬁ e »ﬁ?, mentre 5§(H,H) ha, tra le

altre, le estensioni &, J; (1< p_g_m),bw; (1 <p<w), 2 (1<pK)
e .Qp(1 < p < =), Sarebbe interessante, a questo proposito, determinare la

"migliore" estensione di ﬁ; (ma & chiaro che la interpretazione del termi-

ne "migliore" & una profonda questione filosofica!).

3) I1 problema delle estensioni particolari

Tale problema & intimamente connesso con il problema precedente. Dato un
jdeale hilbertiano

di U% a ideali tra spazi di Banach. Qui ci limiteremo ad accennare alle due

piu importanti.

Jg, si possono automaticamente formare varie estensioni

Un operatore Te¥ (E,F) appartiene alla estensione superione 24P 4 Lﬁg

se RTSeué(H,H) per tutti gli SeZ(H,E) e ReZ(F,H) (come al solito,qui prendia

mo 1o stesso spazio di Hilbert H, di accordo con 1'Osservazione del §1.3).

Un operatore T e (E,F) appartiene alla estensdione infericre -ﬂﬂnf di

0
4, se esistono uno spazio di Hilbert H e operatori S e%(E,H), TO € J;(H,H}
e Re X(H,F) taliche T = RTDS.
Abbiamo allora i1 sequente semplicissimo.
, Sup inf , . o |
TEOREMA 19 - jo e 'ﬁo sono speltltivamente La pil ghande e La

Pl piccola estensione do J; ,
Cido significa che se 4

2 una qualunque estensione di Eﬂa, allora risulta

: inf Su . o
necessariamente n¢0 ¢ .f ¢ Lﬂo P , come i1 lettore non avra alcuna diffiq-



colta a provare.

Dato allora un ideale hilbertiano Jg, sorge il problema di
determinare le sue estensioni "privilegiate” U¢2UD e ,ﬁgnf . £E' bene ri

cordare cﬂue.bg ammette un'unica estensione, cioé -ﬁ;, e che le esten-

sioni superiore e inferiore degli ideali di von Neumann 3; (1 < p < @)

sono tutte determinate, benché non rientrino tra gli ideali considerati

: : . pInf sup p
n questo infatti, % = N - e & - P . Per dar
A testol p (p,2,2) P (p,2,2) ©

- e

un'idea della difficolta del problema c¢i limitiamo a osservare che

M;”f G G GH GV yi”p .

inf

Infatti, e chiaro che v c«g. Ma 1'estensione inferiore & inietti-

va e surgettiva ([50], p.219), mentre & non lo & (Teoremi 13 e 14) e cid
prova la prima inclusione propria. Le altre sono gia state dimostrate eccet-
to 1'ultima. Ora, se Te ¥y (E,F) e S e £ (HE), ReZ(F,H), allora, essen
do S & #(H,E), risulta TS e A (H,F) per i1 Teorema 18(1) e quindi

RTS e A (H,H) = Q;(H,H}, cioé T e éfiuD. Dunque v ¢ ﬂ”iuD . D'altra

parte, sia I 1'identita di ¢ per 1< p <2 (risp. 2<p < =) e siano

S eﬁf(ﬂz,ﬂp), R eay?(ﬂp,iz}. Per un risultato di H.R. Pitt, S e;W{EZ,Ep)
(risp. R eﬂf(ﬂp,ﬁf) e quinds HIPS euﬁ’(ﬁz,ﬁz) = S (Ez,ﬂz), cioé
SUp . . sup
I e . Ma 1 e indi ¥ S :
p co p é q . ! f g )

4) 11 problema delle procedure

Considerata una qualisiasi delle procedure delineate al §6 si pone il

problema di determinare (se possibile pil o meno "“intrinsecamente") il nuo-
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vo ideale da essa generato. Con questo intendiamo porre il problema dji
determinare, a partire da un dato ideale # , gli ideali ._53,}(1, 7 e
7> Naturalmente, dato che le varie procedure non sono commutative in

generale, tale probiema pud essere allargato a quello di determinare, per

un dato ideale ¢ , ideali della forma (((.# )d)i)s ecc., e da qui la
possibilita di infinite tesi tendenti ad accertare fantasmagoriche relazioni
di appartenenza ©0 fattorizzazione. Rincarando la dose, notiamo che le quat-
tro procedure a cui abbiamo accennato nel §6 non esauriscono le procedure

conosciute, né tanto meno quelle che possono essere inventate. Dunque, ci so-
no dei problemi reali, mentre si possono inventare molti di pil problemi fittizi.

5) 11 problema delle scale

I Teoremi 17 e 18 suggeriscono il cosiddetto "problema delle scale", cioé
il problema di investigare le relazioni di composizione e inclusione tra idea
11 di operatori appartenenti alla stessa scala (p.e. ~E,JVb, ﬂg ecc.) o a
scale differenti, e di stabilire se le eventuali inclusioni siano proprie o
meno. Tale problema comprende, in particolare, il "problema del prodotto",
cicé il problema di determinare (pili 0 meno esattamente) 1'ideale .#o%¥

a partire da due ideali dati 4 e %

Ossenvazione - Per i problemi 1),2)e 5) si hanno gia moltissimi risultati
che danno risposte per la maggior parte degli ideali di interesse ( non <olo

per quelli qui considerati).

A nostro parere, 1 problemi 1) e 2) sono fondamentali. I1 3) & importante
(perché permette di controllare i1 2) in qualche modo), ma piuttosto "sfug-
gente” e forse addirittura intrattabile in alcuni casi e ¢cid vale pure per

i problemi 4) e 5).
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TABELLA DEGLI IDEALI

Simbolo - Definizione Fattorizzazione Componente su H
. . ... (O<p<t T S
-ﬁg operatori p—approssimabili ;==§— ) E ——®F P
S i IR |
. . - (0<pK>)
£ =t
D
£
F operatori di rango finito F
& operatori approssimabili H
C oy ges T £
operatoril di Hilbert ====c > g == F
AP
H
, , : T JF #
g operatori p—integrali = E — F — F" 2
v S\\ | R (1<p<)
> P
C(K),L (K,u)—L" (X,u) 51”
J
©,p (p = 1J
y 4 operatori compatti | H
. . - T It ¥
‘cg; operatori p-fattorizzabili (=e=> E —= p ZE. p*
S \\ /R (1<p<)
L7 (X, 1)
: : | T
v, operatori p-nucleari > E e T 5;
s | | R
%0 P
£ T £ (1<p<=)
S (¢  se p=w) S
O p
(0<p<1)
I!]_'l
A operatori fortemente nucleari <s==> f et T »
“To
: 1 o
S IR
L g [°
D
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J
) o0
operatori assolutamente p-sommantl <==> E — F —P-- L —‘f;
S l / R (1<p<=)
C(K) 7= L (kW)
p
_ , _ T J . o
operatoril quasli nucleari <==> E —= F —e 2
S l R (1<p<)
ﬂm — Ep
D
£ (¢ se p=w)
O
operatori completamente continuil W
: . , T
operatorl debolmente compattl <) E —= F L



TABELLA DELLE INCLUSIONI

F
1
N

O
l
of
r
l
o




