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PREFAZIONE

Questo quaderno € basato sulle lezioni tenute da G. Metafune nel corso di
Equazioni Ellittiche per gli studenti di dottorato in Matematica dell’'univer-
sita di Lecce, nell’anno accademico 2001-2002. Lidea guida del corso é stata
quella di introdurre ad alcuni metodi classici della teoria delle equazioni el-
littiche, senza alcuna pretesa di completezza dei risultati esposti. Per questa
ragione si & scelto di trattare solo il caso delle equazioni (lineari) del secon-
do ordine, evitando dunque di considerare equazioni d’ordine superiore o
sistemi. Tuttavia, anche con queste riduzioni, il materiale sarebbe risulta-
to troppo ampio per essere trattato in un solo corso ed € stato necessario
selezionare alcuni metodi tra i tanti oggi disponibili. La scelta & caduta sui
metodi variazionali e sulle stime di Schauder mentre si & deciso di evitare
del tutto la teoria L” che richiede una preparazione di base in analisi ar-
monica. Naturalmente non vi sono risultati nuovi nel presente quaderno
e anche la trattazione del materiale, ormai classico, & largamente ispirata
ad altri trattati quali i libri di E. Giusti [2] e di N.V. Krylov [3], con alcune
differenze che, ci sembra, motivano la presente pubblicazione.

Vediamo brevemente il contenuto dei diversi capitoli che rispecchiano,
nell’ordine di esposizione, I'effettivo svolgimento delle lezioni. Il primo ca-
pitolo, di carattere introduttivo, mira a chiarire attraverso vari esempi e
controesempi, I'inadeguatezza della norma uniforme nei problemi di rego-
larita ellittica e introduce ai metodi variazionali del capitolo successivo. In
quest’ultimo, dopo aver provato 'esistenza e unicita della soluzione debo-
le del problema di Dirichlet mediante il lemma di Lax-Milgram, si affronta
il problema della regolarita con il metodo dei quozienti differenziali di L.
Nirenberg prima nell’'intero spazio, poi nel semispazio e infine in un aperto
regolare, mediante carte locali. Nel terzo capitolo, seguendo I'impostazione
del testo di D. Gilbarg e N.S. Trudinger {1], si dimostrano alcuni principi
del massimo che forniscono delle stime a priori utili per provare l'unicita
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della soluzione classica del problema di Dirichlet. Nel capitolo successivo
si introducono gli spazi di funzioni holderiane e si prova una caratteriz-
zazione integrale delle funzioni holderiane, dovuta a S. Campanato, che
risulterd fondamentale nel seguito per provare le stime di Schauder. Nel
Capitolo 5 & provata l'esistenza (e unicita) della soluzione del problema di
Dirichlet in spazi di funzioni hélderiane. Lo schema dimostrativo poggia sul
metodo di continuita, per cui si mira ad ottenere 'esistenza della soluzione
per un problema modello, quello relativo al Laplaciano, e opportune stime
a priori per un operatore generale. Il problema modello nell'intero spazio
e nel semispazio & trattato seguendo il metodo di Campanato ed evitando
dunque la stima diretta del potenziale newtoniano come nell’approccio clas-
sico. Il caso dei coefficienti variabili € poi affrontato con gli usuali metodi di
localizzazione e perturbazione e quello dell’aperto regolare con il metodo
delle carte locali. Il problema con derivata obliqua é trattato nel Capitolo 6,
esplorando le idee esposte nel libro di Krylov [3] (sezione 5.5) e riducendo
le stime a priori per un problema modello alle stime a priori per un oppor-
tuno problema di Dirichlet. Ancora una volta, tecniche di localizzazione,
perturbazione e carte locali permettono di risolvere il caso generale. Infine,
alcune applicazioni ad equazioni non lineari sono raccolte nell’ultimo capi-
tolo.

S. Fornaro
S. Maniglia
G. Metafune

Lecce, 8 ottobre 2004
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CAPITOLO 1

INTRODUZIONE

Oggetto del nostro studio sono operatori differenziali lineari ellittici del
secondo ordine
N

N
Au(z) = Z aij(x)Diju(z) + > bi(x) Diu(x) + c(z)u(=). (1.1)

=1

Assumiamo che i coefficienti a;;,b; e ¢ siano funzioni reali limitate e uni-
formemente continue in  aperto di R" e, senza restrizione, che la matri-
ce (a;;) dei coefficienti del secondo ordine sia simmetrica (cio¢ a;; = aj;
per ogni 7, j). Richiediamo inoltre che I'operatore soddisfi la condizione di
ellitticita
N
3 >0 te > ay(@)€ > vl Ve e RN vz e Q. (1.2)
i,j=1
Osserviamo che la (1.2) da una stima dal basso sulla forma quadratica
associata alla matrice (a;;), mentre la limitatezza dei coefficienti implica
facilmente una stima dall’alto

N N
Z ai;&&| < M Z |€:&51 < MN?[E)?.
ig=1 ig=1

Un operatore che soddisfa le condizioni di sopra si dice uniformemente
ellittico.
E’ utile per il seguito richiamare la seguente definizione.

Definizione 1.0.1 Diciamo che un aperto Q di RY ¢ di classe C*, con k €

N, se per ogni x € 0f) esistono U intorno di x in RV e H : Bg — U
diffeomorfismo di classe C*, tali che

UNQ=H(B}) e UNQ=HByN{zy =0}).
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La coppia (U, H) é detta carta locale su (2.

Osservazione 1.0.2 Componendo eventualmente con un’omotetia, si puo
sempre prendere R = 1 nella definizione precedente.

1.1 ALCUNI CONTROESEMPI ALLESISTENZA E
ALLA REGOLARITA RISPETTO ALLA NORMA
UNIFORME DI SOLUZIONI DI EQUAZIONI
ELLITTICHE

Linteresse verso operatori come quello appena introdotto e legato soprat-
tutto alla risoluzione di problemi al contorno del tipo

Au=f inQ
{ u=~0 su 0N (1.3)

La scelta dello spazio funzionale al quale deve appartenere il dato f ed
entro il quale cercare la soluzione & fondamentale per la risolubilita del
problema. Per esempio, esso & mal posto in spazi di funzioni continue, nel
senso che se f € C(Q) allora non ¢& assicurata l'esistenza di una soluzione
u € C?(Q2), neanche quando come A si considera il Laplaciano A. Fesempio
che segue mira a chiarire questo punto, mostrando peraltro che il problema
e di regolarita interna.

Esempio 1.1.1 Poniamoci in R? e costruiamo intanto una funzione u €
C>(R?\ {(0,0)}) N C'(R?) tale che u,, e u,, sono continue nell’origine,
mentre u,, non lo ¢. Definiamo

u(z,y) = E(nP)(2F,25y) (1.4)
k=0

S

o0

dove P(x,y) = zy, n € C§°(R?) & tale che n = 1 in B1(0), n = 0in By(0) e
o0

0 <7 <1, e la successione (cy) € infinitesima con 0 < ¢, < 1le Z Cj, = 00.
k=0

Per come sono stati scelti P ed #, il prodotto nP & una funzione limitata
con tutte le derivate limitate, percio la serie (1.4) converge totalmente in-
sieme alla serie delle derivate prime; cid prova che v € C'(R?). Lo stesso
argomento non si estende alla serie delle derivate seconde, percio occorre
fare un discorso locale: sia (xq,yo) # (0, 0). Posto 7o = |(z0, yo)|, denotiamo
con U la sfera di raggio % centrata in (zo, yo), (o0sserviamo che (0,0) ¢ U).
In U la serie che definisce u risulta essere una somma finita (perche da un
certo k in poi vale 2¥ry > 2), pertanto v & C™ al di fuori dell’origine.
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A questo punto per studiare il comportamento delle derivate seconde di
u vicino allo zero, dividiamo B, (0) in corone circolari aperte C, = {(z,y) €
R?: 15 <|(z,y)| < 5} (non disgiunte). Per (z,y) in C, risulta

r+2
Ck

u(r,y) = ZE(UP)(2k$72ky)

k=0

- C

= Yttt T P)@ e 2 y)
k=0
Cr42 r r
+ s (MP)(27 P, 27y

e quindi
UJLJ,(J:’ Z/) = C7'+1(77P)ww(2r+1x7 QTH?J) + CT'+2(77P)J:;U(2T+2:L" 2r+2y) -0

se (z,y) — 0. Ne segue che esiste u,.(0,0) ed € pari a 0.
Con le stesse argomentazioni si ottiene che u,, (0,0) = 0. Invece

uacy(ffy y) = Z ck + Cr+1(77p)xy(2r+1wu 2T+1y) + cr+2(nP)Iy(2r+2xv 2T+2y)
k=0

esplode per (z,y) — (0,0) (r — o0), perche per ipotesi il primo termine
tende a +oo e gli altri due sono limitati.

A questo punto poniamo {2 := B,.(0), f = Au € C(Q). Allora non esiste
alcuna funzione v in C?(B,.(0)) tale che Av = f.

Se per assurdo esistesse una tale v, si avrebbe A(u — v) = 0 in B,.(0) \
{(0,0)} .Quindi v — v sarebbe armonica in B,.(0) \ {(0,0)} e limitata, come
tale prolungabile ad una funzione armonica in tutto B, (0). Tale estensione
sarebbe pertanto di classe C*°(B,(0)) e cid implicherebbe che la stessa u &
C?(B,(0)), contro quanto provato in precedenza.

Fesempio appena illustrato mostra anche che la possibilita di tenere sotto
controllo le singole derivate pure non permette di controllare la limitatezza
della derivata mista e anticipa in parte il prossimo risultato generale.

Teorema 1.1.2 (Ornstein) Siano B, Ai,---, A,, operatori differenziali a
coefficienti costanti, omogenei di grado m e linearmente indipendenti. Allora
non esiste alcuna costante C' tale che per ogni u in C§°(RY) risulti:

[Bullso < C( sup [ Aiuloo + [lulloo)-
1<i<r

DiM. Definiamo per ogni intero positivo n la funzione

wn(2) = Y o (1P)(2"2),

k=0

n
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dove P & un polinomio omogeneo di grado m tale che B(P) = 1e A;(P) =
0 per ogni i (per la sua esistenza si veda 'Esercizio 1.1.4), mentre i coeffi-
cienti (c) e la funzione 7 sono presi come nell’esempio precedente. Poiche
sono definite come somme finite di funzioni di classe C§°(R”), le u,, sono
in C5°(RY). Dalla definizione di u,, si vede immediatamente che

—+oo

un(@)] < (X g ) 19Pl = K

k=0

ossia la successione (u,,) € limitata uniformemente in n. Inoltre, se |z| > 1
allora u,(z) = 0. Se |z| < 1, esiste r € N tale che 7z < |z| < 7. Ne
segue che (convenendo di porre ¢, =0sen <r <r+2)

r+2

Ck )
un(z) = Z W(WP)(Q%)
k=0
_ - Ck omk Cr41 r+1
- kz_o 2mk2 P(z) + S+ Dm (nP)(2"'x)

Cr42 r+2
b P,

Quindi, tenendo conto della scelta di P e del fatto che ogni A; € un opera-
tore differenziale omogeneo di grado m, otteniamo che

(Aiun)(x) = cri1 Ai(nP) (21 x) + 2 As (nP) (27 22)

e analogamente

(Bun)(z) = Z ek + cr1 B(P)(27 1 x) 4 ¢ 0 B(nP)(2722).
k=0

Siccome 7P € una funzione limitata con tutte le derivate limitate e i coeffi-
cienti di A; sono costanti, per ogni n, i, si ha

lunlloo + |Aitnlloe < K +2C

dove C' = max {Il4:(nP) |0, |B(nP)|l }» mentre per n = r risulta

| Bty || oo > (ch> - 2C.
k=0

Mandando » — +o00, deduciamo l'asserto. O

Esercizio 1.1.3 Provare che la funzione f(z,y) = rylg(z? + y?) in B;1(0)
ha le derivate seconde f,, e f,, limitate, mentre f,, ¢ illimitata.
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Esercizio 1.1.4 Provare che dato X spazio vettoriale sul campo scalare K,
se f1,..., fn, f sono funzionali lineari su X tali che (,_, ker f; C ker f,

n
allora esistono costanti ¢y, ...,c, € K per cui f = Z ¢; f;. Dedurre da qui

=1
l'esistenza del polinomio usato nella dimostrazione del teorema di Ornstein.

1.2 ALCUNE STIME A PRIORI PER IL LAPLACIANO

2
IN L
Il teorema di Ornstein € un risultato negativo di regolarita interna. Osser-
viamo pero che la norma considerata nelle stime & la norma | - ||-. La
situazione migliora considerando la norma || - || 2.

Proposizione 1.2.1 Per ogni ¢ in C5°(RY) risulta

(@ Vo2 <19l f=l1Ad £2,

N
® > 1Dyol7e = 1A 7.

i,j=1
In particolare ||¢||g> < C([|¢llL2 + [|A¢]|L2)-

Dim. Sia ¢ € C° (RN). Per dimostrare (a) & sufficiente usare l'identita

| ono=—[ 1vo

e la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz.
Integrando per parti risulta

/]RN Dii¢Djj¢ = /RN(DiW)Q,

da cui sommando su ¢, j si ha subito (b).
Infine tenendo conto della disuguaglianza ab < 2~ !(a? + b?) da (a) e (b)
si deduce l'ultima stima. O

La proposizione che segue rappresenta un primo risultato di regolarita
ellittica in norma L2 per il A.

Proposizione 1.2.2 Sia u € L?(R") a supporto compatto; supponiamo Au
= f € L?>(R") nel senso delle distribugioni. Allora v € H*(RY).

DiM. Sia o € C°(RY) tale che 0 < o < 1, Ja~x 0 =1, ¢ pari (quest'ultima
ipotesi serve per non avere problemi di segno nelle convoluzioni). Se ¢ > 0,



6 Introduzione

consideriamo le funzioni approssimanti o. = ¢ "V o(%). E noto che u. :=

0. * u appartiene a C§°(R”) e che converge a u in norma L2, per ¢ — 0.
Siccome Au. = o, * f (vedi Esercizio 1.2.3), si ha anche che Au, con-
verge a f in L2, quando € — 0.
Ponendo ¢ = % e indicando con (u,,) la successione cosi ottenuta, si ha
per la Proposizione 1.2.1

lun — umllz < C ([[un — umllLz + |Aun — A, 2).

Quindi (u,,) & una successione di Cauchy in H?(R"), come tale convergente
ad un elemento di H2(RY) che & necessariamente u, perché u, — wu in
L?(RY). Cio conclude la dimostrazione. O

Esercizio 1.2.3 Provare che A(p. *xu) = o. * f nel senso delle distribuzioni,
se Au = f nel senso delle distribuzioni, u € L}, ,(RY) .

loc

1.3 ALCUNE STIME INTERPOLATIVE IN L2

In questa sezione proviamo alcune disuguaglianze interpolative che per-
mettono di stimare la norma L? delle derivate prime di una funzione con le
norme della funzione stessa e delle sue derivate seconde. Per dare un’idea,
prima di procedere, consideriamo il caso semplice, unidimensionale con la
norma uniforme.

Esempio 1.3.1 Per ogni u € C#(R) risulta
1 1
[ulloo < 2 (IfullSflu”l15)- (1.5)

Sia u € CZ(R); se h > 0, applicando la formula di Taylor si ha

w(z +h) = u(z) + ha'(z) + %hQu”(g),

da cui ) )
o) = "N ZUD Ly,
e quindi
/ 2 h‘ 1
[W'(@)] < S llullo + S 1wl ¥ h>0. (1.6)

Prendendo il valore di h che minimizza il secondo membro della (1.6) e
sostituendolo nella stessa, si ha

1 1L
' ()] < 2||ull % ]Ju”]|%.

Dall’arbitrarieta di = segue la tesi.
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Esercizio 1.3.2 Migliorare la costante con v/2 nella stima (1.5) prendendo
u(z + h) — u(x — h).

Esercizio 1.3.3 Supponiamo che per ogni v € C}(R) valga la stima
1 lloe < ellollgollo™ 15 (1.7)
con ¢ > 0 costante. Determinare « e (.

Osservazione 1.3.4 La stima (1.6) con h = ¢ oppure h = £~ ! fornisce

1
vl < = lllloo + & lu”lloo
9

1
l'lloe < € flulloo + = f1u" oo
Lemma 1.3.5 Per ogni u in H2(RY) e per ogni ¢ > 0 risulta

1
|Vu|> < e |Aul* + — |ul|?. (1.8)
RN RN 4e RN

DiM. Per densitd, basta provare I'enunciato per funzioni u in C§°(RY).
Sia allora u € C§°(RY). Tenendo conto della Proposizione 1.2.1 e della
disuguaglianza ab < 271 (a? + b?), se > 0 risulta

|, 1wt (/ u)</ |Au|2>é |
(L3 (o

1 n
< = 241 Aul?.
- 2n gy ful”+ 2 /]RN A

Prendendo € = g si ottiene la tesi. O

IN

Osservazione 1.3.6 Se al posto di R si considera un aperto qualunque
Q, allora la stessa tecnica dimostrativa consente di provare la (1.8) per
H?(Q) N HY(Q) (vedi Esercizio 1.3.15). Non & possibile, tuttavia, anda-
re oltre e guadagnare una disuguaglianza simile in tutto H?(Q)) (senza
cioe alcuna condizione al bordo) anche se ) e regolare. Per convincer-
sene, basta considerare 2 = B;(0) C RZ?; allora una stima del tipo del
tipo |lullg: < C(||u||L2 + ||Aul/r2) non puo valere perche la successione di
funzioni armoniche w, (z,y) = 2™ ne & un chiaro controesempio.
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Proposizione 1.3.7 Sia 2 aperto limitato con bordo C? o Q = RY. Allora
esiste una costante cq > 0 tale che per ogni u € H?(Q) e per ogni € > 0 risulta

co
IVullF2 <ellullfe + ?HUII%L (1.9

DiM. Data la regolarita di (2, esiste F, operatore di estensione, cioe F :
H?(Q) — H?(RY) lineare tale che

(Bu)jo =u e | Eull g @yy < cllullgry, k=0,1,2

dove ¢ = ¢(Q2). Applicando il Lemma 1.3.5 a v = Eu, risulta

IVolamry < <lAolEagm, + golofas)
< ellolByaqum + gl
Pertanto
sy < ol ey < & Pllulfgey + - llullfaoy,
da cui segue la tesi ponendo = £ c? e cq = c*/4. O

Corollario 1.3.8 Nelle stesse ipotesi della proposizione precedente, per ogni
u € H%() e per ognin < 1 si ha

/|Vu|2§77/ |D2u|2+c—9/ luf? (1.10)
Q Q n Ja

dove (D?u) denota la matrice hessiana di u.

DiMm. Tenendo conto della Proposizione 1.3.7 si ha

/\wz c /|u|2+/ \Vu\er/ |Du? +@/ u)?
Q Q Q Q € Ja
= 5/ |D2u|2+6/|Vu|2+ 94 /|u|2,
Q Q € Q

da cui, per ¢ < 1 segue

1
/|VU;‘2§ € /‘D2u|2+%/ |u|2
Q I—¢Jg e(l—¢) Jo

1 1 . .
Se ¢ < ; allora — <2e quindi

oz
/ IVl < 25/ D22+ 22 [ 2
Q Q € Ja

Ponendo 1 = 2¢ < 1 si ha quanto richiesto dall’enunciato. O

IN
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Il seguente lemma rappresenta un risultato di omogeneita: sottoponen-
do il dominio 2 ad un’omotetia, le costanti coinvolte rimangono sostanzial-
mente indipendenti dalla trasformazione. Consideriamo il caso della palla
per semplicita.

Lemma 1.3.9 Sia k > 0 costante tale che per ogni ¢ < 1 e per ogni u €
H?(By) valga la disuguaglianza

k
IVullr2(s,) < el D*ullr2(s,) + llullza .. (1.11)
Allora per ognin < R e u € H?(Bg) risulta
9 k
IVull 28Ry < nllD7ullL2(Br) + HHu”Lz(BR)‘ (1.12)

DIM. Presa u € H?(Bg), definiamo v(z) = u(Rx), per |z| < 1. Allora
v E Hz(Bl) e

Vu(z) = RVu(Rr) e D?*v(x) = R*D*u(Rz).
Scrivendo la (1.11) per v e cambiando variabile negli integrali otteniamo
RIVullzasay < < B D%l + = ol 2o,
da cui segue la tesi, dopo aver diviso per R e aver posto n = ¢ R. ]
Il seguente lemma sara utile nella dimostrazione del Teorema 1.3.12.

Lemma 1.3.10 Definiamo le seminorme

Op(u) = sup (1 —O‘)kRk||DkuHL2(B
%Sagl

kE=0,1,2. (1.13)

oR)

Allora esiste k1 = k1 (N) tale che per ogni ¢ < 1 e per ogni u € H*(Bg) si ha

k1

<I>1(u) < 6@2(u) + ?(I)o(’u,) 1.19

DiM. Fissato v > 0, sia o tale che
Py (u) < (1= 0)R|[VulL2(B,5) +7-

Allora dal Corollario 1.3.8 e dal Lemma 1.3.9 si ha

k
IVull 2B, n) < €llD*ull2(B, ) + glIUHLz(BaR) Ve <oR.
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Moltiplicando entrambi i membri della disuguaglianza precedente per (1 —
o)R e ponendo ¢ = (1 — o) Ry, conn < 1 (cosi e < o R siccome o > 1)

IN

k
(1= 0)R|[[Vulr2(8,r) 11 = 0)*R?||D%ul pas, p) + ez com

IN

n@2<u>+§<1>o<u>,

da cui L
<I>1(u)§n<1>2(u)+5¢>0(u)+7 VyeVnp<l.
Facendo tendere v — 0, si conclude. O

La proposizione che segue generalizza la Proposizione 1.2.1 ad un ope-
ratore puro del secondo ordine a coefficienti costanti.

N

Proposizione 1.3.11 Sia Au = Z ai; Diju, con a;; € R e vy > 0 costante
ij=1

di ellitticita. Allora per ogni u € H3(Q) risulta

1
llull > < m”AUHL? + [Jullg2- (1.15)

DiM. Per densita basta provare la stima per un’arbitraria funzione test. Sia
pertanto u € C5°(£2); allora u € C§°(RY) ed ¢ lecito usare la trasformata di
Fourier definita da

Fu(é) = / e 2Ty (1) de Ve e RV, (1.16)
RN
Tenendo conto delle proprieta di cui questa gode rispetto alla derivazione
F(DPu)(€) = (2mie) " Fu(§)  VBEN"

otteniamo

F(Au)(E)

N N
f( > aijDij“) (&) = > ai; F(Diju)(€)

5,j=1 4,j=1
N
= 47’(’2( Z a”@f])]:u(f)
ij=1
Di conseguenza

1 1
]—"(u - 47r2V()Au> (&) = Fu(§) <1 + 7 > aijfifj)

i,j=1
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Prendendo i moduli segue che

N
‘J—"(u - 4$VOAU> (©)| = 1Fu(©)| <1+12_ ai,jafj> > |Fu(®)l(1+ )

e quindi dal teorema di Plancherel otteniamo

1
2
fulle = 11+ [€) Fu@) < f<u 4WAu) |
1 1
= | (u— 42Au) <lullpe + ——Aulzz  (1.17)
/[ s 2 Y[ s
che & lasserto. O

Torniamo adesso a considerare un operatore generale come in (1.1).
I'Osservazione 1.3.6 mostra che una stima del tipo ||ul| g2(q) < ¢(||ul/L2() +
|Aul|2(0)) con u € H?((), fallisce anche quando 2 ¢ regolare e A ¢ il
Laplaciano. Si possono pero ottenere delle stime interne come quelle del
teorema che segue.

Teorema 1.3.12 Sia A l'operatore definito in (1.1) e sia M= max; ;{||ai;| o,
16i]lo0 ||¢ll oo }- Allora per ogni aperto 2y a chiusura compatta contenuta in 2
(brevemente 01 CC (), esiste una costante ¢ = ¢(2,Qq,v9, M) tale che per
ogni u € H?(Q) risulta
[ull r2(0,) < c([Jullz2) + [[Aullz2(0))- (1.18)
Dim. Fissiamo z € 2 e introduciamo 'operatore
N

(Aou)(x) = Y aij(xo)(Diju)(x),

i,j=1

Applicando la proposizione precedente ad Ay otteniamo
1

Sia Ry tale che se |z — y| < Ry

N 3 ’
(Z |aij () —aij(y)|2> < 50

(l’esistenza di RO ¢ garantita dall'uniforme continuita dei Coefﬁcienti); allo-
g
ra

N N
Z aij(z)(Diju)(w) — (Aou)(z)| < Z |aij(w) — aij(zo)| | Diju(z)|

IN

Z|(D*u)(@)]
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quando |z — x| < Ry. Se u € H?(Q) ha supporto contenuto in Bg(zo),
dove R < Ry, allora

N

14
Z aijDiju — Agu < EOHD2U||L2(Q). (1.20)
irj=1 L2(Q)
Pertanto
1
ullgz) < 70||Aou||L2(Q)+||U||L2(Q)
1 N N
= oo|[Aon— Z az;Diju + Z aijDiju + llullr2q)
1,7=1 1,j=1 L2(Q)
1 ol 17
011 H2
< VO( D aiDyull  + 5D u||L2<Q>) + Jlull 220y
irj=1 L2()
e quindi

N
E aijDiju

i,7=1

1
|1D?ul| 20y < llullpz@) < A

L2()

1
+§HD2UHL2(Q) +lJullz2 ()

Abbiamo cosi provato che per ogni u € H?(Q) con supporto contenuto in
BR(Z‘()), R < Ro vale

N
E aijDiju

1,j=1

| D?ul| 20 <

L2(Q)

2
Vo
A questo punto, poniamo, per semplicita di notazione, B(zo, p) = B,; fissa-
tooconi <o <l1,siane CSO(B(H—TU)R) taleche 0 <7 < 1,n=1suByp
e
L L
< D < —————

(L non dipende né da o né da R). Se u € H*(f2), applicando la (1.21) ad
nu si ottiene

1D* () | 228, ) < I1D? (1) 22

N
> aiyDij(nu)

,j=1

ID*ull 225, )

IN

+ 2[null 2@~ (1.22)
12(0)

2
o
Siccome

Dij (nu) = uD”n + DiU,D]"I] =+ D]qu + 7’]D”’u,
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€ a;; = aji, si ha
N N N N
Z a;;Di;(nu) = nAu—nZ biDiu—ncu—l—QZ a;;DinDju+ Z a;i;Dijnu
ij=1 i=1 ij=1 i,j=1
per cui, tenendo conto delle proprieta di #:

N
> ai;Dij(nu)

i,j=1

< [AullL2(B,y, ) (1.23)
L2(Q) :

+e1 (M) <||vu||L2(B1450R) + ”uHL?(BHTgR)

1 1
FRI—o) Ve W”“”L“Bw))

1
< c(M,R) <||Au”L2(BR) + m“quLQ(BHTUR)

1
+R2(10_)2||u||L2(BR)) .

Usando la stima (1.22), otteniamo

”VUHLQ(B(HTU)R)

1
1Dl 2B, < 03(V07MaR)<|AU||L2(BR)+}M

1
+ Rg(la)QHUHL?(BR))-

Per eliminare a secondo membro il termine con Vu, non si puo interpolare
immediatamente Vu con u e D?u percheé i domini di integrazione sono di-
versi. Il Lemma 1.3.10 consente di superare questa difficolta. Moltiplichia-
mo la disuguaglianza di sopra per R?(1 — o)? e otteniamo, con le notazioni
del Lemma 1.3.10

R*(1—0)?|D*ul 2B, < e3(vo, M, R) (R*(1 = 0)?||Aul|L2(By)
2R(1 —o0)
A IV ula28 14, + il
< ¢3(v0, M, R) (R*(1 — 0)*||Aul|12(55)

+2®q(u) + Po(u)) .
Prendendo l'estremo superiore per o € [1/2, 1], otteniamo

Do(u) < ea(vo, M, R) (R?||Aul|2(p,) + ®1(u) + Po(u))

k
< eq(vo, M, R) <R2||AU|L2(3R) + 8@2(u) + ;(I)o(u)) .
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Prendendo ¢ in modo che c¢4 = 1 e tenendo conto del fatto che ®g(u) =
[u]| L2(B5) siha

Oa(u) < e5(vo, M, R)(R?||Aul|r2(5,) + llull 2(55))-

Ricordando che ®5(u) = supic,<; R*(1 — 0)*||D?ull2(p, ), prendendo
o = 3 siottiene

R2
T”D2UHL2(B§) < @a(u) < c5(vo, M, R)(R? || Aul L2y + lull22(8y))

e quindi, dividendo per R?
HD2U||L2<B§) < ©o(u) < co(vo, M, R)([|Aull L2 () + llull2(R))-

Applicando infine la stima interpolativa del Corollario 1.3.8 per aperti re-
golari con 2 = Bg, risulta

lull 2 (s ) < cr(vo, M, R)(|Aull L2 (s + llullz2n))- (1.24)

Sia ora ; un aperto a chiusura compatta contenuta in (2. Ricopriamo

)y con un numero finito m di palle Bz, (z;), con z; € Q; ,R; < Ry e
2

R; < dist(£21,09) (in modo che siano tutte contenute in §2). La (1.24) vale,

dunque, in ogni palla Bg, (x;) e quindi

m

lulltzo) < D lull 28 g, @) < e(vo, M, Q1L Q) ([ Aull 2 (@) + [lull 2 (@)
2

=1
cioe la tesi. O
Osservazione 1.3.13 Vale la pena di sottolineare la tecnica dimostrativa

adottata nel teorema precedente, nota come metodo di Korn. Essa puo
essere schematizzata nei seguenti passi

- si considera dapprima il caso di un operatore a coefficienti costanti;

- si congelano i coefficienti del secondo ordine in un punto del dominio
e si fanno stime per funzioni u con supporto compatto contenuto in
una palla piccola;

- si applica il punto precedente a nu, con n cut-off in una palla piccola;

- si conclude con un argomento di ricoprimento.

Osservazione 1.3.14 E’ naturale chiedersi se il risultato appena provato si
generalizza anche al caso p # 2. Per p = oo, il Teorema 1.3.12 é falso, come
testimoniano i controesempi della prima sezione, e cosi anche per p = 1.
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Invece, quando 1 < p < 400, l'asserto continua a valere esattamente negli
stessi termini. Tuttavia e piu difficile ottenere I'analogo per p # 2 della
Proposizione 1.3.11, cioé

lullwesy) < e (lullo@n) + 1 Aullipgs) . Yue CERY) (1.25)

(avere A o un operatore a coefficienti costanti con termini solo del secondo
ordine € sostanzialmente la stessa cosa). La tecnica per dimostrare la (1.25)
si basa su stime di integrali singolari ed € dovuta a Calderon e Zygmund.
Superato questo punto, la dimostrazione del teorema con 1 < p < 4+ €
invece identica a quella appena esposta.

Esercizio 1.3.15 Sia  un aperto di R". Provare che per ogni u € H?(Q)N
H}(2) e per ogni e > 0 risulta

1
/|Vu|2§6/ \Au\2+—/ lul2.
Q Q de Jo






CAPITOLO 2

METODO VARIAZIONALE PER
OPERATORI IN FORMA DI
DIVERGENZA

Nel corso di questo capitolo saremo interessati allo studio del seguente
operatore in forma di divergenza

N N
> Di(aijDju) + > b Diu+ cu (2.1)

ij=1 i=1
= div(eVu)+b-Vu+cu

Au

e al problema di Dirichlet ad esso connesso

Au = in Q
f (2.2)
u=20 su 02

nelle ipotesi che 2 sia un aperto di R" e i coefficienti a;; € C}(Q2) mentre

bi, ¢ € Cp(Q)). Assumiamo anche che A sia uniformemente ellittico, cioe
che esista una costante vy > 0 tale che

N

Z ai; ()&:&5 > vol€)? VeeRY Yz eQ (2.3)

ij=1

Notiamo che la regolarita dei coefficienti del secondo ordine fa si che A
si possa riscrivere in forma di non divergenza. Una soluzione di (2.2) e
una funzione u € H?(Q) N H(Q) che soddisfa 'equazione differenziale.
Lobiettivo di questo capitolo & mostrare che e possibile ottenere una siffat-
ta soluzione regolarizzandone una debole. Il metodo usato € noto come
metodo variazionale e puo essere sintetizzato nel modo seguente:
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1) si definisce una soluzione debole, attraverso l'introduzione di forme
quadratiche;

2) se ne dimostrano esistenza e unicita, con il teorema di Lax-Milgram;

3) si regolarizza la soluzione ottenuta mediante il metodo delle trasla-
zioni di L. Nirenberg, provando separatamente regolarita all'interno e
regolarita fino al bordo in un aperto regolare di RY. Infine si stabi-
liscono risultati di regolarita di ordine superiore, grazie alla quale &
possibile pervenire ad una soluzione classica del problema.

2.1 ESISTENZA E UNICITA DELLA SOLUZIONE
DEBOLE: TEOREMA DI LAX-MILGRAM

Siano f € L?(Q) eu € H2(Q)NH}(Q) tale che Au = f; moltiplicando ambo
i membri di questa equazione per un’arbitraria funzione test ¢ € C3°(£2) e
integrando per parti, risulta

N N N
/Au<p/ZDi(Zaiiju)gaJr/ZbiDiucij/cugo
Q Qi =1 Qi Q

N N
= / — Z aijDiungo—FZbiDiunp—i-cugo
Q i=1

ij=1

=/Qf<p-

Questo calcolo ¢ alla base della seguente definizione.

Definizione 2.1.1 Chiamiamo soluzione debole o variazionale del proble-
ma di Dirichlet (2.2) una funzione u € H}(Q) tale che

N N
/— ZaijDiungo—i—ZbiDiuap—i-cugo:/f(p (2.4)
Q Q

ij=1 i=1
per ogni p € C§°(2) (o, equivalentemente per densita, per ogni ¢ € H}(Q2)).

La scelta dello spazio funzionale H{ (£2) (pitt ampio rispetto ad H?(Q2) N
H}(€2)), & sufficiente per dare senso a (2.4), visto che sono coinvolte solo
derivate prime di u. Il conto precedente ha infatti mostrato che un ordine di
derivazione & stato ”scaricato” da u sulle funzioni test. Nulla impedirebbe
di scaricare due ordini di derivazione: questo vorrebbe dire considerare una
soluzione del problema nel senso delle distribuzioni che & solo L?; tuttavia,
trovare una soluzione in H}(2), come vedremo, ¢ abbastanza facile; cid
giustifica in primo luogo la nostra scelta. Inoltre, una funzione di H{(€2)
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verifica automaticamente le condizioni al bordo di Dirichlet, per cui basta
che sia soddisfatta (2.4) perche sia risolto (debolmente) l'intero problema
(per altri esempi di condizioni al bordo si veda I’Esercizio 2.1.5). Osservia-
mo che se una soluzione debole u appartiene anche ad H?((2), allora rein-
tegrando per parti in (2.4) risulta Au = f q.o. In realta, questo e proprio
quello che succede quando il dominio € abbastanza regolare.

Introducendo nello spazio di Hilbert H}(2) la forma bilineare

N N
a(u,v) = /Q ( Z a;j DiuDjv — Z b; Dyuv — cuv) (2.5)
i=1

ij=1
si vede che
u & soluzione debole di (2.2) <= Vv € H}(Q) : a(u,v) = —(f,v)

avendo denotato con (-, -) il prodotto scalare di L?.
Lapproccio variazionale € ora basato sul seguente teorema.

Teorema 2.1.2 (Lax-Milgram) Siano H uno spazio di Hilbert e a : H X
H — R una forma bilineare continua e coerciva su H, cioé tale che valgano
rispettivamente

a) esiste M > 0 tale che |a(u,v)| < M||u|| ||v]] Yu,v € H;
b) esiste a > 0 tale che a(u,u) > ofjul|*  Yu € H;

Allora, per ogni f € H’, con H' duale topologico di H, esiste un unico u € H,
tale che

a(u,v) = f(v) Vv e H.
Inoltre ||ul| < =Y f].
DIM. Sia u un elemento fissato in H; allora a(u,-) definisce un funzionale
lineare continuo su H. Pertanto, il teorema di rappresentazione di Riesz-
Frechét assicura che esiste un unico w € H tale che a(u,v) = (v, w)y per
ogni v € H. Siccome w € univocamente determinato da u, € ben posto il
seguente operatore

S: H—H

u— Su:= w.

S & lineare e, siccome risulta
(v, Su)r| = la(u, v)| < Mlfull[lv]]  VveH,

prendendo v = Su, si ottiene che ||Su|| < M||u||, cioé S & continuo. Inoltre,
poiche a € coerciva, per ogni u € H si ha

allul® < a(u, w) = |a(u, w)| = [(u, Su)r| < ull||Sull
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da cui si ottiene che [|Su|| > afu]|.
Quest’ultima disuguaglianza dimostra che S € iniettivo e che ha rango chiu-
so0; se proviamo che Rg(S) ¢ denso potremo concludere che S ¢ suriettivo.
Sia z € Rg(S)*. Allora (z,Su)y = 0 per ogni u € H; se in particolare
u = z, si ha ofz]|? < a(z,2) = |(2,52)g| = 0, da cui segue che z = 0.
Quindi S & un isomorfismo.

Sia adesso f € H'. Per il teorema di Riesz-Frechét, esiste un unico w € H
tale che f(v) = (v,w)y, per ogni v € H. Posto u = S~ 1w, risulta

f) = (v,w)yg = (v,Su)g = a(u,v)

con [lufl < aHuwll = a7 f]. N

Osservazione 2.1.3 Se nel teorema di Lax-Milgram si assume che la forma
a sia anche simmetrica (a(u,v) = a(v,u)), allora a &€ un nuovo prodotto
scalare su H (equivalente a quello dato) e il Teorema di Lax-Milgram non e
altro che una riformulazione del Teorema di Riesz-Frechét.

Ci proponiamo, ora, di far vedere che la forma definita in (2.5) € continua
e debolmente coerciva, cioe & tale che a(u,u) > a|jul|%: + Ao ||u||2. per
ogni u € HE(f) e per opportune costanti a« > 0, \g € R. A tale scopo
cominciamo ad osservare che, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz,
risulta

=1
e quindi
N N 1 N 1
> @] <> (Zm 2) i< (3 las()R) i
,j=1 j=1 “i=1 i,j=1
N 1
Posto L = ()7 siha allora
sup ( 22 los@F)
N
Z ai(2)&&| < LIEP VEeRN vz eq.
ij=1
Inoltre
N N 5/ N 3
Supa)| < (Lin@k) (X Da?)

i=1

[N

. (iwi(xn?) V()



2.1 Esistenza e unicita della soluzione debole: teorema di Lax-Milgram 21

=

e quindi, posto K = sup (Z |b; ( ) , risulta
z€Q

IN

’ /Q ibi(x) Dyu() u(z)

| & vu@liue) = [ x Ve V() 42

NG
K?¢ 5 1 5
5 [P + 5 [ o)

avendo usato la disuguaglianza ab < 1(a® + b*) nellultimo passaggio.
Prendendo ¢ = 1/ K?, si ha

‘/inwi ()

Pertanto, per ogni u € H}(Q), vale

a(u,u)z/ ZamDuDu—/Zb Duu—/cu

i,j=1 Q2

w [ 1Va@F = [ va@P -5 [ jur
—223%'““)2

2

K
Ponendo \y = — + supc + , i ottiene in definitiva
21 €N 2

IN

/|v |2+— () .
Q

[ \/

Vo
a(u,u) > 3IIUH§41 — Aollull7

che dimostra che a & debolmente coerciva in L2.
Usando le precedenti disuguaglianze e quella di Holder, si prova che a €
anche continua. Infatti, se u,v € H}(2) allora

uv|‘/ZaWDuDv/ZbDuv/cuv

i,j=1

< / V| Vo] + / K |Vul[o] + [lelloe / ful o]
< L|Vullz2| Vol gz + K [Vall 2ol 22 + lelloolull 2 o]l 22
< Mlulgn Joll
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Per riferimenti futuri, ricordiamo che

N 1
K =sup (3 [bi(@)2)”
zeQ M T
N 1
L = sup ( Z |aij(x)|2) ’ (2.6)
e ij—=1
K2
A= —+supc+ @.
Yo zeQ 2

Teorema 2.1.4 Assumendo valida la notazione precedente, per ogni A € R
con A > \g e perogni f € L*(Q) esiste un’unica u € Hy () tale che

A (u,v) + a(u,v) = (f,v), Vo€ HHQ)
(cioé u é solugione debole di A\u — Au = f). Inoltre, se A > X\ si ha

1

<
e < 5=

Ifllze,  [Vullr2 < [£lle2- 2.7)

vo(A — >\o)|

DIM. Siano A € R, con A > \g e f € L?(Q). Consideriamo su H}(Q) la
forma a(u,v) = a(u,v) + A(u,v), dove a & definita da (2.5). Siccome a &
continua, anche a lo e. Inoltre

~ 14 14
(u, u) = aluw) + X ule = D lulldn + 0= do)lulle = Dlulfn @8)

cioé @ & coerciva su H} (). Applicando il teorema di Lax-Milgram relativa-
mente al funzionale v — / f v, otteniamo che esiste un’unica u € H}(Q)

Q
tale che

a(u,v) + A(u,v) = /va Yo € Hi(Q) .

Proviamo ora le stime (2.7). Prendendo u = v nell’'uguaglianza precedente
e usando la (2.8) risulta

14
Il e > [ Fu= A [l + () > Pl + 0= ol

da cui si ricavano

[1f1z2
A= 2o)llullZz < [If]lz2llullz = llullL2 <
A— Ao
: I£17
Vo Vo fli72
EHVUHQB < 3”“”%11 < [ llzallullze < 7&0-
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Il teorema precedente assicura cosi di poter risolvere, almeno in sen-
so debole, I'equazione \u — Au = f, quando A\ & abbastanza grande. F’
bene notare che questa restrizione su \ & parzialmente un problema lega-
to alla tecnica dimostrativa, perche il valore )y trovato non & ottimale, e
parzialmente una difficolta intrinseca che non & possibile superare.

Per esempio, il problema unidimensionale

Au—u" =0 in (0,1)
{ u(0)=u(l) =0

in corrispondenza di \,, = —n?r?, non ammette un’unica soluzione, dato
che accanto alla soluzione nulla ci sono anche le autofunzioni sin(nrx).
Se invece A > 0, allora l'unica soluzione e quella banale. In generale, la
situazione puo anche essere peggiore, nel senso che i valori di A per cui non
vi & risolubilita (o unicitd) possono non essere solo un’infinitd numerabile
come nel caso considerato.

Esercizio 2.1.5 Siano © un aperto limitato di classe C! di RN e f € L?(Q).
Denotata con v la normale esterna unitaria a 952, provare che

(a) se u € H?() soddisfa

— | Vu-Vo= [ fv Yve HY(Q)
Q Q

allora Au = f e % =0 su 99 (la restrizione a 92 & chiaramente
1%

tramite un operatore di traccia);

(b) se u € H?(2) soddisfa

a(u,v):—/ﬂfv Yo e HY(Q)

ou

(con a definita da (2.5)), allora Au = f e o
1%

= 0 su 09, dove

N
* =S a0 = & la cosidd l
v = a;jv;, 1 =1,...,N, e la cosiddetta conormale.
Jj=1

2.2 REGOLARIZZAZIONE DELLE SOLUZIONI DEBOLI

Cominciamo con questa sezione a studiare la regolarita della soluzione
debole ottenuta con il teorema di Lax-Milgram.
Relativamente all’'operatore A definito in (2.1), introduciamo le seguenti
costanti:
Mo = max; j{[|aij oo, [1Dilloc, l[lloc}

(2.9)

NO = HlELXiJ' HVCLU”OO
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Abbiamo provato che se A > )\, con )\ definito in (2.6), allora ’equazione
\u — Au = f € L*(Q) ammette un’unica soluzione debole u € H}(Q). Se
ora inglobiamo A u nella parte di ordine zero dell’operatore, allora possiamo
considerare u soluzione debole di —Au = f, ossia

N N
/ (Z aijDiuDjv—ZbiDiuv—cuv> :/fv Yo € Hy(Q).
" P Q

ij=1

N
Postog:=f+cu+ Z b; D;u € L*(Q) la precedente uguaglianza diventa

i=1

N
/QZ aiij,uDjv:/lgv Vo € Hy(Q).
: ¢

ij=1

2.2.1 Regolarita all’interno

Come anticipato all’inizio del capitolo, il metodo che useremo per regola-
rizzare la soluzione debole & basato sui quozienti differenziali.

Seu € L2(RY) e h € RY, h # 0, chiamiamo quoziente differenziale
’espressione
u(x + h) — u(x)

(Dyu) () =

E immediato verificare che per ogni u,v € L?*(R") si ha

/(Dhu)vdx:/ uwD_pvdx. (2.10)
]RN

RN

Se u € L*(2) e w & un aperto a chiusura compatta contenuta in ¢}, allora ha
senso considerare Dyu(z) per z € w e |h| < dist(w, 99Q).

Il prossimo lemma mostra una caratterizzazione degli spazi di Sobolev
in termini di quozienti differenziali.

Lemma 2.2.1 Sia u € L%(f2). Sono equivalenti le seguenti proprieta:
(D) ue HY(Q);
(ii) esiste C' > 0 tale che per ogni w aperto a chiusura compatta contenuta

in ) (brevemente w CC ) e per ogni h € RY con |h| < dist(w,d9)
risulta

| Drull 2y < C.

In tal caso si puo prendere C = ||Vl 12 (q).
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DiM.
(i) = (ii) Supponiamo inizialmente che u € C§°(RY). Preso h € RY,
poniamo v(t) := u(x + th), con t € R. Allora

w(@+h) —u(z) =v(l) —v(0) = /0 V'(t)dt = /0 h-Vu(z +th)dt .

Di conseguenza,
1
lu(z + ) — u(@)? < |2 / V(e + th)| dt
0

e, integrando su w

1
/|u(a:+h)—u(x)|2dx < |h\2/ dx/ V(e + th)[2 dt
w w 0

1
_ |h\2/ dt/ V(e + th) 2 do
0 w
1
— i [at [ vut)P .
0 w-+th

Se |h| < dist(w,0), allora esiste sicuramente un aperto «’ tale che per
ogni t € [0, 1] si abbia w + th C w’ CC Q; dunque

[1DnullF2 0y < VUl L2y < VUl L2(0)- (2.11)
Se u € H'(Q), allora esiste una successione (u,), C C§°(RY) tale che
u, — uin L?(Q) e Vu,, — Vu in L?*(w’), per ogni ' CC Q. Applicando
(2.11) a tutte le u,, e passando al limite si ottiene la (i7).

(14) = (i) Sia ¢ € C§°(Q?); consideriamo un aperto w tale che suppy C
w CC Nesia |h| < dist(w, 00). Allora

\ [+t —utallota) s

Ne segue che

- ’/Qu(y)[tﬂ(y—h)—np(y)] dy’ < Clhlloll 2oy

[ == 4| < gl

Preso h = te;, quando ¢ — 0 si ottiene, per convergenza dominata

[ oDt

siccheé ¢ — | u D;¢ definisce un funzionale lineare e continuo su C§°(f2),

< Cllellzz ),

Q
munito della norma || - ||z2. Per densita tale funzionale puo essere este-
so a tutto L?(Q) e applicando il Teorema di Riesz, si determina un’unica
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funzione v; € L*(Q) tale che

/uDZ—gp = / Vi Yo € C5°(£2).
Q Q

Ne segue che esiste la derivata parziale di u rispetto a x; nel senso delle
distribuzioni ed e data da —wv;, con ||v;||r2 < C. Siccome 7 & arbitrario, si
ottiene che u € H'(Q), che ¢ la nostra tesi. O

Osservazione 2.2.2 Lo stesso risultato vale con 1 < p < oo e si dimostra
esattamente allo stesso modo.

Esercizio 2.2.3 Se u € W1P(Q), allora, posto h = te;, con 1 < i < N,
risulta che Dju converge all’i-sima derivata parziale debole di u per ¢t — 0
in LP(w), per ogni w CC 0.

Il Lemma seguente € il passo fondamentale per ottenere regolarita all’in-
terno.

Lemma 2.2.4 Sia u € H'(Bp) tale che

N
/ Z aijDiuDjvz/ guv Vv e C§°(BR)
Br =1 Br
con g € L*(Bg). Allora u € H? (Bg) e per ogni r < R esiste una costante
C= C(T, R, vy, My, No) tale che

I1D?ul| 125,y < K([ullmsr) + l9ll2cx))-

DiM. Siar < R fissato e consideriamo 7 € C§°(Bg) tale che suppn C Bryr,
0<n<len=1suB,. Alloranu € H}(Bg) e per ogniv € C§°(Bg) si ha

N N
[ Y i = [ 3 agupapus [ 3 wnpuns
Br ;21 Br = Brij=1
N N
:/ ZaijUDinDjU+/ ZaijDiUDj(m))
B

R j=1 Brij=1

N
— E Q5 ’UDZ'U D]’ﬂ
Brjj=1

N
:/ agnv — ZQUUDI'UD]’U
Br

Br ij=1

N N
_/ ZDJ‘<Z%DWU>U: i p1(2.12)
=1 R

Br j=1
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dove
N N
p=gn— Z Dj(aij Dmu) - Z Qg5 D;u Djn.
3,j=1 i,5=1

Naturalmente ¢ € L?(Bg) e

19llz2Br) < l9llL2(Br) + C(r, B, Mo, No) [|ull b1 (55)- (2.13)

Sia h € RV \ {0}, |n| < ? Poniamo z := nu e v := D_j Dpz. La scelta

di h fa si che v € H}(Bg) (perche il suo supporto & compatto e contenuto
in Bg), per cui v € una funzione test che puo essere inserita in (2.12). Da
questa segue che

/Za”DzD _wDnz)= | ¢ (D_pDyz).
B

R =1 Br

Siccome il quoziente differenziale e la derivata commutano, per la proprieta
(2.10) si ha:

/B Z Dy(ai; Diz) Di(Dpz) = | ¢ (D_pDy2).

R4 5=1 Br
Tenendo conto che

Dy (a;j Diz)(x) = Dypaij(z) Diz(x) + aij(x + h) Dyp(D;2)(z)
= Dypaij(x) Diz(z) + aij(x + h) D;y(Dpz)(x)

si deduce successivamente

/B S s+ h) Di(Dyz)(z) Dy(Dnz) ) —

RT] 1

-/ S Dy () Decl) Dy(Dy)(@) + [ 00a) (D Dn2) o).

R 45=1 Br

Grazie alla condizione di ellitticita, possiamo stimare il primo membro dal
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basso ottenendo

" /BR|thz|2 < /Bz“h «(Dn2)(x) Dy (Dy2)(a)
- /B Z Dyay(x) Diz(a) Dy (Dy2)(x)
+ [ 0@ (D-aDi)@)
< O(N) IVl L2 IV Dh2l (5,

Hloll 2By IP-n Dzl 2B,

dove R’ & un opportuno raggio strettamente minore di R, la cui esisten-
za & garantita dalla scelta di h. Applicando il Lemma 2.2.1, si ha che
||D7hDhZHL2(BR/) < HVDhZHLZ(BR) e quindi
wlIDrV 2|22, < C(No) Izl a1 () IV Drzl L2 (Br)
+lell L2 IV DrzllL2(5g)-

Dividendo per ||V Dyz|/12(B,) € applicando ancora il Lemma 2.2.1, si dedu-
ce che Vz € HY(Bg), ossia z € H?(Bg) e inoltre

C(No)

1
|D?2||p2(5r) < 2l e (Br) + 70||¢||L2(BR)‘

A questo punto, siccome u = z su B,, abbiamo che u € H?(B,) e, ricor-
dando la stima (2.13),

ID?ull 2B,y < C (lull i (r) + l9ll22(81))
con C = C(T’, R, l/o,Mo,No). ]
Segue ora facilmente il seguente teorema di regolarita interna in una

palla. Non e possibile dedurre regolarita fino al bordo perché non stiamo
richiedendo alcuna condizione al contorno (si ricordi I’'Osservazione 1.3.6).

Teorema 2.2.5 Sia u € H!'(Bg) solugione debole di —Au = f € L*(Bg).
Allora u € H?, .(Br) e per ogni r < R esiste C = C(r, R, vy, My, Ny) tale che

lull 2B,y < Cllullar(Br) + 1 fllL2(Br))-

N
Dim. Basta applicare il lemma precedente con g = f + cu + Z b; D;u che
i=1

& in L2(Bg). O
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Una conseguenza della tecnica usata € la regolarita globale nell’intero
spazio.

Teorema 2.2.6 Sia u € H'(RY) soluzione debole di —Au = f € L*(R").
Allora u € H?(R") ed esiste C' = C(vg, Mo, No) tale che

lull 2@y < C ([|ull grwyy + £l L2@yy)-

DiMm. E’ sufficiente ripetere la dimostrazione del Lemma 2.2.4 senza intro-
durre il cut-off 7 e la funzione z, ponendo v = D_j Dju. O

Osservazione 2.2.7 Ricordando le stime del Teorema 2.1.4 e usando il teo-
rema precedente, si puo maggiorare direttamente ||u|| ;1 g~y con || f|| 2y,
a meno di una costante moltiplicativa, se A\u — Au = f, con A > Aq.

2.2.2 Partizioni dell’unita

Prima di passare al caso di regolarita interna in un aperto arbitrario €, ci
occorrono dei risultati tecnici preliminari.

Lemma 2.2.8 Siano K e §) sottoinsiemi rispettivamente compatto e aperto di
RY, con K C Q. Allora esiste ¢ € C3°(Q) taleche 0 < ¢p < le ¢ =1su K.

DiM. Sia r < 3dist(K,99). Poniamo K, := {z € RY | dist(z, K) < r}. Per
costruzione, K € un compatto contenuto in Q. Presa n € C§5°(f2) tale che
suppn C B1(0),0<n<1le [pyn=1,sian.(z) = Fn(%) la successione di
mollificatori corrispondente. Se € < r, la funzione ¢ = 7. * y g, soddista le
condizioni dell’enunciato. O

Lemma 2.2.9 Siano K un compatto di RY e {U;};—,+ un ricoprimento aperto
di K. Allora, per ogni i = 1,...,r, esiste un aperto V; CC U; (a chiusura
T

compatta in U;) tale che K C U V.
i=1

DIM. Per ogni z € K, esiste i € {1,...,r} tale che x € U;; inoltre, siccome
U, € aperto, esiste un intorno sferico di x, B,, a chiusura contenuta in U;.
Chiaramente, { B}, ¢ un ricoprimento aperto di K da cui, come conse-

9 < 1. \ . s
guenza dell'ipotesi di compattezza, se ne puo estrarre uno finito { By, }j:r
A questo punto, posto

Vie=J{B:, | Bo, CUI}  Vi=1,...r

T S
risulta che ogni V; & un aperto con V; C U; e, siccome U V= U Ba;, {Vi}
i=1 j=1
€ un ricoprimento di K. O
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Lemma 2.2.10 (Partizione dell’unita) Siano dati un compatto K di RN
e {U;}I_,, ricoprimento aperto finito di K. Allora esistono delle funzioni
01,...,0, di classe C*, verificanti le seguenti proprieta

(1) suppt; C U;,
(20 0<6; <1,

3) Z 0;(x) =1, in un intorno di K.
i=1

Chiamiamo Uinsieme {61, ..., 0.} una partizione dell’'unita (di classe C>)
subordinata al ricoprimento {U;}._,.

Dim. II Lemma 2.2.9, applicato due volte, assicura la possibilita di co-
struire a partire dal primo ricoprimento {U;};_,, altri due ricoprimenti di
K, {V;};_, e {W;},_,, tali che W; cC V; cC U,. Fissato un indice i €
{1,...,r}, poniamo d; := min{dist(W;, V;), dist(V;, U;)}. Sia n; € C§°(RY),
positiva, con suppn; C Ba, (0) e / n; = 1.
2 RN
Se ¢; :=n; * xv;, allora ¢¥; € C§°(RY) e suppy; C suppr; + suppxv,

_ _ — d;
=B4 (0)+V;, = {x € RV |dist(z, V) < 2} C U;. Inoltre, preso x € W,
2

risulta

)= [ - m)dy=1
B4, (0)
grazie alla scelta di d;.

T T
. C ey . 1
Siccome g P, > 1sulW:= U W;, per continuita si avra E P; > 3 su

i=1 j=1 i=1
un certo intorno aperto W di W. A questo punto, poniamo
(o) — LilE)n(o)
Zj:l V()

dove n € CgO(W) con 7 = 1 su W. E immediato verificare ora che le
funzioni {6y, ..., 0,} soddisfano le proprieta richieste. Ol

Facciamo a questo punto alcune precisazioni sullo spazio Wéf Q). ¥
chiaro che

LP

loc

() ={u : Q@ — R misurabile | u x € LP(K)per ogni K compatto C }.

Per descrivere Wﬁ)f (€), ci sono invece due possibilita

{ue LP (Q)| Dyue I (Q), Vi}, (2.14)

loc loc
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dove D;u denota I'i-esima derivata distribuzionale di « oppure

{ue Ll ()| uo € WHP(Q), VO cC Q.

loc

Evidentemente il primo insieme € contenuto nel secondo, poiche D;(u|q/) =
(Dju)os. Un argomento basato sulle partizioni dell'unita mostra che vale
anche l'altra inclusione.

Lemma 2.2.11 Sia Q = U Qj, con {Q}, oy aperti. Seu € Ly,
JEN

che ulo, € WhP(Q;) per ogni j, allora u € Wéf(Q) cosl come definito in

(2.14).

(Q) é tale

DIM. Si tratta di far vedere che le derivate distribuzionali di u sono funzioni
localmente p-sommabili. Consideriamo D;u. Per ipotesi, per ogni j esiste
vj € LP(Q;) tale che v; = Dy(ulg,). Proviamo che v; = v; q.0. su §2; N Q;
(se quest’intersezione & non vuota): per ogni ¢ € C§°(£2; N ;) risulta

/ vig= [ vip=-— D1¢U=—/ D1¢U:/ v; ¢
Qiﬁglj Q; Q; Kliﬂﬂj Qiﬂﬂj

(avendo sintetizzato nell’ultimo passaggio gli stessi conti ripetuti con j al
posto di 7). Pertanto v; = v; q.0. su £; N €;. E’ cosi ben definita su
una funzione v tale che v|g, = v; e l'obiettivo e provare che v = Dju. Se
Y € C§°(Q), indicato con K il suo supporto, per compattezza € possibile
ricoprire K con un numero finito di aperti {€;,,...,;, } scelti tra quelli

i1 -

che ricoprono Q. Se {¢1,...,¢,} € una partizione dell’'unita subordinata a
{Q,}, tisulta Y "¢ ¢y =9 e Y Di(¢ ¢) = D19, quindi
i=1 i=1
Jupw = 3 [ ubiwe)=-3 [ wov=-3 [wey
@ =17, =174, j=17%
= — w v
Q
il che completa la dimostrazione. ]

2.2.3 Regolarita all’interno (continuazione)
Riprendiamo ora la regolarita ellittica all'interno di un aperto arbitrario.

Proposizione 2.2.12 Sia 2 un aperto di RV e sia u € H} () soluzione
debole di —Au = f, con f € L} (). Allora u € HZ ().

loc

DIM. Sia Byg(zo) una palla a chiusura compatta contenuta in 2. Per ipo-
tesi u € H'(Bagr(z0)) € f € L?*(Bagr()), per cui, applicando il Teorema
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2.2.5, deduciamo che v € H?(Bg(z0)). Sia ora ' un aperto a chiusura
compatta in {2 e consideriamo un numero finito di palle {Bg, (x;)} che ri-
coprono (' e tali che U; Bog, (2;) CC Q. Dal passo precedente abbiamo che
u € H?(Bg,(x;)), per ogni i, e quindi, tenendo conto del Lemma 2.2.11, de-
duciamo che u € HZ (U; Br,(z;)) e pertanto u € HZ (Q'). Dall’arbitrarieta
di ' segue la conclusione. O

Il seguente corollario mostra che aumentando la regolarita dei coefficien-
ti dell’operatore e del dato f, aumenta quella della soluzione: precisamente
questa ha due ordini di regolarita in pit rispetto a f (poiche I'operatore A
¢ del secondo ordine).

Corollario 2.2.13 Sia Q un aperto di RY; supponiamo che a;; € C*+1(Q),
bi, c € C*(Q) eche f € Hf (Q). Allora se u € H} () é soluzione debole
dell’equazione —Au = f, risulta u € H{"2(Q).

DIM. Procediamo per induzione su k. Per k = 0, la tesi & vera grazie alla
Proposizione 2.2.12. Supponiamola vera per k e proviamola per k + 1.
Assumiamo quindi che a;; € C**+2(Q), b;, ¢ € C*+1(Q) e che f € HFT1(Q).
La funzione wu verifica per ipotesi

N N
/Q(ZaijDiuDj¢sz‘Diu¢CU¢> :/Qf¢

i,j=1 i=1

per ogni ¢ € C§°(); in particolare

N

,j=1

N
con g data da f + Z b; D;u + cu. Per ipotesi induttiva u € HI’ZJCFQ(Q), per

i=1
cui g € HFTH(Q). Per provare la tesi, facciamo vedere che Vu € HT2(Q).

loc loc

Mettiamo D,.¢ al posto di ¢ nell'uguaglianza precedente e otteniamo

ij=1
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Integrando per parti si ha quindi

_/Q(Drgm = —/QXN: D,(aij Diu) D¢

3,j=1
N N
= —/ Z Qi DZ(DT'LL) Dj¢ —/ Z (Draij) DZ’U, DJ¢
Q5=1 Q5=1
N N
= 7/ Z aij DZ(DT’U,) Dj¢+/ Z DJ[DT(aU)Dzu}gﬁ
=1 25=1
N N
= —/ > aij Di(Dyu) Dj¢>+/ > Dj.(aij) Diug
Q50 Q50
N
+/ Z Draij DUU(Zﬁ
Q5 i=1

Si trova cosi che D,u € a sua volta soluzione debole dell’equazione ellittica

N N N
/ Z Qij DZ(D7’U,) Dj(b :/(b |:D7g —+ Z Djraij Diu + Z Draij D7]U:|
Q. Q

ij=1 ij=1 ij=1

dove la funzione in parentesi quadre & in Hf (£2). Applicando allora I'ipo-
tesi induttiva deduciamo che D,u € H 1’?52(9) e quindi, data l'arbitrarieta di

r, che Vu € HIT2(Q), ciog u € HFT3(Q). O

loc loc

Corollario 2.2.14 (Ipoellitticita) Se a,;, b;, c sono di classe C*°(f2) e anche
il dato f € C*(Q), allora v € H} () soluzione debole di —Au = f ¢é
anch’essa di classe C*° ().

DIM. Basta usare le immersioni di Sobolev, giacche u € Hf () per ogni k.

O

2.2.4 Regolarita fino al bordo

Di seguito, consideriamo come aperto la semipalla di centro I'origine e rag-
gio R contenuta nel semispazio RY = {x eERN |ay > 0}, denotata con
B}, e facciamo vedere che la soluzione debole del problema di Dirichlet
con dato in L?, ¢ H? in una qualunque semipalla di raggio piti piccolo. 1l
procedimento seguito consiste nell’usare il metodo dei quozienti differen-
ziali per stimare le derivate tangenziali di D;u e 'equazione differenziale
per ricavare l'ultima derivata Dy yu.
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Lemma 2.2.15 Sia u € H{(B};) soluzione debole dell’equazione —Au = f €
L%(BY;). Ser < R allora esiste una costante C' = C(r, R, vy, Mo, No) tale che
perognii=1,...,N —1siha Diuc H' (B) e

I1Dijull 2 pry < C(lullgrps) + 1l 2pty)  Yi=1,..,N. (2.15)

DIM. Identica a quella del Lemma 2.2.4, usando quozienti differenziali,
come nel caso dell'intera palla, rispetto a traslazioni tangenziali h = (hq, ...,
hn-1,0). Infatti lo spazio H} ¢ invariante rispetto a tali traslazioni nel senso
che

ve Hy(B) = Dyve Hy(B})
con |h| sufficientemente piccolo. O

La stima di D, € ottenuta nella proposizione seguente.

Proposizione 2.2.16 Sia u € H{(Bj,) soluzione debole dell’equazione —Au
=f e L*(B}). Ser < Rallorau € H*(B]) e

I1D?ul| p2 sy < C(lull g sty + 112 55))s (2.16)
dove C' = C’(’I’7 R, V(),M07N0).

DIM. Per la Proposizione 2.2.12, u € HZ_(B}) e quindi —Au = f q.o.

loc
Allora

N N
Z [e2F Dwu—i—Zﬂl Diu+cu: —f g.o.

i,j=1 i=1

N
dove ﬁi =b; — Z Djaij e qUII'ldl

j=1

N
- Z az‘jDiju+ZﬁiDiu+cu+f]
(1.4)£(N.N) i=1

AN N

Dyyu=

Dalla condizione di ellitticita si ha che ayy > vy, per cui

N
1
|DNN’LL|§f Z a”D”u—}—ZﬁlDzu—l—cu—I—f’
(i.)#(N,N) i=1
La tesi segue subito dal Lemma 2.2.15. O

Segue ora un risultato di regolarita globale nel semispazio analogo a
quello gia visto in RY.
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Proposizione 2.2.17 Sia u € H}(RY) soluzione debole di —Au = f €
L*(RY). Allora u € H?*(RY) ed esiste una costante C = C(vy, My, Ny) tale
che

||UHH2(R$) < C(||f||L2(Rf) + ||U||H1(JR$))~

DIM. Come per il Teorema 2.2.6 € sufficiente adattare (e semplificare) la
dimostrazione del Lemma 2.2.15 e della Proposizione 2.2.16 al caso del
semispazio. ]

Definizione 2.2.18 Se T = {z € RY : zy = 0} = 9RY = RV, indi-
chiamo con H}(B}) la chiusura nella norma H* delle funzioni u € C*° (Br)
nulle in un intorno di T' N E; (cioé nulle solo vicino al bordo piatto di P;;).

Osservazione 2.2.19 Se u € HL(B}) e n € C°(Bg,) con Ry < R, al-
lora nu € H}(B). Infatti, per definizione esiste una successione (u,) C
c (E;) tale che u,, = 0 in un intorno di 7 N B}, e u, converge a u in
H'(BY},). Ne segue che nu,, € C$°(Bj},) e chiaramente nu,, — nu in H'.

Inoltre se h € un vettore tangenziale, cioé h = (hy,ha, - ,hn_1,0) €
|h| < R — R; allora il quoziente differenziale Dj,(nu) appartiene a Hi (B},),
percheé Dy (nu,) € C§°(B}).

Teorema 2.2.20 Sia u € H:(B},) soluzione debole dell’equazione —Au = f,
con f € L*(B},). Allora per ognir < R, u € H?*(B;") ed esiste una costante
¢ =c(r, R, vy, My, Ny) tale che

1%l 2y < € (It + Nl o ) -

DiM. Si procede come nel caso di H(B};) (Proposizione 2.2.16), tenendo
conto dell’Osservazione 2.2.19. O

Lemma 2.2.21 Sia u € H?(B;") N HA(B},), con r < R. Allora per ogni
i€{1,2,---,N — 1} si ha che D;u € H-(B,").

DiM. Sia n € C®(RY) tale che n = 1 in B, e supp  C Brir. Allora
2

z=nu € H&(B;). Inoltre, se h = te;, con 1 <143 < N —1, per 'Osservazione

2.2.19, si ha che Dz € H&(Bg), per h sufficientemente piccolo e Dz —

D,z in norma H', per t — 0 (cfr Esercizio 2.2.3). Ne segue che D;z €

H}(B};) e siccome 2 = win B,, D;u € HL(B}). O

Teorema 2.2.22 Sia u € H:(B},) soluzione debole dell’equazione —Au = f.
Supponiamo inoltre che a;; € C*1(By), bi,c € CH(By) e f € H*(B}).
Allora u € H**2(B;}) per ogni r < R.
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DiM. Procediamo per induzione su k.

Il caso k = 0 e provato dal Teorema 2.2.20. Assumiamo che la tesi
sia vera per k e proviamola per k 4+ 1. Supponiamo pertanto che a;; €
CH+2(BR), bi,c € CH1(By) e f € H*'(Bj;). Per ipotesi induttiva u €
H**2(B}) per ognir < R. Siaora s € {1,2,--- , N — 1} e consideriamo la
derivata tangenziale Dgu. Per il Lemma 2.2.21 Dou € HA(B), r < R, e
derivando I'equazione rispetto a x risulta

/ ZaijDi(Dsu)quS:/ vp Vo e C(BY)
B B}
dove v = Ds(f +cu+ Zi szzu) + Ei,j (Djsaij)Diu + Zi,j (Dsaij)Diju (Cf
Corollario 2.2.13). Siccome v € H*(B;), applicando l'ipotesi induttiva a
Dgu deduciamo che Dyu € HE2(B;').

Per come e stato scelto s, resta la derivata rispetto a z di ordine k + 3:
D%y, Per questa, basta derivare k + 1 volte 'equazione rispetto a zy e
ricavare Df{f”u. Si trova cosi D]}‘{,“’u espressa in funzione di tutte le altre
derivate, gia stimate; da qui la tesi. O

Corollario 2.2.23 Se a;j, b, ¢, f € C‘X’(E;), allora u € C‘X’(Ej) per ogni
r < R.

Corollario 2.2.24 Sia Q un aperto limitato di classe C**2, oppure Q2 = R,
oppure Q = RY. Sea;; € C*1(Q),b; € C*(Q),c € CH(Q), f € H*(Q) allora
u € HF2(Q).

DiM. Per Q = RV basta iterare il Teorema 2.2.6.

Per 2 = Rf si ripete lo stesso argomento del Teorema 2.2.22 senza fare
alcun troncamento.

Per 2 aperto limitato di classe C**2 si procede mediante carte locali e
partizioni dell’unita. O

Corollario 2.2.25 Supponiamo che u € H}(RY) sia soluzione debole dell’e-
quazione Au — Au = f, con A > 0. Se f € C>°(RY) & a supporto compatto in

RY allora u € H*(RY ), per ogni k. In particolare u € Cg° (Ef)

Lo studio della regolarita delle soluzioni deboli in semipalle consente di
passare a quello al bordo di aperti regolari mediante I'uso di carte locali.
Il lemma successivo mostra che tramite un cambio di variabili 'operatore
di partenza si trasforma in un altro operatore uniformemente ellittico del
secondo ordine.

Lemma 2.2.26 Sia  un aperto di classe C?, sia (U, H) una carta locale su
Q. Sia inoltre u € H} (U N Q) tale che

N
/ > 4ijDyuD, 0 = / gp Ve eCPUNQ) (2.17)
UnQ ;5o UnQ
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dove g € L*(U N Q). Allora, posto

o(y) =u(H(y)), ye€BE

si ha che v € H}(Bj,) e soddisfa

gDy, vDy, ) = gy vy € CF° (B+) (2.18)
[z L

R h,k=1

dove g = (go H)|JacH| € L?(B},) e i coefficienti apy, € C*(B};) verificano la
condizione di ellitticita uniforme.

DIM. Siat) € C§°(B}); poniamo ¢(z) := v(J(x)), dove J indica la funzione
inversadi Hez € UNQ. Allorap € CLH{UNQ) e

= Dy v(Jz)Dy, Jx(x), Dy p(x) = Dy, 1b(Jx) Dy, Ju(x).
k=1 h=1
Dunque si ha
N
[%QEZ%A>DLM>D (@) da
N N
= ijz_l /UmQ aij(l‘) hJ€Z=1 Dyk’U(Ja?)DwiJk(a?)Dyhz/)(Jaj)ij Jp(z) dx
:ZZ/GU  0W) D i (H () Dy b (4) D, Tn(H ()
i,j=1 h,k=1

|JacH|) dy,

in base alle usuali formule sul cambio di variabili in un integrale. Pertanto,
posto

N
ank(y) = > aij(H(y) D, Ju(H(y)Da, Jn(H(y)) | JacH |(y)
ij=1
risulta
/Unﬂigzjlaij(m)l)mu( 2)Dy, 0 dx—/Rhglahk y) Dy, v(y) Dy, 9 (y)dy

(2.19)
Siccome i coefficienti a;; sono di classe C" e le funzioni H, J di classe C?, i
nuovi coefficienti oy, appartengono a C''(B},) e inoltre soddisfano la con-
dizione di ellitticitd. Infatti per ogni ¢ € R", usando il fatto che le matrici
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iacobiane JacH e JacJ non sono singolari risulta

N N N
> ankbnbe = DY aijDa, Jk Dy, Iy |JacH |Enés
hok=1 hok=14,j=1
N N N
= [JacH| Y a; ( > DwiJkgk) (Z D,, Jh§h>
ij=1 k=1 h=1
N , N 2
> [JacH|vo Y <Z Dzz.Jkgk) > BI¢S°.
i=1 k=1
D’altra parte si ha
/ gpdx = / (go H)Yp|JacH|dy (2.20)
UnQ B}
per cui, combinando (2.17), (2.19), e (2.20) si ottiene la tesi. O

Giungiamo infine al risultato piti importante di questo capitolo.

Teorema 2.2.27 Siano ) aperto limitato di classe C?, u € H}(Q) soluzione
debole di —Au = f, f € L*(Q2). Allora v € H?*(Q) ed esiste una costante
C = C(vy, My, Ny, Q) tale che

[ullerz < C (122 + [lulla)-

DIM. Siccome €2 & un aperto di classe C?, dalla Definizione 1.0.1 segue che
per ogni x € 0 esistono U, intorno di z in RY e .J, : U, — B biiettiva, di
classe C? con la sua inversa H,, tali che J, (U, NQ) = Bf e J,(U,NIN) =

Ff N{zy = 0}. Poniamo V, := H,(B}). Per ogni z € {2 sia By, () una
palla contenuta in Q. Siccome ) & compatto, possiamo determinare intorni
{Ve.}iey...n, epalle {Br, (2:)} interne ad (), tali che

i=ni+1,....,n

ni

=1 Jj=ni1+1

Poniamo V; = V,,, R; = RIJ. en=ni+ ns.
Sia {6;}? , una partizione dell’'unita relativa a questo ricoprimento di
n

Q. Allora, in particolare Z ; = 1 in un intorno di Q, e quindi possiamo
i=1

n n
uzg GiU:E u; in Q.
i=1 i=1

A questo punto si tratta di provare che u; € H?(Q2), perognii =1,...,n.

scrivere
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Sei=mn;+1,...,nallora supp(u;) C Bg,(x;), per cui dal Teorema 2.2.5
applicato alle palle Bp, (x;) € Bag, (z;) otteniamo

lwillr2) = Huai”HQ(BRi(wi)) <C; H“”H?(BRi(zi)) <
< Ci C(Ri, 2R;,vo, Mo, No) (| £l 2(Ban, (@) + 10l 11 (Bar, (2:)))
< C(vo, Mo, No, Q) (| fllz2(0) + [lullz1 ()
Sia adesso i < nq; la funzione u; = 6;u appartiene ad Hg(U; N ), siccome
u € Hj(Q) e supp0; C V; e soddisfa

N
/ Z ank Dnu; Dyv = / g v Yo e Cg°(U; NQ)
Uin® ;52 U,nQ
con g; € L*(U; N Q) che verifica lgillL2w,na) < C(Mo, No, Q) [[|ull g1 ) +
lfll 2] (siveda la dimostrazione del Lemma 2.2.4).

Consideriamo la funzione v; := wu; o H;. Per il Lemma 2.2.26 risulta
che v; € HY(BY) e risolve unaltra equazione ellittica del secondo ordine,
relativa alla semipalla B;". Applicando la Proposizione 2.2.16, deduciamo
chev; € H*(BY) e

2

||UiHH2(Bj') = ||Ui||H2(BJ1f) < C(vo, Mo, No, ©2) [Hgi”m(Bj) + ||Ui||H1(B;f)]
3

e quindi
lwill 720,00y < C(vo, Mo, No, Q|| fll 22y + lull 1) + l|will 51 )]
da cui infine
luill 2 ) < C(vo, Mo, No, Q)| fll 2y + llull mr(a)]-

Siccome u = Z u; su €, concludiamo che u € H%() e che
i=1

lullzrz@) <D lluillr2@) < C(o, Mo, No, Q) (Il z2 () + lullz @)

i=1
O

Concludiamo adesso con un risultato di regolarita di ordine superiore,
di cui non diamo la dimostrazione poiche tecnicamente analoga a quelle
precedenti.

Teorema 2.2.28 Sia () aperto limitato di classe C**2 e sia f € H*(Q). Se
a;; € CHH(Q), b; € C*(Q) e ¢ € C*(Q), allora la soluzgione debole di —Au =
f appartiene ad H*+2(Q).

N _
Osservazione 2.2.29 Se k > > allora u € C?(Q) (per le immersioni di
Sobolev) e diventa come tale soluzione classica del problema di Dirichlet.






CAPITOLO 3

PRINCIPI DEL MASSIMO

3.1 PRINCIPI DEL MASSIMO IN FORMA DEBOLE

Richiamiamo il principio del massimo debole per funzioni subarmoniche
regolari.

Teorema 3.1.1 Sia Q limitato e sia u € C?*(Q) N C(Q) subarmonica, cioé
Au > 0. Allora

maxu = maxu.
Q o0

Vogliamo estendere tale risultato a operatori della forma

N N
Au(z) = Z a;;(z)Dyu(z) + Z bi(z)Diju(x) + e(x)u(x) 3.1

definiti in C2%(Q2), dove & un aperto limitato di RY, con i coefficienti
bi, ¢, a;; = aj; € C(Q) reali e verificanti la condizione di uniforme ellitticita

N
Z aij(x)&:&5 > vol¢)? VzeQ, VE e RY,

4,j=1
per un’opportuna costante v, > 0.

Teorema 3.1.2 (Principio del massimo debole) Sia ¢ = 0 in 2 e sia u in
C?(2) N C(Q) tale che Au > 0 in Q. Allora

maxu = maxu. (3.2)
Q El9)
Se invece Au < 0 allora

min v = min u.
Q o
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Per la dimostrazione di questo teorema abbiamo bisogno preliminarmente
del seguente risultato di algebra lineare.

Lemma 3.1.3 Siano B = (bij)f\fj:l, C= (cij)f\fj:l due matrici reali e simme-

triche, rispettivamente semidefinita positiva e semidefinita negativa. Allora

N
tr(BC) = Z bijcij <0.

i,j=1

DIM. Siccome B € una matrice reale e simmetrica, essa ¢ diagonalizzabile
mediante una matrice di passaggio U ortogonale, cioe

D=UBU !,

con D = [f, ..., On] matrice diagonale degli autovalori di B. Consideria-
mo la matrice F = (%‘j)f\fj:l datada E = UCU 1. Siccome U & ortogonale,
E & ancora simmetrica. Inoltre D ed F sono semidefinite positiva e negativa
rispettivamente, per cui i loro elementi sulla diagonale principale verificano
la proprieta: §; > 0 e ;; < 0 per ogni i. Ne segue che

N
tr(DE) = Z Bivii < 0.
i—1

A questo punto, risulta
tr(BC) = tr(U 'DUU'EU) = tr(U"'DEU) = tr(DE) < 0,
che é la tesi. O

DIM. (TEOREMA) Proviamo anzitutto che se Au > 0 allora u non puo
avere un massimo interno. Procedendo per assurdo, supponiamo che esista
xg € Q tale che u(zg) = maxwu. Siccome zg € interno, risulta che Vu(zg) =

Q

0 e la matrice Hessiana di w in questo punto, (D;;u(x¢)), ¢ semidefinita
negativa.

Lipotesi di ellitticita sull’operatore A implica che la matrice (a;;(zo)),
reale e simmetrica, & definita positiva, per cui, applicando il Lemma 3.1.3,

si deduce che
N

Z Q5 (LL'())DZ'J"LL(LU()) S 0.
i,j=1
Allora (Au)(xo) <0, il che chiaramente contraddice I'ipotesi Au > 0.
Se Au > 0 ci si puo ricondurre al caso precedente introducendo un’op-
portuna funzione ausiliaria. Precisamente, consideriamo e**1, dove A > 0 &
un parametro da determinare. Allora si ha

A1) = ain(2)A2eM + by (2)Ae M = AeM (b (2) + Aai1(2))
> Ae 1 (by () + M) > AeM (A — |[b1 ]| oo)-
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Scelto A\ > 0 in modo tale che Aoy — ||b1]lcc > O si ottiene pertanto che
Ae?®t > (. A questo punto, sia u. = u + ee*?'. Allora Au. = Au +
gAe*™ > ( e applicando quanto dimostrato nella prima parte si ha

max U = mMax U,.
a o)

Infine, siccome u. converge uniformemente ad v in , quando € — 0, si
ottiene

max u, — maxu pere — 0
Q Q

max u, — maxu pere — 0
9 aQ

da cui segue la tesi.
Scambiando « con —u si ottiene il principio del minimo quando Au < 0.

O

Corollario 3.1.4 (Principio del massimo modulo) Se u € C?(Q)NC(Q) &
tale che Au = 0, allora
max |u| = max |ul.
Q on

DIM. Per conseguire la tesi e sufficiente osservare che

max |u| = max {maxu, - minu}
Q Q Q

e applicare il teorema precedente. ]

Un’immediata conseguenza del principio del massimo modulo ¢ il teo-
rema di unicita della soluzione per il problema di Dirichlet associato ad
A.

A questo punto, € naturale chiedersi cosa succede se viene meno I'ipotesi
che ¢ = 0: qualora ¢ # 0, € importante conoscere il suo segno. Per capire il
motivo di cio, prendiamo ad esempio come operatore A + ¢, con ¢ costante
positiva. Se valesse un principio del massimo debole allora, con le stesse
tappe di prima, arriveremmo a un teorema di unicita per il problema

Au=—cu inf)
u=~0 su 0f)

Ma il Laplaciano, in quanto operatore dissipativo, autoaggiunto con ri-
solvente compatto, ammette una successione di autovalori A\, < 0, che
decrescono a —oo, sicché i problemi

Au=X,u inQ
u=20 su 9f)

chiaramente non hanno un’unica soluzione.
Da questo esempio, si comprende che per poter ottenere un principio del
massimo quando ¢ # 0, bisogna supporre necessariamente ¢ < 0.
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Teorema 3.1.5 (Principio del massimo debole) Sia v € C*(Q)NC(Q) e
supponiamo che ¢ < 0. Allora risulta

(i) Au>0in Q = maxu < r%%qur,

Q

(ii) Au<0in ) = minu > —Irg%xu*.
Q

DIM. (4) Sew < 01in €, allora la tesi & ovvia. Altrimenti V' = {z € Q| u(z) >
0} € un aperto non vuoto di 2. Posto B = A—¢, siha che Bu = Au—cu >0
in V e quindi, dal Teorema 3.1.2

maxu = maxu = Ir(%ax ’LL+
Vv |4

1% ov

siccome u > 0 su V. Risulta maxu = max u, visto che, fuori di V, u(z) <
v Q

0. Proviamo infine che max ut = max ut. Osserviamo che 9V = (9V N
QUOVNIN) echeu =0sudVN, u< 0sud\ V. Allora
maxut = max u" = maxu™. Questo prova (i).
oV avVNon o0

(74) Con un semplice cambio di segno possiamo ricondurci al caso prece-

dente. Infatti

Au<0 = A(—u) >0 = max(—u) < Hél%x(fu)Jr
Q

= minu > —maxu .
Q o0

]

Corollario 3.1.6 (Principio del massimo modulo) Se u € C*(Q)NC(Q) &
tale che Au = 0esec <0, allora

max |u| = max |ul.
[ o9

DIM. Anche stavolta scriviamo max |u| = max {max u, — min u} Se max |u|
Q o Q Q

= max u, allora dalla (i) del Teorema 3.1.5 segue che
Q
max |u| < maxut < max |ul.
Q o0 o9

Siccome l’altra disuguaglianza & ovvia, concludiamo che max |u| = max |u/.
a o0
Q

Si procede in modo del tutto analogo se max |u| = — min . 0
Q Q

Deduciamo adesso un teorema di unicita per il problema di Dirichlet
associato ad A e un principio di confronto, utile nelle applicazioni.
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Proposizione 3.1.7 Siano u,v € C%(Q) N C(Q) e sia ¢ < 0. Allora
D) Au=AvinQ, u=vsudd=u=uvin
() Au>AvinQ, u<vsud=u<wvin.

Proviamo di seguito una stima a priori per 'equazione Au = f che sara
usata nel Capitolo 5. Nella dimostrazione useremo il seguente lemma.

Lemma 3.1.8 Sia  limitato e ¢ < 0. Esiste ¢ € C%(RY) tale che ¢ > 0in
e Ap < —1in Q.

DiM. Sia ¢(x) = cosh pz;. Allora
Ay

a11u2 cosh pxy + by sinh pay + ¢ cosh pay
(voh? = [ locst — lelloo) cosh .

Y

Fissiamo p sufficientemente grande e otteniamo Ay > 1. Basta adesso
prendere ¢(x) = cosh uR — cosh pz1, dove R > 0 ¢ tale che 2 C Br(0).

Proposizione 3.1.9 Sia Q limitato, ¢ < 0. Esiste C = C(£2) > 0 tale che per
ogni u € C?(Q) N C(Q) risulta

[ulloc < CllAulloc + max |ul.
DIM. Sia v = u — ||Aullec$ — maxsq |u|, dove ¢ € la funzione del Lemma
3.1.8. E’ immediato verificare che Av > 0in Q e che v < 0 su 9. Per il

Teorema 3.1.5, v < 01in Q e quindi v < C|| Au||oo + maxaq |u|, C = cosh uR.
Scambiando u on —u si conclude la dimostrazione.

Per il seguito € necessario considerare anche i casi dell'intero spazio e
del semispazio.

Proposizione 3.1.10 Supponiamo ¢ < 0. Siano A > 0, u € C*RM) N
Co(RY) e Au — Au = f € C,(RY). Allora

Wl
A

[ufloo <

DiM. Consideriamo la funzione v(z) = v + |z|?, con v > 0 parametro da
determinare. Risulta allora

N N
Av(z) =2 Zaii(x) + 22 bi(x)x; + c(x)v(z) < a+ [z

con « e (3 costanti positive opportune. Scelto v in modo tale che

a+ Bzl < Ay + |7*) = \v(x) zeRY
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(per esempio, se 1 = sup, g~ (a + B|z| — A|z|?), basta prendere v = 1), si
ha
Av <\ in RV,

Poniamo u. = u — ev. Siccome lim ;| us(x) = —00, u. ha un punto di
massimo assoluto in un certo z, e quindi

Aug(zg) <0. (3.3)
Inoltre
Aue — Aue = du — Au — (A — Av) = f —e(dv — Av) < f. B4
Da (3.3) e (3.4) segue allora che
Mg (z0) < Aue(wo) — Aue(zo) < f(20) < || fllo0
e quindi

u(e) — eofa) = ue(a) < uelao) < V= g e Ry,

Facendo il limite per ¢ — 0 della disuguaglianza precedente otteniamo

u(m)ﬁ%, reRN,

Le stesse argomentazioni applicate alla funzione —u portano ad avere ||

< %, cioe la tesi. ]

Osservazione 3.1.11 Il teorema precedente continua a valere anche se i
coefficienti sono illimitati richiedendo che

N N
> i) + Y bi(@)a < k(14 |2?),  zeRN,
=1 =1

per qualche costante k£ > 0.

Come conseguenza del principio del massimo appena provato deduciamo
I'unicita di una soluzione limitata dell’equazione \u — Au = f.

Corollario 3.1.12 Sia f € C,(RY). Se u1,us € C?(RN) N Cy(RY) risolvono
lequazione Au — Au = f, allora u; = us.

DIM. Posto u = uj — us, risulta Au — Au = 0. Per la Proposizione 3.1.10 vale
allora ||ul|o <0, ossia u = 0 e quindi u; = uy in RY. O
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Teorema 3.1.13 Supponiamo ¢ < 0, A > 0. Siano u € C*(RY) N C’b(@f),
con u(z’,0) = 0. Allora, posto Au — Au = f, si ha
[/ lloo

N

ulloo <

DiM. La dimostrazione & del tutto simile a quella fatta per R™.

Poniamo v(z) = 7 + |z|?, e scegliamo v tale che Av(z) < Mv(x), = €
RY. Definiamo u.(z) = u(z) — ev(x); siccome lim |, oo ue(x) = —00, ue
ammette un punto di massimo assoluto xy. Supponiamo che u.(zo) > 0 e
osserviamo che z( ¢ RV 1. Pertanto o € R} e

N N
Aus(l'o) = Z aij (ZL'())Dijug({Eo) + Z biDiUE(LC()) + C((ﬁo)ug(fﬁo) S 0
i,j=1 i=1

(confronta il Lemma 3.1.3 e il Teorema 3.1.2). Ne segue che
Aue(zo) < Aue(zo) — Aus(x0)

Mu(zo) — Au(zg) — e(Av(xg) — Av(xp))

f(@o) < |[[flloc

IN

cioé

Se u:(x0) < 0, la disuguaglianza precedente & ovvia perché u.(zg) < 0 <
%. Allora per ogni x vale

[/ 1l

u(z) —ev(x) = ue(z) < us(zg) < N

Per ¢ — 0 otteniamo

[[£ls
u(z) < N T € Rf. (3.5)

Applicando le stesse argomentazioni alla funzione —u otteniamo la tesi. []

3.2 PRINCIPI DEL MASSIMO IN FORMA FORTE

Sebbene il principio del massimo debole sia sufficiente per molte applica-
zioni, spesso & necessario disporre di una versione ”forte” che escluda ’esi-
stenza di un massimo interno per soluzioni non costanti. Un tale principio
per il Laplaciano si enuncia nel seguente modo.

Teorema 3.2.1 Sia Q un aperto connesso limitato di R" e sia u subarmonica
in Q. Se esiste un punto xq interno a §) tale che u(zg) = maxu, allora u é
Q

costante.
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Tipicamente la dimostrazione di questo teorema si poggia su un argo-
mento che caratterizza le funzioni subarmoniche e che & rappresentato dalla
disuguaglianza del valor medio:

1

u subarmonica in Q = V Br(y) CC Q u(y) < N
wn R Br(y)

Tale proprieta non ha un analogo nel caso di operatori di forma pitu ge-
nerale e di conseguenza la dimostrazione del principio del massimo forte
per il Laplaciano non puo essere estesa al caso generale. In alternativa,
scegliamo di seguire il metodo di Hopf, che poggia sul seguente lemma.

Lemma 3.2.2 Siano (2 aperto di RY e u € C?(2). Supponiamo che Au > 0
in Q con ¢ = 0 e che esista xg € 0N tale che

(i) wu é continua in x,
(i) u(xo) > u(x), per ogni x € €,

(iii) O verifica la proprieta della palla interna in x, cioé esiste Br(y) C
tale che xy € OBR(y).

Se esiste la derivata direzionale di u in x¢ rispetto alla normale esterna v a
Bg(y), allora
ou

Se ¢ < 0 la stessa conclusione vale a patto che u(xg) > 0. Infine se u(xg) = 0,
la tesi é vera indipendentemente dal segno di c.

DIM. Per lipotesi (4ii), esiste una palla Br(y) C 2 con z¢ € 0Br(y); pren-
dendo eventualmente una palla pil piccola Bg/(y') C Bgr(y) con centro y’
sul segmento g, possiamo supporre che Br(y)NQ = {z0}. Se 0 < o < R,
consideriamo la corona circolare C = Br(y) \ B,(y) e definiamo la funzione
ausiliaria

2 2
v(z) = e~ Tylm _ gmal Vzel

con «a costante positiva da determinare. Osserviamo che v(z) > 0in C e
v(xz) = 0su 0Bg(y). Inoltre C C QU {xo}.
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Ora, come conseguenza della condizione di ellitticita sull’operatore A e
della limitatezza dei suoi coefficienti, risulta

N

(Av)(z) = el [4a2 S sy (@)1 — ) — )

ij=1

+c(z)(1 - e_o‘(Rz_'x_yz))}

v
®

N
—alz—y|? |:4a2yox T 2a( sup Z aii(x)>
€ =1

2 (sup )] 1 = sup o) |
€ TEQ

v

N
efoclzlv*y\2 {40421/092 — 2a< sup Z a“-(x))
zeQ i=1

—2aR sup |b(x)| — sup c(x)@
€N zEQ
dove b = (by,...,bx). A questo punto, scegliamo « in modo tale che la
quantita scritta tra parentesi risulti positiva. Cosisi ha Av > 0in C. Siccome
u(z) —u(ze) < 01in Q, esiste ¢ > 0 tale che w(x) = u(z) —u(zo) +ev(z) <0
su 0B,(y) C . Tale disuguaglianza e verificata anche su 0Bg(y), do-
ve v = 0. Pertanto la funzione w gode di queste proprieta: Aw(z) =
Au(x) — c(z)u(z) + e Av(z) > —c(z)u(zo) > 0, per ogni = € C, nelle ipotesi
dell’enunciato, e w < 0 su 9dC. 1l principio del massimo debole (Teorema
3.1.5) implica adesso che w < 0 in tutto C (a tale proposito osserviamo che
la continuita di w su C, richiesta dal principio applicato, & conseguenza di
(4) e del fatto che C C QU {z0}). Calcolando la derivata normale di w nel
punto x, si ha
ow w(zo +tv) —w(zg)

. . w(zg+tv)
— =1 = lim ——~% >0
ov (o) t—lglf t t—1>I(I)1* t -

da cui segue, come richiesto, che

ou Ov R?
- > e — e o A
(x0) €5, (x0) = e2aRe >0

O

Osserviamo che la disuguaglianza 6—(3:0) > 0 & ovvia perche z € punto

v
di massimo. La difficolta nel lemma e ottenere la disuguaglianza stretta
ou

o (.’)30) > 0.
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A questo punto siamo in grado di dimostrare il seguente

Teorema 3.2.3 (Principio del massimo forte) Sia Q) un aperto connesso li-
mitato e sia u€ C?(Q) tale che Au > 0 (risp. Au < 0) in Q.
-Sec=0eu(xg) = maxu (risp. u(xg) = m(%n u), per qualche xy € €,

allora u é costante.

-Sec<0eu(xy) = max u >0 (risp. u(zg) = mg%nu <0), con zg € N

allora u é costante.

DIM. Supponiamo per assurdo che « non sia costante e che raggiunga il suo
massimo M in un punto z, all'interno di 2. Posto

QO ={zeQ|ulz)<M} e E={zeQ|ulzr)=M}

risulta pertanto che E, Q= # (. Siaz; € @~ e~ : [0,1] — Q una curva
continua congiungente i punti x e x1, cioe tale che y(0) = g e y(1) = ;.
Siccome 2~ e aperto, esiste ¢ €]0,1[ con v(t) € Q™ e v(t) € Q™ se t €], 1].
SiaT =~(t) € Fey=~(t) € Qcont > ¢ tale che dist(y,z) < dist(y, IN).
Allora r = dist(y, E') < dist(y, =) < dist(y, 92). Consideriamo la palla B, (y)
e un punto zo € E tale che dist(y, z9) = r. Il punto z, soddisfa ora le ipotesi

del lemma precedente relativamente all’aperto {2~. Siccome @(zo) >0 (v

¢ la normale esterna a B, (y)), allora Vu(z) # 0. Questo & perd impossibile
in un punto di massimo interno. O



CAPITOLO 4

SPAZI DI FUNZIONI
HOLDERIANE

Nel corso di questa seconda parte il nostro studio & rivolto al problema di
Dirichlet associato ad un operatore differenziale uniformemente ellittico del
secondo ordine con coefficienti a-holderiani. Lintento & quello di provare
che sotto opportune ipotesi di regolarita dell’aperto, in corrispondenza di un
dato di classe C* esiste ed & unica la soluzione del problema di Dirichlet
di classe C? (si ha dunque regolaritd massimale).

Prima di procedere, abbiamo bisogno di alcuni risultati preliminari. Co-
minciamo col presentare nella sezione che segue alcune informazioni utili
sulle funzioni holderiane.

4.1 PROPRIETA ELEMENTARI DELLE FUNZIONI
HOLDERIANE

Definizione 4.1.1 Siano Q aperto di RN e 0 < a < 1. Seu : Q — R,
definiamo modulo di a-holderianita di u la quantita

T o B ()
a = .
oy T
z,ye

Denotata con Cy(2) la classe delle funzioni continue e limitate in €2, chiamia-
mo spazio delle funzioni a-holderiane linsieme

C%*(Q) = {u € Cyp(Q) : [u]a < +o0}.

In particolare C%*(Q) & lo spazio delle funzioni lipschitziane in Q.
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La restrizione su « non e casuale dato che se ) € connesso le uniche
funzioni w per cui [u], < +o00 con a > 1 sono le costanti (vd Esercizio
4.1.16).

Se [u], < oo allora [u], € la pill piccola costante c tale che |u(z) —
u(y)| < c|lz — y|*, per ogni x,y € Q.

E’ immediato verificare che [-], definisce una seminorma in C%%(2)
([ula = 0 per ogni funzione costante u). Invece ||ullo = ||¢]lco + [U]a €
una norma e lo spazio (C%®(Q), || - ||») & completo (vd Esercizio 4.1.17).

Osservazione 4.1.2 Se u € Cy,(Q) verifica
lu(@) —u(y)| <clz—y|*,  |lz—yl <o, 2,y €Q

per qualche gy > 0, allora [u], < +oo.
Infatti se |z — y| > oo, risulta

_ |
|.T y| < 2||uHOO| _ y|a

)~ u(y)] < 2ulle Tz <

. 2 -
per cui [u], < max {c, “Z}‘ia”}
0

Tosservazione appena fatta consente di stabilire una relazione d’inclusio-
ne tra spazi di funzioni holderiane con diversi esponenti.

Proposizione 4.1.3 Se 3 < « allora C%(Q) — C%8(Q).
DiM. Sia u € C%(9). Essendo 3 < a, risulta

u(@) = u(y)| < [ulalz —y|* < [u]alz —yl’

sex,y € Q, |x — y| < 1. Losservazione precedente implica la tesi. ]

Direttamente dalla definizione discende che ogni funzione holderiana é
uniformemente continua e come tale prolungabile con continuita al bordo
del suo insieme di definizione. Pertanto

00 (Q) = 0%e(Q).

Proposizione 4.1.4 Se Q ¢ limitato allora Uinclusione C%%(Q) — C(Q) &
compatta, per ogni 0 < a < 1.

DiM. E’ stato gia osservato che ogni u € C%%()) appartiene a C({2) essendo
in particolare uniformemente continua. Resta quindi da provare che I'inclu-
sione & compatta. Sia (u,) C C%%(Q) tale che [u,]o < 1€ |lun|e < 1 per
ognin € N. Allora, se § > 0, si ha

w(unaé) < [un}aéa <6 Vn eN,

dove w(uy, ) = sup{|u,(z) —u,(y)| : |z —y| <} € il modulo di continuita
della funzione w,,. Pertanto la successione (u,,) € equicontinua e equilimi-
tata. Per il teorema di Ascoli-Arzela esiste una sottosuccessione (u,, ) che
converge uniformemente in Q. O
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Proposizione 4.1.5 Sia (u,)nen € C%%(Q) tale che u, converge unifor-
memente a una data u e [u,lo, < C, per qualche costante C' > 0. Allora
u € C%*(Q) e [u], < C (cioé la palla di C%(Q) é chiusa nella norma || -|| s0)-

DiM. Chiaramente u € Cy,(2). Per ogni z, y € {2 risulta
[un () — un(y)| < Clz —y|*.

Passando al limite puntualmente si ha quanto richiesto. ]

Definizione 4.1.6 Se k € Ne a € (0, 1], definiamo
Ch(Q) == {u € CF(Q) : DPu € C**(Q) per ogni 3 con |G| = k},

dove Cf(Q) ¢ lo spazio delle funzioni derivabili con continuita k volte e limitate
in Q con tutte le derivate. Posto

lullka =Y 1D ulloe + Y [D7u]a

|BI<k |B1=Fk
con u € Ck(Q), risulta che (C**(Q), ] - ||x.a) € spazio di Banach.

Osserviamo che I'holderianita delle derivate non implica in generale quella
della funzione. Cio dipende dalla natura geometrica dell’aperto 2: come ve-
dremo, se questo risulta regolare in qualche senso, l'inclusione C*%(Q)
Ck=1.2(Q) risulta verificata per ogni k.

Un problema simile legato alle proprieta geometriche di 2 & rappresen-
tato dall'immersione C} () — C%2(Q).

Proposizione 4.1.7 Se Q é un aperto convesso di RY, allora per ogni a €
(0, 1] risulta che C () — C**(Q).

DIM. Sia u € C}(Q2). Fissati z,y € , per il teorema di Lagrange, esiste
¢ € Q tale che

u(@) —uly) = Vu(§) - (y — ).
Pertanto
lu(z) —u(y)] < |Vullo|z — yl.
Cio implica che u appartiene a C%*(Q) e quindi, per la Proposizione 4.1.3,
ad ogni C%(Q). O
In particolare, se 2 = RV, C}(R") & incluso in C%(R¥Y). Osserviamo
comunque che C}(RY) non & denso in C%*(R") (vd Esercizio 4.1.18).

Se viene meno l'ipotesi di convessita di (2, il risultato precedente e falso
in generale, come mostrano i due controesempi seguenti.
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Esempio 4.1.8 Sia (2 un quadrato aperto privato di un segmento, per esem-
pio

1 1
Q:{(Jc,y)ERQ: O<ac<1,0<y<1;y¢]2,1[sex:2}.

Prendiamo una funzione u che sia limitata insieme alle derivate parziali
prime in Q e che valga identicamente 0 e 1 da parti opposte rispetto al
segmento mancante. In tal modo u non & in C%® per alcun a: su due

punti arbitrariamente vicini in {2 ma separati dal segmento mancante, la
differenza dei valori di u € costantemente uguale a 1.

Esempio 4.1.9 Siano Q = {(z,y) € R?: 22+ 12 <1, y < 2z|z} eula
funzione cosi definita

[ (signz)y® sey >0
U(:Z?7y){0 Seygo

conl < fg<2.
Chiarlamente u € C}(). Presi per z > 0 punti del tipo (z, lz|2) e
(—x,|z|?) a distanza 2z, risulta

B
2

u(e, |z|?) = 27, u(-z,|z]?) = —a3.

Se g < «a allora u non & a-hélderiana in ©, pur essendo in C} ().

In entrambi i controesempi appena mostrati, I'inclusione di C}(Q) in
C%%(Q) fallisce perche la distanza euclidea utilizzata nella definizione di
C%%(Q)) non tiene conto della geometria dell’aperto considerato. Per questo
€ opportuno introdurre la nozione di distanza geodetica.

Definizione 4.1.10 Sia 2 aperto connesso di RY e siano =,y € . Definiamo
distanza geodetica tra x e y in Q2 la quantita

da(z,y) = inf{l(y) : v curva C! a tratti congiungente = e y in 2},
essendo () la lunghezza di .

Naturalmente dq(x,y) > |z — y|. Se Q & convesso allora dg, coincide con
la distanza euclidea.

Definizione 4.1.11 Q si dice di tipo o, con 0 < a < 1, se esiste M > 0 tale
che
dﬂ(x»y)SM‘x_?ﬂa Vx,yeQ.

(2 si dice regolare se per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che dq(z,y) < € per ogni
z,y € Qcon |z —y| < 4.
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Chiaramente se 2 € di tipo « per qualche « allora é regolare. Inoltre si
dimostra che se 02 & lipschitziano allora 2 & di tipo 1.

Linteresse verso questi aperti e giustificato dalla seguente proposizione
che indebolisce l'ipotesi di convessita della Proposizione 4.1.7.

Proposizione 4.1.12 (@) Se 2 édi tipo o, con 0 < a < 1, allora C} () —
C%(Q) e CH*(Q) — C*12(Q), per ogni k € N.

(b) Se Q é regolare allora C}(Q)) — BUC(Q) — C(2), dove BUC(R)
indica la classe delle funzioni limitate e uniformemente continue in Q.

DIM. (a) Siano u € C}(2) e e > 0. Siano z,y € 2 e v una curva C' a tratti
contenuta in € tale che v(0) = z, v(1) = y e I(vy) < da(z,y) + . Posto
v(t) == u(~(t)), risulta

u(y) — ulz) = o(1) - v(0) = / o ()dt = / Vu((t)) - 4 (t)dt,
da cui
fu(y) — u(@)] < || Vul / FOldt = [Vullool(7) < [Vl (ol y) + 2.

Mandando ¢ — 0 e usando che ) & di tipo « otteniamo che u € C%* (). Per
la seconda parte di (a) basta applicare quanto appena provato alle derivate
di ordine k — 1 di un’arbitraria funzione di C**((Q).

(b) Si procede esattamente come in (a). ]

Spesso ¢ utile saper prolungare una funzione v € C*%(Q) ad una fun-
zione u € C**(R™) al fine di trasferire a u delle proprieta valide in RYV.
Naturalmente quest’estensione non si puo costruire sempre, ma € possibile
per aperti sufficientemente regolari.

Ricordando la Definizione 1.0.1, un aperto € & di classe C* se le tra-
sformazioni H,.J sono di classe C*® nei rispettivi domini.

Teorema 4.1.13 Sia Q un aperto limitato con bordo 92 di classe C*:®. Allora
esiste
E:Ch*(Q) — cP*(RY)

operatore lineare tale che per ogni u € C*%(Q) risulta
(1) Eu=uinf(),
2) HEU”CV‘,Q(RN) <K HuHcr.a(Q) per ogni r < k.

Omettiamo la dimostrazione di questo risultato generale mentre sottoli-
niamo con il seguente corollario cio che sara utile per i nostri interessi.
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Corollario 4.1.14 Se 2 ¢ un aperto limitato con bordo di classe C*< allora
Ch(Q) — C*=12(Q) per ogni 0 < a < 1.

DiM. Se u € C**(Q) allora Eu € C**(RY). Siccome R" & convesso,
per la Proposizione 4.1.7 siha Eu € C*~12(RY). In particolare u = Eulq €
Ch=Lo (), 0

Esercizio 4.1.15 Provare che la funzione f(z) = |z|*, con 0 < a < 1, &
a-holderiana.

Esercizio 4.1.16 Siano € un aperto connesso di RY e a > 1. Se u €
C%%(Q), allora u & costante (basta provare che esiste Vu e che Vu = 0).

Esercizio 4.1.17 Provare che || - ||o = || - ||oo + []o € una norma in C%<(£2)
e che lo spazio (C%*(Q), || - ||) &€ completo.

Esercizio 4.1.18 Provare che

C}}(RN)Il'HCOﬂ(RN) —{ueC®*®N) : lim sup lu(z) —u(y)| _ 0
6—0 0<|z—y|<d |J3 - y|a

(Suggerimento: usare convoluzioni).

Esercizio 4.1.19 Sia (u,) C C%%(Q), ||us||o < C. Provare che esiste (uy, )

sottosuccessione di (u,) convergente uniformemente sui compatti ad una
funzione u € C%*(2) con |jullo < C.

4.2 ALCUNE DISUGUAGLIANZE INTERPOLATIVE

Definizione 4.2.1 Siano X, Y e Z spazi di Banach tali che Z — Y — X.
Scriveremo che Y € Jy(X, Z), con 0 < 6 < 1, se esiste una costante ¢ > 0 tale
che

Izlly < ellzlx’lz1% z€Z (4.1)

Osserviamo che la stima (4.1) implica per ogni > 0 esiste ¢,, > 0 tale
che
Izlly <nllzllz + cqllzl x- (4.2)

Infatti, per la disuguaglianza di Young risulta per ogni e > 0
lzlly < iz e )2l 2) < e (8112llz2% + (1= B)]lzllx=7T)
che & la (4.2). Da notare che si puo scegliere in modo arbitrario di rende-

re piccolo il contributo di ||z||x o di ||z||z (dipende da cio che si riesce a
controllare meglio).



4.2 Alcune disuguaglianze interpolative 57

Viceversa, a partire da (4.2) si puo ottenere (4.1) conoscendo la dipen-
denza di ¢,, da n. Basta infatti minimizzare rispetto a n la quantita a secondo
membro di (4.2).

In questo linguaggio la stima (a) della Proposizione 1.2.1 del primo
capitolo dicono che H*(RY) € J1 (L*(RY), H*(RY)).

Esempio 4.2.2 Sia ) un aperto di misura finita e siano r» < p < ¢. Allora e
noto che L1(Q)) — LP(Q) — L"(Q). Sia ora § € [0, 1] tale che % = 1%19 + g.
Per la disuguaglianza di Holder si ha che

1l < 1NN AIY vfe L)
ciod LP(Q) € J1_o(L" (%), LI()).

Se 3 € R* scriviamo 3 = k + «, dove k = [3] € N ¢ la parte intera di (3.
Definiamo quindi
CP(Q) == CF*(Q),
sea>0e
CP(Q) = CF(Q)

se a = 0.
Enunciamo a questo punto il teorema pit importante di questa sezione.

Teorema 4.2.3 Siano a, (8 e v numeri reali tali che 0 < o < 3 < ~. Allora
CORY) € Jp—a (C*(RY),C7(RY)). (4.3)

DiM. Dimostriamo il teorema solo in alcuni casi particolari (che sono poi
quelli che useremo pit spesso).

(@) CO*(RYN) € J,(Co(RY), CLRN)), 0 < a < 1.

Occorre provare che |ullo, < cllull§”*|lul|$, per ogni v € CL(RY) con
llull1 = Julloo + || V]| co- Stimiamo separatamente ||u||oo € [t]q-

Siccome |ulls < |lull1 segue subito che |julloo < [Jullls®||ul|$. Inoltre
valgono

u(z) — u(y _
[ue) = 4@l Gyl — g,
|z — 9|
‘ fu(z) — u(y)
u(zx) — u(y _
1) = W)l g o — 1
|z — v

Usando entrambe queste disuguaglianze abbiamo
u(z) —u(y)| {I?t(ﬂc) - U(y)l} ¢ {IU(x) - U(y)l} e
|z —y|* |z —y|* |z —y|*
IVl = y* = 2]lulloo) '~z — y| 70~

IA
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da cui segue che [u]o < 2'7*[[ul [ Vullg, < 28 Jull 7 {|ullf-
(b) CH(RN) € Jo(CLHRYN),CERM)),0 < a < 1.

Basta applicare (a) alle derivate parziali prime.

(c) CL(RM) e J%(Cb(RN),CE(RN)), 0<a<l.
Sia u € CZ(RY). Applicando la formula di Taylor, possiamo scrivere
b <1, teo,1]

u(z 4+ th) = u(z) + Vu(z) - th + %tQ(DQu(f)h, h)

da cui segue
(D*u(€)h, h).

N | =+

th) —
Vu(z) - = U )
Prendendo l'estremo superiore su tutti i vettori 4 tali che |h| < 1 si ha

2 t
1Vulle < Sllulloc + 5 1D%u] -

La tesi segue ora minimizzando il secondo membro dell’ultima disugua-

glianza rispetto a t.
(d) C*(RN) € Jise (Co(RN),CE(RM)), 0 < a < 1.

E’ sufficiente applicare i primi due casi dimostrati:
ol o PR O l4a - 1-
[ullLa < cllullgllulli™ < elullgllulles llully® = callully® lulle?

(e) CO*(RN) € Jo (Cy(RY), CZ(RN)), 0 < a < 1.
Applicando il primo caso e poi il terzo al termine ||u||$ si ha

_ _ o a 1— a
lulla < ellullis*ullf < erflulsslul&lully = ellullss * [lulls

() CARN) € J (CHRN), C22(RMN)), 0 < a < 1.
Ricorriamo di nuovo allo sviluppo di Taylor e scriviamo
u(z +th) —u(z) = th-Vu(z)+ %ﬁ[(p%(g)m ) + (Du(z)h, h)

—(D*u(x)h, h)]

con [h| < 1let € [0,1]. Quindi
(D%u(x)h, h) = 2u(:c + titLQ) —u(x)
Applicando il teorema di Lagrange si ha

Valn) b _ %h - Vu(z) + (D*u(z) — D*u(é)h, h),

~ 2h Vuw) + ((D*u(z) ~ Du(€))h,h)

(D*u(z)h, h) =2
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per qualche 7 tra x e x + th. Allora
4
|(D*u(@)h, h)] < 2 Vulloo + [D*u]at?,

avendo tenuto conto che |z — ¢| < t. Prendendo I'estremo superiore su tutti
gli h con |h| < 1 si ha in definitiva

4
[D*u|oe < ;IIVUIIOO + [D?u]ot™.
Minimizzando ¢ si ottiene la tesi. O

Corollario 4.2.4 Sia 2 aperto limitato di classe C7. Allora
CP(Q) € Jo-a (C*(Q),C7(Q)) 4.4
cond<a<pg<ny.

DiM. Data la regolarita di Q esiste ' operatore di estensione tale che
| Eullcrmry < K |lul|cr(q) per ognir < +. Per ogni u € C7(€) si ha dunque

2=8 B=a
l[ulles o) [Eullos(o) < IBullcs@yy < cllBull daign 1Eull & (rny

2=8 B-a
Y

=2 =
CK”qu’Q(Q) HU’HC’Y(Q)

IN

grazie al teorema precedente. O

Corollario 4.2.5 Sia Q un aperto di classe C*<. Allora per ogni € > 0 esiste
c. > 0 tale che

[l lullt,as [ullz < ellulla,a + cellulleo Vu e C**(Q)

(dove la dipendenza di c¢. da € cambia per le varie norme che compaiono
nel primo membro della disuguaglianza precedente). In particolare se u €
C**(Q) allora || - ||l2,a € || - lloo + [D?]a sono norme equivalenti.
DiM. Ricordiamo che per definizione ||ul|2,o = ||u] s + ||V oo + || D?*u]| oo +
[D?u],. Per il corollario precedente C#(Q) € Js—o (C*(),C7(Q)). Se
prendiamo v = 2+ a e a = 0 per ogni 0 < 8 < 2+ « otteniamo che
CP(Q) € J s (Cy(Q),C*T*(Q)). In particolare per 8 = a, 8 = 1+ a,
24«

0B = 2 si ottiene la prima parte dell’enunciato.

Usando poi le stime corrispondenti ai casi § = 1, 8 = 2, possiamo
scrivere per ogni e > 0

lullz.a = llulloc + [Vulloc + [[D?ulloc + [D*u]a

< ulloo + [D*ula + ellullz,a + cellufl o

Scegliendo ¢ = 1 otteniamo
[ull2,0 < €(Julloo + [D*ula)

e questo conclude la dimostrazione. O
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Esercizio 4.2.6 Provare che C} (RY) ¢ J 1 (Cy(RN), C1(RY)).

4.3 CARATTERIZZAZIONE INTEGRALE DELLE
FUNZIONI HOLDERIANE.

Siano (2 aperto limitato di RY, zp € Q e ¢ > 0. Poniamo Q(zg, 0) = QN
By(z0). Se u € C%(Q), si vede facilmente che

/ () — ulzo) 2dz < wnul? oV, @5)
Q(zo,0)

dove wy & la misura di Lebesgue della palla unitaria di RY. La stima
ottenuta & significativa per o — 0, poiché da esplicitamente 'andamento
dell’integrale a primo membro.

Se indeboliamo le ipotesi su u e richiediamo soltanto che u sia limitata,
allora I'unica stima possibile &

[ luta) = uleo) Pz < afulone®.
Q(z0,0)
Assumendo u uniformemente continua invece
[ o) - ) Pde < P, o™
Q(ZEO,Q)

dove w(u, 0) — 0 se g — 0.

E’ chiaro quindi che la convergenza a zero della quantita integrale con-
siderata e tanto piu veloce quanto pilu e regolare la funzione u. Se u €
L] (), evidentemente non ha senso fare valutazioni puntuali. In questo
caso, sostituiamo u(z() con la media integrale di u su Q(xg, o). Definiamo

.
Ugg,0 '= Tm—7 u(y)dy (4.6)
© = [0, o)l Jogo "

dove |Q2(zg, 0)| denota la misura di Lebesgue dell'insieme (zg,0). Pro-
viamo che se u € C%*(Q) allora una stima come (4.5) continua a valere
sostituendo u(zg) con u,, ,. Infatti

1
u(To) = Ugg,p = o 2] Q(%M)(u(ﬂﬂo) —u(y))dy

da cui segue che

vl
U(T0) — Uzg,o| £ 75— w(y) — u(zo)|dy < [uln0%.
‘ ( 0) 09| |Q(JJO,Q)| Q(zo,g)| ( ) ( 0)| [ ]
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Applicando la disuguaglianza triangolare e la stima appena ricavata abbia-
mo

(@) =ty o] < (@) —ul®o)|+[w(w0) = tay,o| < 2[ula0™  selr—xo| <o

Elevando al quadrato e integrando su Q(zg, ¢) otteniamo infine
[ )~ ) Pls < aluPne™ >, ve>0. 4)
Q(zo0,0)

E’ interessante far vedere che vale anche il viceversa, per cui (4.7) carat-
terizza completamente le funzioni holderiane.

Definizione 4.3.1 Fissiamo A > 0. Se u € L2 (), definiamo la seminorma

loc

1
lul3 := sup )\/Q( )|u(x) — Uy | dx. 4.8)
To,0Q

o €N
0>0

Chiamiamo spazi di Campanato gli spazi
LPMNQ) = {u € L*(Q) : |ulx < +00}.

Ogni L?*(Q) & uno spazio di Banach se munito della norma || - |3 = || - |3 +
.

Richiedendo che sup,,cq p0 5% Joao.0) I0(@)|? < +o0 si ottengono i
cosiddetti spazi di Morrey.

E’ utile per il seguito introdurre delle varianti della seminorma appena
introdotta e di quella holderiana. Precisamente, fissiamo Ry > 0 e poniamo

1
|u|§\)RO ‘= sup —)\/ |u(z) — uwo,g|2dx (4.9)
0 EQ 0% JQ(xo,0)
0<0<Ro
e
u(y) — u(x
[U]a, Ry == sup M (4.10)
. ly — |
0<[z=y|<Ro

Per avere la caratterizzazione integrale delle funzioni holderiane richie-
diamo una proprieta di regolarita all’aperto (2.

Definizione 4.3.2 Diciamo che ) é di tipo (A) se esiste A > 0 tale che per
ogni xg € Qe p > 0risulta

1Q(z0, 0)| > A"
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Notiamo che tale proprieta ¢ significativa quando x € vicino a 92. Se 92
& un bordo piatto allora |[Q(zo, 0)| > 3|B,(z0)| = swno". Si pud provare
che se 91 e lipschitziano allora Q2 e di tipo (A).

Se o> 0ewue L. (Q), poniamo

1
|Q(SE, Q)| Q(z,0)

(Vou)(z) := u(y)dy (4.11)

Proposizione 4.3.3 Siano () di tipo (A) e supponiamo 1 < p < oo. Valgono
allora le seguenti affermazioni

(1) Vo LP(Q) = LP(Q),  [[Vell < (%)%
) lir%Vgu = in LP(Q);

94)
(3) Vou e C(Q), per ogni u € LP(Q).

DiM. (1) Siau € LP(Q2). Applicando la disuguaglianza di Holder, otteniamo

1

|[(Vou)(2)|P < 19z, 0)] Jaa.o

lu(y)|Pdy.

Integrando su §2 e usando il Teorema di Fubini risulta

Py 1 w()Pduy da
fiwmera < [ oo [ Py
p 1 T
o ], |ﬂ<x,@>|d “
/ e’

= = Py — N (P
2ty = Sl

(2) Se u € C§°(Q) allora V,u converge a u per ¢ — 0 in LP(Q2). In
generale se u € LP(()), basta argomentare per densita, notando che grazie
a (1), la famiglia di operatori (V,), € equilimitata in norma.

(3) Per provare che V,u e una funzione continua in 2, basta provare che
le funzioni f(x) = |Q(x, g)| eg(x fQ(w ») t(y)dy sono entrambe continue.

Infatti

IA

IN

[[Q(z, 0)| — 12y, 0)|| < |z, 0) A Qy, 0)| < |Bo(z) A By(y)],

da cui mandando y — =z si ha la continuita di f(z) (per convergenza
dominata).
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Inoltre

/ u(z)dz—/ u(z)dz S/ |u(z)|dz.
Q(z,0) Qy,0) Q(z,0) A2 (y,0)

Siccome |Q(z, 0) A Q(y, 0)] — 0 per y — =z, per I'assoluta continuita del-
l'integrale di Lebesgue il secondo membro della disuguaglianza precedente
tende a 0 per y — z. Da qui la continuita della funzione g(z) e quindi la
tesi.

Veniamo ora al teorema piti importante di questa sezione.

Teorema 4.3.4 Siano ) un aperto di tipo (A) e N < A < N + 2. Allora esiste
¢ = c(\, A) > 0 tale che per ogni u € L**() esiste v € C(Q) con v = u q.o.
e

[v]a Rg < C()\,A)|U|)\7R0 VRO >0 (412)

dove o = 25N [Inoltre, se Q ¢ limitato gli spazi L?>*(2) e C%(Q) sono

2

isomorfi.

DiM. Sia u € L2 () e fissiamo r < R < Ry. Allora, se z € (2, si ha
Uz, R — Uz r| < Uz, r —w(2)] + |u(z) = ug,r|.

Elevando al quadrato la disuguaglianza precedente e tenendo conto del
fatto che (a + b)? < 2(a? + b?) segue che

o,k — o |* < 2t m — u(2)]” + 2lu(2) — ug |

Integrando in z € Q(x,r) otteniamo che

O llrn =l < 2 [ e u)ds
Q(z,R)

—|—/ lu(z) — um’r|2dz>
Q(z,r)

< 2 (|u|§\7R0RA + |U|?\,R07"A) < 4R/\|U|?\,R0~

Ora, poiche 2 & per ipotesi di tipo (A) possiamo stimare |Q(x,r)| e avere
ARMul} g 4 _
|Ux,R - Ua:,r|2 < T’O < (A) R)\T N |u|§,R0. (4.13)
Posto R; = R27%, da (4.13) discende che

4 Ap—N N 4 A—No—i(A—N
|uz,Ri - u:z:,Ri+1|2 < ZRZ Ri+1 |u‘§\,Rg =2 ZR 2 i ) |u|§\,R0
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da cui, ponendo ¢(A)? = 2V4/A

A=—N _—i(A=N)

|u$7Ri — uﬂﬁ-,Ri+1| S C(A)R 2 2 2 |u|>\7R0. (414)

. . . . —iA=N)
A questo punto, osserviamo che grazie alla scelta di A la serie Y ;2 27

& convergente. Pertanto la serie di funzioni

oo

Z(U%Ri — Uz, R;14 )

i=0

converge totalmente in Q) e quindi anche uniformemente. Siccome si tratta
di una serie telescopica, otteniamo che la successione (u; g, )ien converge
uniformemente in (2 per ¢ — oo ad una certa vgr. Siccome uy g, = (Vg,u)(x)
¢ continua per il punto (3) della Proposizione 4.3.3, anche vy € continua 2.
Inoltre per il punto (2) della stessa proposizione, u, r, ha un’estratta che
converge q.0. a u. Per unicita del limite deve essere u = vg. Infine osser-
viamo che la funzione limite non dipende da R: se R; # R, allora in ogni
caso vg, = u e vg, = u g.0. Ma, essendo vg, continue, necessariamente
VR, = UR,. Poniamo allora v = vp.
Sommando (4.14) segue che per ogni i,p € N si ha

AN
|u$7Ri - uw,R¢+p| < C(A7 )‘) R |u

A, Ro
dove ¢(A, \) contiene la somma della serie Y ;- 9 =50
Prendendo ¢ = 0 e mandando p — oo otteniamo
A—N
luz,r — v(z)| < C(A,N) R™7 |ulx Ry (4.15)

perogni R < Ry e x € (.
Adesso prendiamo z,y € Q a distanza [z — y| < 2 esia R = |z — y|.
Siccome per ogni z € ( risulta

[ug2r — uy2rl” < 2us2r — u(2)” + 2Ju(z) — uy2r)*

integrando su Q(z,2R) N Q(y, 2R) 2 Q(z, R) U Q(y, R), otteniamo

e, 2R) N Qy, 2R)||us 2 — uyonl? < 2/ g am — u(2)|2dz +
Q(x,2R)

2 [ Julz) - uyanf
Q(y,2R)
< ACRMul} g,-
Sfruttando l'ipotesi che Q & di tipo (A) segue che

- 2<gl’i 2 o <\ A 5 RN
o2k = uy2rl” < —= g luli r, < c1(A Aul3 g, :
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Pertanto
AN R
[uz 2r — uy2r| < c1(N A)luly gl —yl 2, lz —y| < 70 (4.16)

Per concludere teniamo conto delle stime (4.15) e (4.16) per ottenere per
|z —y| < B econR=|z—y|

[o(z) = v(y)]

IN

|v(%) — Uz 2r| + Uz 2R — Uy 2Rr| + Uy 2R — V(Y)|
C(A, N [ulxry (|2 =y 7). (4.17)

A

Abbiamo in definitiva provato che
[v]a,% S C(A7A)‘U|A,Ro == C()\aA)|'U|)\,R0 (418)

con a = 25,

Per completare I'isomorfismo degli spazi L>*(Q) e C%%(Q), con \ =
a + 2N e Q limitato, osserviamo che |u|y < C(N)[u], (segue da (4.7)) e
lul|z2 < |2 ||ul|o per cui CO(Q) — L>*(Q). Viceversa, se u € L>*(Q)
e v ¢ come nell’enunciato, allora preso y €  tale che v(y) = vq con vq

media integrale di v in €2, applichiamo (4.17) e deduciamo che
[0(2)] < [val + e(X, A)(diam)*[v]x < |2]712[|v]| 2 + e(X, A)(diam$2)” |o] 5,

che insieme a (4.18) da I’altra inclusione. O

4.4 RICHIAMI SUGLI SPAZI DI SOBOLEV

Sia €2 aperto limitato di RY di classe C'. E’ noto che

Np

p<N = WL(Q)— L¥>(Q),
p=N = W (Q) < LIQ), Vg < 400,

p>N = WP(Q) = C%" 5 (Q) — L=®(Q).

Poiche (2 & limitato I'immersione di W'?(Q) in LP(2) & compatta per ogni
1 < p < . Cio consente di provare la seguente disuguaglianza di Poincare.

Proposizione 4.4.1 Siano Q aperto limitato connesso di R con bordo di
classe C' e p € [1, +00)]. Allora esiste una costante ¢ = ¢(€2, N, p) > 0 tale che

</ U—UQ|p>pSC< |Vu|p>p, (4.19)
Q Q

per ogni u € W'P(Q) con ug = 17 g, u(w)da.
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DiM. Per assurdo supponiamo che esista una successione (u,,) C W1P(Q)
con (up)o = 0 (cid € sempre possibile a meno di considerare v,, = u,, —
(un)q) tale che per ognin

/|un|p2n/ |Vu,|P.
Q Q

Non e restrittivo assumere che ||u, |, = 1. Segue che

1
Q Q n

Allora (u,) € una successione limitata in W17 (Q) che ¢ immerso con com-
pattezza in LP(). Pertanto esiste una sottosuccessione (u,,) C (uy) che
converge a u in LP(2), per qualche v € LP(£2). Naturalmente v € ancora a
media nulla e ||u||, = 1. Siccome |[Vu,, b < % si ha complessivamente
che u,, — u e Vu,, — 0in L?(Q). Segue che u € W1P(Q) e Vu = 0.
Poicheé 2 & connesso questo implica che u & costante. Ma « ha media nulla,
quindi « = 0 in 2, mentre |jul/, = 1. O

La dipendenza della costante della stima (4.19) dall’aperto 2 non e espli-
cita. Se pero € & una palla allora e possibile stabilire come tale costante
dipenda dal raggio.

Proposizione 4.4.2 Se cp, é la costante in ) = Bp della Proposizione 4.4.1
allora cg = Re.

DIM. Se u € H'(Bg) definiamo
v(z) =u(Rx) |z|<1.

Allora v € H'(By). Osserviamo inoltre che

1 1 T 1
UR = 75— u(x)dr = —— v(—)dﬂc:— v(y)dy = v;.
Bal Jo, " Bl Sy, BT B S, O

Dalla Proposizione 4.4.1 si ha

/ lo(z) — vy [Pd < c%/ |Vo(x)|*dz
B, By
e quindi, poiche Vv(z) = RVu(Rz) e vy = ur
/ |u(Rx) — ugp|*dx < c? R?*|Vu(Rz)|*da.
Bl Bl

Cambiando nuovamente variabile troviamo pertanto

[ tuty) —unPay < R [ 19u()Pay
Br Br
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Osservazione 4.4.3 In analogia al caso p = 2 possiamo definire la semi-
norma

1
ul}, == sup —)\/ [u(x) — Uz, o|Pdx 1<p< .
0>0 e Q(zo,0)
ToEN
Con la stessa tecnica si puo provarechese N < A< N+pea = % allora

[]a €] |rp sono equivalenti. Tale generalizzazione ¢ interessante perche
permette di dimostrare in modo semplice il seguente teorema.

Teorema 4.4.4 Se p > N allora
Wl’p(RN) N CO,Q(RN)

cona=1-L%,
p

DiM. Se u € WP(RY), applicando la disuguaglianza di Poincaré abbiamo
che

/| )~ S G [ vl <Vl .
xo,0 x

BQ( 0)

Pertanto .

o ) )|U*uxo,g|p§0f\\VUH§-
o\To

Prendendo I'estremo superiore al variare di o > 0 e o € R otteniamo
[ulpp < 1 [Vullp < +oo.

Per 'equivalenza di [, €| - |, con o = % segue che u € CO*(RY). [

Esercizio 4.4.5 Provare I'Osservazione 4.4.3.






CAPITOLO 5

STIME DI SCHAUDER PER IL
PROBLEMA DI DIRICHLET

5.1 ORIENTAMENTO

D’ora in poi indicheremo con A l'operatore differenziale del secondo ordine

N
Au(z) = Z a;;(z)Djju(z) + Z bi(z)Dsu(x) + c(x)u(x), z €N
ij=1
con Q aperto di RY, a;;,b;,c € C%%(Q) per a € (0,1) e
N

Z aZ](;L)&fj > V()|f|2, x € Q, 5 € RN
ij=1
con vy > 0. Indichiamo con ko = max; ;{||aijlla; [|billas [|¢]la}-

Il motivo per cui escludiamo il caso o = 1 si pud spiegare intuitiva-
mente se si tiene conto che la norma di C*(Q) & sostanzialmente la norma
uniforme per le derivate prime.

I punti cruciali nella risoluzione del problema di Dirichlet

Au=f in Q
{ u=~0 su 0N G.1)

sono rappresentati dai seguenti teoremi.

Teorema 5.1.1 (Stime di Schauder) Sia Q aperto limitato di classe C*“.
Supponiamo ¢ < 0. Allora esiste una costante C = C(vy, ko, ) > 0 tale che
per ogni u € C**(Q) con u|pq = 0 risulta

[ull2,0 < CllAulla. (5.2)
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Teorema 5.1.2 (Problema di Dirichlet per il A) Sia Q) aperto limitato di
classe C*. Allora per ogni f € C%2(Q) esiste (unica) u € C*<(Q) tale che

Au=f in Q
u=20 su 0N

Riguardo al Teorema 5.1.1, osserviamo che senza restrizioni sul segno di
¢ si puo provare una stima del tipo

[ullz.0 < C ([Aulla + [ulloo) -

Insieme questi risultati permettono di risolvere il problema di Dirichlet
per un operatore qualunque. Cio € possibile grazie al metodo di continuita
provato di seguito.

Teorema 5.1.3 (Metodo di continuita) Siano X, Y spazi di Banach, L ed
L, operatori lineari e continui da X in Y. Consideriamo gli operatori lineari

LtZ(l—t)L0+fL1, tE[O,l],
e supponiamo che esista una costante C' > 0 tale che
|Lizlly > Clz||lx, z€X,tel0,1]. (5.3)

Se Ly é suriettivo allora anche L, é suriettivo (e quindi bigettivo per la stima

(5.3)).

DiM. Osserviamo che la stima (5.3) implica che ogni L, € iniettivo.

Sia E = {t € [0,1] : L, & bigettivo}. Per ipotesi 0 € E, per cui E # (). Se
to € E allora Ly, & bigettivo, e per (5.3), || L;)'|| < &.

Inoltre L, = Ly, (I + (t —to)L;," (L1 — Lo)). Segue allora che L, & inver-
tibile se e solo se I + (¢t — tO)Lng(Ll — Ly) e invertibile. Cio6 € assicurato se
[(t—to)Ly," (L1 —Lo)|| < 1 e per questo & sufficiente che [t—to| < m
Posto 6 = m e preso t, = 0 € E, per quanto provato si ha che
[0,6] C E. Ripartendo da ¢ e ripetendo lo stesso ragionamento si ottie-
ne che [§,20] C E, e cosi via. Dopo un numero finito di passi si avra che
[0,1] C E, quindi la tesi. O

Il teorema che segue sintetizza i risultati precedenti e risponde comple-
tamente al problema della risolubilita di (5.1).

Teorema 5.1.4 Sia Q limitato di classe C*®. Supponiamo c < 0. Allora per
ogni f € C%*(Q) esiste un’unica u € C*%(Q) tale che

Au=f in
u=20 su 0f)
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DiM. Consideriamo gli spazi di Banach
X ={ueC®(Q) uypn =0}, Y=C"Q)
(X con la norma indotta da C*%(2)) e gli operatori

Lo=A:X—>Y
L1=A:X-Y
Li=(1-t)A+tA

I Teoremi 5.1.2 e 5.1.1 implicano rispettivamente che L € invertibile e che
vale la stima |jul|x < C(vi, ki, Q) || Lyully. Siccome af; = (1 — t)ds; + tag,
bt = tb; e ¢! = tc, per ogni t € [0, 1] risulta

l|af;lla < (1 —1t) +tho < max{1,ko}

16 < tho < ko

leflla < tho < ko

.MZ

al;(2)6&; = (1= 0)IE]° + wotl¢]” = min{1, o} &),

3,j=1

Pertanto le costanti C(u, k¢, 2) della stima si possono prendere indipen-

denti da ¢. E’ lecito ora applicare il metodo di continuita per concludere la
dimostrazione. O

Il nostro obiettivo € dunque dimostrare i Teoremi 5.1.1 e 5.1.2.

Al fine di semplificare la notazione, se By denota una palla di raggio R,
scriveremo up al posto di ug, g, dove x( € il centro della palla, che risulta
fissato, e uz, r € definito in (4.6).

5.2 STIME DI SCHAUDER PER EQUAZIONI A
COEFFICIENTI COSTANTI

N

Consideriamo 'operatore a coefficienti costanti A = Z a;; D;j con a;; €
ij=1

R, |aij| < My e vy > 0 costante di ellitticita.

Teorema 5.2.1 (Disuguaglianza di Caccioppoli) Sia Bg una palla aperta
di RY. Supponiamo che u € H'(Bg) risolva l'equazione

N
Z aijDiju =0

i,j=1
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in Bg. Allora esiste una costante ¢ = ¢(vg, My) > 0 tale che per ogni r < R si

ha
2 c 2
/B |Vul* < "= /BR | (5.4)

r

DiM. Osserviamo innanzitutto che l'esistenza di una soluzione H'(Bg) del-
I'equazione considerata non €& un’ipotesi restrittiva poiche e garantita dal
teorema di Lax-Milgram. Infatti, essendo i coefficienti costanti, 'operato-
re puo essere scritto in forma di divergenza. Inoltre il Corollario 2.2.14
assicura che tale soluzione & C'* all'interno di Bg, per cui I'equazione in
particolare & soddisfatta puntualmente.

Per ogni ¢ € H}(Bg) si ha che

/ Z%D uD;¢ = 0. (5.5)
BRz_] 1

Fissato r < R, prendiamo n € C§°(Bg) taleche 0 <n <1,n=1in B, e
Vnlleo < 72, per qualche L > 0. Scegliendo ¢ = n*u € H}(Bg) in (5.5)
e tenendo conto dell’ellitticita dell’'operatore, otteniamo

N
0 = / Z CLZ]D uD T] U / Z aijDiuDju
B BR

Rij=1 i,j=1
/ Z aij nuD;uDj;n
Ble 1
N
> Vo/ UQ‘Vu|2+2/ ZaijnuDiuDjn.
Br Br ij=1
Pertanto
Vo/ n|Vul> < =2 ZawnuDuDJn
Br Br i j=1
< (M) [ pallVallul[ V1
Br
3 3
< co) ([ wPvap) ([ evop)
Br Br
(Mo) = wwa) ([ )’
gt ([ o) ()
R—r Bn Br
e quindi

! L }
2 2 2

v n°|Vu ) < (M, (/ U ) .
0</BR (Ve Mo z= BR| |
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Siccome 1 = 1 in B, si ha infine
1

() = ([ ) (], )

1

O]

Vediamo ora come €& possibile iterare la disuguaglianza di Caccioppoli.
Nelle ipotesi del teorema precedente siccome w ¢ di classe C*° all’interno di
Bgp, l’uguaglianzg Zﬁ’j:l a;;D;;u = 0 vale puntualmente in Bg. Derivando
I'equazione otteniamo che

N
Z aijDij(Dku) =0 in BR

4,j=1

perogni k € {1,2,--- , N}. Applicando ora (5.4) prima a Dju e poi a u con
una scelta opportuna dei raggi, abbiamo

2
|V Djuf? < —< |Dyuf? < —< 2.
R—r\2 R—r\4
Br ( 2 ) B—"ER ( 2 ) Br

Poiché la disuguaglianza precedente vale per ogni derivata parziale prima
di u possiamo scrivere

2

[ oot S [
L— 7

B (%55) /B=

Se deriviamo l'equazione / volte e dividiamo I'intervallo (r, R) in h parti

uguali di lunghezza R;”, applicando A volte la disuguaglianza di Cacciop-
poli otteniamo

h

C
|optp s = [
B, (7) Br

2

Quindi vale che

HuHHh(B,.) < C(V07 MOa T, Ra h)||uHL2(BR)

Se h > &, per le immersioni di Sobolev risulta che H*(B,) — L*(B,),
pertanto

lull o< (B,) = sup lu(@)| < c(vo, Mo, 7, R) [[ullL2(pR)- (5.6)
rzeb,
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Osservazione 5.2.2 Se || < oo e u € L?(2), allora
/ lu — > > / lu — ug|?, VA eR, 5.7
Q Q

dove uq € la media integrale di w in €. In particolare per A = 0 si ha
Jo lul® > [, [u — uq|?. Infatti, basta scrivere

/Q|u—>\|2:/Qu2—2)\/9u+)\2|ﬂ|:f(>\)

e notare che la funzione f ammette minimo in A = ugq.

Tosservazione appena fatta e la disuguaglianza di Caccioppoli consento-
no di dimostrare il seguente lemma.

Lemma 5.2.3 Supponiamo che u € H'(Bg) sia soluzione di foj:l a;; Diju
= 0in Bg. Allora esistono costanti co = co(vg, My) > 0e c5 = c3(vo, Mp) > 0
tali che per ogni r < R si ha

N
M /B uf? < e () /B Jul?;

N\ N+2
(i) / lu —u,|? < c3 (—) / lu — \|* per ogni A € R (in particolare
B, R Br

per A = u,.).
DiM. (i) Fissiamo dapprima R = 1. Se r < % risulta

/ \u|2 < wnr sup|u\2 < C(l/(hM(])TN/ |u\2,
B, B,

By

avendo usato la stima (5.6) con r = % edR=1.Sel>r> % allora 1l < 2r

e quindi risulta
/ lul? < 2NTN/ |ul|?.
B, Bi

T

Nel caso R = 1 basta allora prendere c; = max{c(vo, My), 2" }.

Passiamo ora al caso generale. A meno di traslazioni possiamo supporre
che il centro della palla sia zyp = 0. Sia v(x) = u(Rx), per |z| < 1. Vale
allora che

N N
Z aijDZ-jv(x) = Z ainQDijU(RQZ) = 0, |’I" < ].,
ij=1 ij=1

cioe v soddisfa I'equazione in B;. Applicando il caso provato alla funzione

v otteniamo
2 r\N 2
|k <ctnm) (3) [
B R Bl

R
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Ricambiando variabile otteniamo la disuguaglianza (i).

(ii) Dimostriamo dapprima il caso particolare A\ = 0.

Sia r < Z. Allora applicando nell’ordine la disuguaglianza di Poincare,
il punto (i) a Vu con raggir e %, e la disuguaglianza di Caccioppoli si ha

N
/ lu—u,* < cr2/ \Vau|? < er?eg 2V (1) / |Vul?
B, B, R Bg
2

TN+2
C(vo, M) / [Vul?
g

RN

7,.N+2 1 9
< C(VO’MO)WW : |ul
R .

r\N+2
C(VO,MO) (E) /B ‘u|2
R

Ser > %, allora tenendo conto dell’Osservazione 5.2.2 risulta

N+2 N+2
[ w2 () s ()7 o
B, B, Br

Cosi (ii) vale quando A\ = 0 con c3 = max{C(vg, My), 2V +2}.
Per ottenere la tesi nel caso generale basta applicare quanto appena
provato alla funzione u — . ]

Passiamo ora a provare stime interne nel caso non omogeneo

N
Au = Z ClijDij’U, = f

ij=1

in BR.

Se f € L*(Bg) allora il metodo variazionale assicura intanto di poter
trovare un’unica funzione w € H} (Br)NH?(Bg) tale che Zf.vj:l aijDijw =
f. Infatti, la forma quadratica associata

N
a(u/u) = / Z aijDiuDjv u,v S Hé(BR)
B

Rij=1

é chiaramente continua. Inoltre & coerciva poiché per l'ellitticita dell’'opera-
tore e per la disuguaglianza di Poincare risulta

N
a(u,u) = / Z a;;DiuDju > 1/0/ [Vul®> > vocr|ull i (p)-
Br ij=1 Br
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Pertanto, applicando il teorema di Lax Milgram possiamo affermare che
esiste un’unica funzione w € HJ (Bg) soluzione debole dell’equazione

N
E aijDijw = f
i,j=1

e che vale la stima
1
lwll (B < Eﬂfﬂm(ﬁmy
Il Teorema 2.2.27 che w € H?(Bg) e che

ol maon < el Mo, B) (IS 2o + i )
< c(vo, Mo, R)|| fll2(Br)-

In particolare, dalla definizione di || - || z2(5,), segue che

1D?w]| L2 (5 < (0, Mo, R)| fll 25 5.8

In realta la costante ¢ che compare nella disuguaglianza (5.8) non dipende
da R. Infatti, posto v(x) = u(Rx) per |z| < 1,sihachev € H}(B1)NH?(By)
e soddisfa I'equazione

N N
> aiDigu(e) = 3 aiR*Diju(v) = R* f(Rz) = g(x).
ij=1 ij=1
Usando la stima (5.8) otteniamo | D?v|[75 5,y < c(v0, Mo, 1)[|9]|72 (5, 0ssia
R* D*u(Rx)*dx < c(vg, My, 1) [ R*f*(Rx)dx.
B, B

Semplificando R* e facendo il cambio di variabile y = Rx giungiamo alla
conclusione.

Teorema 5.2.4 Sia u € H*(Bg)e [ = foj:l a;jDiju = f. Allora esistono

due costanti ¢y = c4(vo, My) > 0 e ¢5 = c5(vog, My) > 0 tali che per ogni
r < Rrisulta

N
. D2ul? < (7“ / D2 2+/ 2>;
0 /BT| uf? < e (5) L
(ii)/ |D%u — (D%u) |2<(;5((7”)N+2 |D%u — (D*u) g2
B, T R Br

+Amu—f3ﬁ-
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DiM. Proviamo (47). La dimostrazione di (i) & simile. Introduciamo la fun-
zione Z(l‘) = u(m) — % ?fj:l Tixj (Diju)R. Allora DijZ = Diju — (Diju)R,
e quindi

N N N
> aiDijz= Y a;Dyu— Y ay(Diju)r=f — [r.
ij=1 ij=1 ij=1
Sia w € H}(Br) N H?(Bg) la soluzione variazionale di Zﬁ;zl a;;Dijw =
f — fr- Per (5.8) sappiamo che
ID*wl|12(Br) < c(vo, Mo)|lf = frllL2(Br)- (5.9)
Allora v := z —w € H?(Bg) e ijzl a;;D;;v = 0, cioé v soddisfa I'equa-

zione omogenea. Derivando quest’ultima abbiamo vaj:l ai;D;;(D?*v) = 0,
essendo D?v una qualunque derivata seconda di v. Possiamo cosi applicare
a D?v la stima (ii) del Lemma 5.2.3 e ottenere

r\ N+2
/ D20 — (D20),]? < e(vo, Mo) (E) / D20 — (D%0)p[%. (5.10)
Br

"

Poiché D?z — (D?z2), = D?u — (D?u), possiamo scrivere

/\DQu—(DQuMQ = / |D?z — (D?2),? (5.11)
B, B,

IN

2/ |D2v—(D2v)r\2+2/ |D*w — (D*w),|?
avendo anche tenuto conto che z = v + w e che vale la disuguaglianza
(a+b)? < 2a%+2b2. Applicando poi le stime (5.10) e (5.9) e I'Osservazione
5.2.2 abbiamo

/BT D% — (D*u), 2 < c(uo,Mo)<<;>N+2/BRD2U—(DQU)R|2
+/BT |D2w2>
< c(vo, Mo) (2 (%)N+2 /BR|D2'Z—(D22)R2
w2(5) [ Dt (Dt
f R|f—fR|2)
< clvo Mo) ((T)N“ /BR D% — (D%u) |2

R

+/BR|ffR|2)-
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O]

5.3 STIME PER OPERATORI A COEFFICIENTI
VARIABILI

Prima di provare le stime di Schauder in RY vediamo come le stime del
Teorema 5.2.4 si generalizzano al caso di coefficienti variabili.
Sia data 'equazione

N

Au = Z aijDiju = f

ij=1

dove f € L?() e i coefficienti a;; sono funzioni uniformemente continue
in 2. Denotiamo con

Mo := max; j{[|ai;|o }

w(d) = max; ;{w(ai;, )}, >0

essendo w(a;j,d) il modulo di continuita di a;.

Data la regolarita dei coefficienti, I'operatore non puod essere scritto in
forma di divergenza e pertanto la nozione di soluzione debole usata finora
non € piu applicabile. Considereremo percio soluzioni in senso piu forte e
precisamente funzioni v € H2 (Q) per le quali I'equazione Zf\’j:l a;jDiju
= f & soddisfatta q.o.

Fissiamo Br(z) CC 2 e consideriamo Ay = ZN a;;j(xo)D;;. Allora

ij=1
N N
Agu = > ag(@)Dyu+ Y (ai(xo) — ai(x)) Diju
ij=1 ij=1
N
= [+ > (ay(wo) — ai;(x)) Diju =: F.
7,7=1

Applicando la stima (ii) del Teorema 5.2.4 all’'operatore A, si ha

2 2 2 r\N+2 2 2 2
/ ID%u — (D), 2 < elvo, Mo) (R> / |D?u — (D?u) 5|
B, (xo)

Br(zo0)

+/ |F — Fg|? | .
BR(Z())

Tenendo conto dell’Osservazione 5.2.2 e di come & definita F' abbiamo poi

/ \F—FRFs/ |F—fR\2§2/ \f = fal?
Br(zo) Br(zo) Br(zo)

+2w2(R)/ | D?ul?.

BR(I())
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Risulta cosi provato che

/ |D*u — (D?u),|* < (5.12)
BT(IU)
N\ N+2
c(vo, Mo) <(R) / |D*u — (D*u)g|? +/ |f = frl?
Br(zo) Br(zo)

wA(R) [ D
Br(xo)

5.4 STIME DI SCHAUDER IN R”. RISOLUBILITA

Sia A T'operatore differenziale del secondo ordine

N N
Au(z) = Z a;j(z)Diju(z) + Z bi(z)D'u(z) + c(x)u(z), r e RN

i =1 i=1
con a;j, b, c € CO%*(RN), per a € (0,1) e

N

Z aij(x)&&5 > wolél?, z, £ €RY

ij=1
dove v > 0. Indichiamo con kg = max; ;j{||aijlla, [|Dilla, [|clla}

Teorema 5.4.1 (Stime di Schauder in RY) Esiste ¢ = c(1, ko, ) > 0 tale
che per ogni u € C*(RY) risulta

[ull2.00 < c(vo, ko, @) ([Au]a + [Ju]|so)- (5.13)

DiM. Supponiamo dapprima b; = ¢ = 0. Posto Au = f, applichiamo
la stima (5.12) ad una palla arbitraria Br(xo) tenendo conto che w(R) <
[a;j]oR* per qualche 4, j, e otteniamo cosi

2 2 2 r\N+2 2 2 2
/ D%~ (D)2 < elon ko) | () / D% — (D?u)g
By (z0) Br(zo)

b ApegaPere [
Br(xo) Br(xo)

et ko) ()" D2 RN e

+||D?ul| o R** V) Vr<R. (514

IN

IN
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Dalla disuguaglianza precedente con R = pr, p > 1 si ottiene
[ D (DR S el b DR 2
B,- o
+H[ D?ulf3p™ )

e quindi
1
m/B ( )\Dzu— (D*u)e* < c(vo, ko) (P** 2Dl + pV T2 [f12
»(Zo
D2l p ).

Prendendo ora I'estremo superiore su tutti glir > 0 e 2y € RY e usando il
Teorema 4.3.4 otteniamo

(D22 < v, ko, ) (172 [D2ul? + p¥ 2212 + | Dul 2 p™ 22

Scegliendo p grande abbastanza affinche c(vg, ko, )p**~2 = 1

infine

abbiamo

[D*u]}, < c(vo, ko, @) ([f]a + [ D*ullZ) -
Veniamo al caso generale in cui b;, ¢; non sono necessariamente nulli.

Applicando I'ultima stima ottenuta all'operatore Agu = ZN

ij=1 aijDiju S1
ha

[D2u]a < (v, ko, @) ([Aou]a + HDQUHDO)
N
= (v, ko, Q) ([Au =Y biDiu— culo + ||D2u||oo>
=1
< c(vo, ko, @) ([Aula + [|ull 1 + [|1D%ull) -

Ricordando la stima interpolativa || - |2 < || - ||2,a + ¢¢|| - ||oo (vedi Corollario
4.2.5), otteniamo

[ullz.e = lulloo + [Vulloo + [|D?ulloe + [D?u]q
< (v, ko, @) ([Aufa + [|ull2,0)
< c(vo, ko, @) ([Aufa + €llull2,a + colulls) -
Per avere la tesi, basta ora scegliere ¢ > 0 tale che ¢(vy, ko, a)e = %, cosl
che risulta
[ull2,a < (v, ko, @) ([Au]a + [[ullo)-
]

Al fine di applicare il metodo di continuita, come anticipato, € necessario
eliminare il termine |lu||. dalla stima (5.13). Cio & possibile a patto di
richiedere una restrizione sul segno del coefficiente di ordine zero. In tal
caso, infatti, vale il principio del massimo 3.1.10.
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Corollario 5.4.2 Siano ¢ < 0 e A\ > 0. Allora esiste ¢ = ¢(vp, ko, a, A) > 0
tale che per ogni u € C*(RY) si ha

Jull2,a < e(vo, ko, , MI|(A = A)ulla- (5.15)

DiM. Applicando la stima (5.13) e le stime interpolative del Corollario 4.2.5
risulta

[ullze < c(vo, ko, @) ([[Aufla + [|ullc0)
< (v, ko, @) (|(A = A)ulfla + AlJulla + [lullo0)
< (v, ko, ) ([(A = Aulla + Aellullz,a + Acel[ulloo + [ulloo)
per ogni u € C>*(RY) e e > 0. Scegliamo ¢ tale che Ae c(vy, ko, ) = 1,
raccogliamo a primo membro e per la Proposizione 3.1.10 otteniamo
[ullz.o < c(vo, ko, As @) (A = Aulla + [Julle)
1
< et b ) (0= AJulla + 1O - Ayl
< c(vg, ko, A\, @) || — A)u|q-
O

Per applicare il metodo di continuita occorre ora provare la suriettivita
di un operatore modello. Nel teorema seguente si vede che tale operatore e
dato da A — A. Osserviamo che la scelta di A non é utile poiche I'equazione
Au = f con f € Cy(RY) non ammette soluzioni limitate in RY. Basti
pensare per esempio al caso unidimensionale v = 1.

Teorema 5.4.3 Per ogni f € C%*(RY) esiste un’unica u € C**(RY) tale
che A= Au=f, A>0.

DiM. Lunicita segue dal Corollario 3.1.12. Proviamo l'esistenza.
Supponiamo dapprima f € C5°(RY). Applicando la trasformata di Fou-
rier all’equazione otteniamo

Xa(€) + €% = f € S(RY)

dove S(RY) ¢ la classe di Schwartz. Ne segue che @ = %lglg € S(RM).
Quindi esiste u = (1)Y € S(RY) tale che (A — A)u = f.

Sia ora f € C%%(RY) con suppf C Bg(0). Fissiamo ¢ € C5°(RY) tale
che ¢ > 0, fRNqZ) =1, supp¢ C By(0). Posto f. = ¢. * f, risulta che
f- € C*(RN)e f. — f uniformemente in RY. Inoltre & facile verificare
che

[fela < [flas Ifelloo < [1flloo-
Per ogni ¢ sia u. € S(RY) soluzione di (A — A)u. = f.. Applicando il
Corollario 5.4.2 vale

[tell2,0 < el M| fella < ela, )| fla
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Prendendo e = 1, si ha
[unll2,0 < clas A)[| fla- (5.16)

Applicando il Teorema di Ascoli-Arzela (vedi Esercizio 4.1.19) si trovano
una sottosuccessione (u,,) C (u,) ed una funzione u € C?(R") tali che
un, converge a u uniformemente sui compatti fino alle derivate seconde.
Passando al limite per k — oo nella stima (5.16) si vede che

[ull2,0 < el M) flla

per cui di fatto u € C>*(RY). A questo punto, passando puntualmente al
limite per & — oo nell'equazione (A — A)uy, () = fn,(z) otteniamo che
(A — A)u(z) = f(z) per ogni x € RY, cioé u & soluzione.

Sia f € C%*(RY). Fissiamo ¢ € C°(RY) taleche 0 < ¢ <1, ¢ = 11in
By (0) e supp¢ C By(0). Poniamo f,(z) = f(2)¢ (£) = f(x)¢n(z). Allora

fulz) = f(2), VzeRN
suppfn C B2, (0)
[ frlloo < I1fllo
[fala < N fllool@nla + [flallpnlloc < C |l flla
poiche [¢n]o < n7%[Bla < [Pla-

Per ogni n, sia u,, € C**(RY) tale che (A — A)u,, = f,. Per le stime di
Schauder risulta ||u, 2.0 < (e, A)||frlla < ¢(a, A)]|fla- A questo punto, la

conclusione segue applicando lo stesso argomento di compattezza di prima.

O

Arriviamo finalmente al teorema di esistenza per un operatore arbitrario.

Teorema 5.4.4 (Esistenza) Supponiamo ¢ < 0, A > 0. Allora per ogni f €
C%(RN) esiste un’unica u € C*(RY) tale che A\u — Au = f.

DiM. Con la notazione del Teorema 5.1.3, poniamo

Lo=A—A, Li=\—A
Li=(1—t)A—A)+tA— A) = A —[(1 - )A + tA].

Applicando il Corollario 5.4.2 per 'operatore A; = (1 —¢)A + tA si ha

20 < c|Lit)a, ueCRN)

[l

con c indipendente da ¢ (cf Teorema 5.1.4). I Teoremi 5.4.3 e 5.1.3 impli-
cano la tesi. O
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Definiamo u = (A— A)~1f = R(\, A)f per A > 0e f € C**(RY). Allora
(A=A~ CORY) — C2RY) — CO*(RY).
La stima del Corollario 5.4.2 implica che
1A= A) " fllz,a < e(vo, ko, @, N flla

da cui segue
[N — A)_1||CO,Q<_>CQ,(¥ < ¢(vp, ko, ar, N).

Nella proposizione che segue rendiamo esplicita la dipendenza da \.

Proposizione 5.4.5 Supponiamo che ¢ < 0 e A > 0. Allora per ogni | €
C%(RN) risulta

D - ) e < L
() [|(A— AL fll2.a < c(vo, ko, @)X Z || fla (> 1).

DiM. (i) e stato gia provato nella Proposizione 3.1.10. Per provare (ii),
usiamo le stime di Schauder del Corollario 5.4.2 con A = 1 e otteniamo

[ullz,0 < e(vo, ko, @) [Ju = Aulla < e(vo, ko, @) (|Aou = Aulla + Aolulla)

= _2
con A > 1. Siccome [Julo < c(@)|ully " [lulloc® (Teorema 4.2.3) risulta

_a 2 1
e < cloohusa) (= dulo + MIFF < [WlF72)  G17)

24

e(vo, ko, ) (H)\u — Aullq + Mullz.a e + )\||u||ooe_T) .

IN

Scegliendo ¢ = na+z \~a+2, l'ultimo membro della disuguaglianza prece-
dente diventa

(v, ko, @) (A = Aulla + nllulza + [ullcc(n)A*F).

Prendiamo 7 in modo che 7 c(vy, ko, ) = § e raccogliendo tutto a primo
membro otteniamo

Jullae < (v, ko) (I = Aullo + A" Julloc)
c(vo, ko, @) (||)\u — Aullo + A2 A — Au||oo)

c(vo, ko, a))\% I Au — Ao,

VAN VAN VAN

avendo applicato anche la Proposizione 3.1.10. O
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Corollario 5.4.6 Sia r < 2+ a. Allora per ogni f € C%*(RY) risulta ||(\ —
A7l < e(vo, ko, @)A2 Y| fllas A > 1. In particolare

1A = 4) 7 flla < (v, ko, a)AT Y| fla (r=a)

a—1

> flla (r=1+0a)

1A= A) " fllita < c(vo, ko, @)X

DiM. Poiche C"(RY) € J_ = (Cy(RY),C*>*(RY)) dal Teorema 4.2.3, si ha
che

1= A7l < e (| = ATIFEEN - A7l )

e applicando la proposizione precedente possiamo ancora maggiorare con

24+a—r

e (IflaAZ TN 555" ) = cf|fllar? !
(171

5.5 STIME DI SCHAUDER IN Ri\_f
Stabiliamo la notazione che useremo nel corso di tutta questa sezione.
RY ={z = (2/,2n) e RV xR=RY : 2y > 0}
T={zeRY:zy =0} =0RY =RVN"!
Co*(RY) = {u € CO*(RY) : u(2’,0) = 0,2’ € RN~}
Co(RY) = {u e C*>*(RY) s uw e G (RY)}
Bf(x0) = {z € Br(wo) : xn > 0} zo € RN R>0.
Infine, ricordiamo che avevamo indicato con H+(Bj;) la chiusura nella
norma H' delle funzioni u € C*(B};) nulle in in intorno di TN B}; (cio

nulle solo vicino al bordo piatto di Bijtf) (Definizione 2.2.18).
Anche nel caso del semispazio, seguiremo il seguente programma:

- provare stime di Schauder in C’g’a(Rﬂ}’ ) (prescrivendo quindi dei va-
lori al bordo);

- provare l'esistenza della soluzione del problema di Dirichlet per I'ope-
ratore A — A;

- dedurre mediante il metodo di continuita I'esistenza della soluzione
del problema di Dirichlet per un operatore qualunque.
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Come al solito, 'operatore che prendiamo in considerazione ¢ il seguente

N N
Au = Z aijDiju + Z szlu + cu

i,j=1 i=1

con a;;,b;,c € CO*(RY), vy > 0 costante di ellitticita. Supponiamo che
tutti i coefficienti abbiano norma limitata da una certa costante kg > 0.
Il nostro obiettivo ¢ il seguente teorema.

Teorema 5.5.1 (Stime di Schauder in Rf ) Esiste una costante C' > 0 che
dipende da vy e ky tale che per ogni u € Cg’“(Rf ) risulta

[ull2.0 < C ([Aufa + [ulleo) - (5.18)

Prima di dimostrare il teorema appena enunciato, vediamo quando nella
stima (5.18) si puo eliminare il termine ||u||» per avere le stime che servono
per far funzionare il metodo di continuita. Anche in questo caso occorre un
principio del massimo.

Corollario 5.5.2 Se ¢ < 0e A > 0 allora esiste una costante C = C(vy, ko, \)
> 0 tale che per ogni u € Cg’a(Rf) vale

[ull2.0 < CI(A = A)ulla-
DIM. Per il Teorema 5.5.1, se u € Cy*(RY), si ha

c(vo, ko) ([Aufa + [lulloo)

[ullze <
< (v, ko) ([[Au = Aulla + Mlufla + fJulloo) -

Usiamo ora la stima interpolativa A||u||o < &||u||2,o + ce||u|lo con € tale che
ec(vy, ko) = 3, e otteniamo

[ull2,a < c(vo, ko, A) ([[Aw — Aulla + [Juflo) -
Da qui concludiamo grazie al Teorema 3.1.13. L]
Affrontiamo il secondo punto del nostro programma.

Teorema 5.5.3 Sia A > 0. Per ogni f € C**(RY) esiste un'unica u €
CP*(RY) tale che \u — Au = f.

DiM. Punicita discende come sempre dal principio del massimo 3.1.13.

Supponiamo f € C§°(RY). Siccome in particolare f € L*(RY) pos-
siamo ricondurci alla teoria L? del secondo capitolo. La forma quadratica
associata all’'operatore A — A &

a(u,v) = A uv + VuVu.

N N
RY RY
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Risulta

a(u,u) :)\/ u2+/ |Vul?,
RN RY

sicche a & coerciva su H} (RY). Per il Teorema di Lax-Milgram esiste un’uni-
cau € H}(RY) tale che \u — Au = f. Data la regolarita di f, u € Cg°(RY)
(vedi Corollario 2.2.14), e quindi in particolare u € Cg ’Q(Rﬂ ).

Prendiamo ora f € CO’“(Rf ) con suppf C Bj. Estendiamo f ad una
funzione pari in R", definendo

5 | f@,zn)  seaxn >0
f(x,xN)—{ f(x’,—J;N) sexx<0

Si verifica facilmente che Hf”CO,a(RN) < 2||fHCO‘a(R£r\T)- Regolarizziamo f,

prendendo come funzioni approssimanti f. = f % ¢., dove (¢.) € una
successione di mollificatori. Allora f. — f uniformemente in R" e

I fellco.e@ay < Ifllcoemny < 2[|fll go.e -

Per ogni e > 0, sia u. € Cg’a(Rﬂ\r’ ) la soluzione del problema

e — Aue, = f. in Rf
{ ue =0 suRN-1 (519
costruita al passo precedente. Il Corollario 5.5.2 implica
tellz,a < cMIfella < M flla- (5.20)

Discretizzando ¢ e usando il Teorema di Ascoli-Arzela si trovano una succes-

sione (u,) ed una funzione w tale che u,, — w uniformemente sui compatti
=N, . . . .

di R, insieme alle derivate prime e seconde. Passando al limite prima nella

disuguaglianza (5.20) e poi nel problema (5.19) si ha rispettivamente che

[ull2.0 < (M) flla, per cui u € C**(RY), e

M—Au=f inRY
u=0 su RV-1

Infine, se f € C%*(RY), consideriamo la successione f,,(z) = f(z)¢ (£),
dove ¢ € C§°(RY), suppp C B2(0), ¢ = 1 su B1(0), 0 < ¢ < 1. Osservando
che ||fulla < ¢]|fllas ¢ indipendente da n, risolviamo il problema di Diri-
chlet relativo ad ogni f,,. Dalla successione delle soluzioni, con lo stesso
argomento di compattezza visto prima, estraiamo una sottosuccessione che

converge alla soluzione del problema relativo a f in RY. O

Parallelamente al caso di R" deduciamo a questo punto la risolubilita del
problema di Dirichlet per un operatore qualunque e le stime sul risolvente.
Le dimostrazioni sono le stesse.
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Teorema 5.5.4 Supponiamo ¢ < 0 e A > 0. Allora per ogni f € C**(RY)
esiste un’unica u € Cg"’(Rf) tale che A\u — Au = f.

Proposizione 5.5.5 Nelle stesse ipotesi del teorema precedente valgono le se-
guenti stime

@ A=A flloo < 5l flloe < X1 la

G (A= A) " flloa < c(vo, ko)A 2 ([ flla;  A>1

(i) (A=Al < clvo, k)A2 I flla A21,0<r<2+4q
per ogni f € C%*(RY).

Rimangono da provare le stime di Schauder. Per questo, ripercorria-
mo con le dovute modifiche le tappe del caso RY andando a considerare
dapprima un operatore puro del secondo ordine a coefficienti costanti, poi
variabili fino a prendere un operatore completo.

Osservazione 5.5.6 Se ) & un aperto di classe C! e u € W1P(Q) N C(Q),
1 < p < oo, sono equivalenti

(i) u = 0sud;
(i) ue Wy P(Q).

(cioé per funzioni continue 'appartenenza a W&’p (2) si traduce nell’annul-
lamento in senso classico su 0£2).

Consideriamo 'operatore

N
Au = Z CLZ‘J‘DZ‘]‘U

ij=1

con le ipotesi
aij € R, |ag;| < Mo, v > 0.
Supponiamo che u € HL(B}) sia soluzione debole dell'equazione Au = 0,
cioe
N
/+ Z aijDiuqub =0, V(b S H&(BE)
B

R i,j=1

Allora per il Corollario 2.2.25 u € C""(E;r ) per ogni r < R, e quindi,
per I'Osservazione 5.5.6, u(z’,0) = 0. Anche per le derivate tangenziali
(i=1,...N — 1) risulta

Diju(z',0) =0, 2’ eRN"L
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Inoltre, per ogni multiindice « vale

N
Z aijDij(Dau) =0.

4,J=1

Rispetto al caso RY in RY abbiamo una complicazione poiche, derivan-
do, 'equazione continua ad essere soddisfatta mentre la condizione al bor-
do viene preservata solo dalle derivate tangenziali. Per superare questa
difficoltd, come gia visto per la regolarita L2, otterremo per le derivate
tangenziali le stime necessarie e per quella normale useremo I’equazione.

Teorema 5.5.7 (Disuguaglianza di Caccioppoli) Sia u € H}(B}) solu-

zione debole dell’equazione Z%Zl a;jDiju = 0. Allora esiste una costante
¢ = ¢(vy, My) tale che per ognir < R

2 ¢ 2
< . 5.21
/ij < <R_r>2/3;'“' (5.21)

DIM. Sian € C§°(Bg) tale che 0 < n < 1,7 = 1su B, e |[Vy| < .

Per ipotesi [+ vaj aijD;uDj¢ = 0 per ogni ¢ € H}(B}). Scegliendo
+ 2 Y .
¢ =n*u € H}(B}) (perché u € HE(BY)), otteniamo

N
0= / Z aijDiu(WQDju + QUUD]‘U)
B =1
da cui
N N
/+ 772 Z al-jDiuDju = —2/+ Z (azﬂ?DzU)(DJnu)
Br =1 Br ij=1

Per I'uniforme ellitticita dell’operatore e per la disuguaglianza di Cauchy-
Schwartz risulta poi

3 3
" / 2 Vul? < (M) / Vulp? / V2
B, B} Bf

R

" ( In n2|w|2> < Al ( L. |u|2>

R

e quindi

N
D=

da cui segue la tesi ricordando che n = 1 su B,.. O
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Nel caso di RY per iterare la disuguaglianza di Caccioppoli bastava ap-
plicare I'analoga di (5.21) alle derivate superiori di . Qui, come gia detto,
le derivate superiori in generale soddisfano la stessa equazione soddisfatta
da v ma non la condizione al bordo.

Lemma 5.5.8 Sia u € HH(Bj},) soluzione di Au = 0. Allora esiste una
costante ¢ = ¢(vg, My, k) tale che per ognir < R

k, |2 ¢ 2
r R

DiM. Procediamo per induzione su k. Il caso & = 1 & la disuguaglianza di
Caccioppoli provata nel teorema precedente. Supponiamo la tesi vera per k
e proviamo che vale per k+ 1. Fissiamo i € {1,2,--- , N —1} e consideriamo
la derivata tangenziale D;u. Allora

A(Dju)=0 e Dwue Hp(Bf) R <R.

Applichiamo l'ipotesi induttiva a D;u e la disuguaglianza di Caccioppoli a u
e otteniamo

C(Vo,MQJ{Z) 2 C(Uo,M(),k’) 2
|Dsz'U|2 < -5 |Dju|” < T i |ul
_ _ 1
/B:r (R—r) By (R —r)2+1) [
conl < k < N,1 <i < N — 1. Tunica derivata che rimane da stimare
e Df\,“ (derivata di ordine k£ + 1 unicamente rispetto all’ultima variabile).
Deriviamo k — 1 volte rispetto z 'equazione Au = 0 e abbiamo

1
Df\ﬂ'lu = - Z aijDij(DfV_lu),
GNN . .
(4,)#(N,N)

da cui concludiamo, dato che tutte le derivate che compaiono a secondo
membro sono state gia stimate. ]

N

Osservazione 5.5.9 Nella notazione del Lemma 5.5.8, se k& > 7,

alle immersioni di Sobolev si ha

grazie

HD2U||L°°(B,T) < c(r)HD2u||Hk(B;r) < C(wy, Mo, k,, R)Hu”LQ(B;) (5.23)
per ognir < R.

Il seguente lemma é simile alla disuguaglianza di Poincareé.

Lemma 5.5.10 Sia u € H}(B},). Allora

/ |u|2§R2/ |Dyul?.
Bf, B}

R
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DiM. Per densita, basta dimostrare la tesi per u € C*(Bj;) tale che u(z’,0) =
0. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale possiamo scrivere

TN
w@ xn) —u(z',0) = / Dyu(z’, s)ds,
0

e per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz

, 2 o o2 VRl D
lu(z',zn)|” < an |Dyu(z’, s)|*ds < R |Dyu(x’, s)|*ds.
0 0

Integrando tra 0 e \/R? — |2/|? rispetto a xy si ha

/\/W

0

R27‘$'|2
lu(z’, zn)|?dey < R2/ |Dyu(z’, s)2ds.
0

Integrando quindi su |z'| < R otteniamo

/R2_|I1|2
/ dm’/ lu(z', zn)|?dey <
|o/|<R

0

2 , (VTR roy2
R / da:/ |Dyu(x’, s)|ds
lo'|<R

0

cioe, per il Teorema di Fubini

/ uf? < R? / Dvuf?
BT Bt

R R
che & proprio la tesi. O

Limportanza dei teoremi che stiamo provando non riguarda la regolarita
delle soluzioni, perche per equazioni a coefficienti costanti abbiamo a dispo-
sizione la teoria variazionale, che risponde completamente al problema. Ci
occorrono invece stime esplicite che estenderemo poi alle equazioni a coef-
ficienti non costanti, per le quali I'approccio variazionale non & possibile
sotto le ipotesi assunte.

Teorema 5.5.11 Sia u € H?(B}) N H+(Bj},) soluzione di ijzl ai;Diju =
0. Allora esiste una costante ¢ = c(vy, My) > 0 tale che per ogni r < R

N+2
/B+ D% — (D?u),|? < ¢ (%) /B+ |D?u — A2 (5.24)

per ogni matrice A = ()\;;), dove (D?u) indica la matrice Hessiana di u.
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DiM. Prendiamo R = 1, r < 1. Consideriamo dapprima derivate tangen-
ziali, quindi sia j € {1,2,--- , N — 1}. Definiamo

v=Dju—azn\jn € Hp(B}).

Vale che
Div=Dju sei<N

DNU = DjNu — )\jN
Dhﬂ] = Dhl(Dj’U,)
Pertanto Av = 0 e inoltre
DZ"U — (Di'l))r = Dl-ju — (D”’U,)T

Applicando a v nell’ordine la disuguaglianza di Poincare, la stima (5.23) e
il Lemma 5.5.10 otteniamo

/ Vo — (Vo) < crz/ |D?v|? < er®*T™N sup | D%v|?
Bt Bt B

(o, Mo)r®*V / Jof?
B

+
1
2

IN

< e(vg, Mo)rN+2 / |Dywl|?.
Bf

Riscrivendo tale disuguaglianza in termini di » abbiamo

/+ |Dsju— (Diju), > < c(vo, Mo)r™ 2 /B+ |Djnu— AN

1

< C(VQ,MO)TN+2/ |D?u — \>  (5.25)
By

r

per j < N, 1 < ¢ < N. Rimane ancora una volta da stimare Dypyu.

) . N P
Dall'equazione > ;" a;; D;ju = 0 ricaviamo

1
Dyyu=——— Z a;; Diju,
aNnN . .
(1,5)#(N,N)

1
(Dnnu), = . Z aij(Diju),
NN 2N

e quindi

1
DNNU — (DNNU)r = 7% Z aij (Diju — (DUU)T) .
(,3)#(N,N)
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Usando (5.25), otteniamo
/ |D?u — (D?u),|* < C(VO,MO)TN”/ |D?u — \?
B Bf

cosi la tesi & completamente provatase r < 3 e R = 1.
Ser>1ed R=1risulta

/ |D2u _ (D2u)7«|2 < / |D2u _ /\‘2 < 2N+2TN+2/ ‘DQU _ )\|2
B B

+
By

Per avere la tesi nel caso generale ricorriamo come sempre a un cam-
biamento di variabili: poniamo v(x) = w(Rx) per |z| < 1, applichiamo

la disuguaglianza appena dimostrata alla funzione v con ' = % e infine

cambiamo di nuovo variabile. O

Osservazione 5.5.12 Consideriamo il problema

N

Z CLijDijU = f in BE
i,7=1
u=20 su 0B},

con f € L?(B}).
Sappiamo che il metodo variazionale fornisce un’unica soluzione u €
H%(B};) N HE(B}) per la quale vale la stima
bl rogizy < el Mo, R) (I llpacay + Nl )
< cvo, Mo, R)| Nl 251

In particolare
||D2U||L2(B;) < C(V(JaMO»R)”fHLZ(B;y (5.26)

Con la stessa dimostrazione del caso dellintera palla (vedi (5.8)), si prova
che nella (5.26) la costante ¢ non dipende da R.

Passiamo a considerare il problema non omogeneo.
Teorema 5.5.13 Sia u € H?(B},) N H+(B},) soluzione dell’equazione
N
Z aijDiju = f,
3,j=1

con f € L?(B}). Allora esiste una costante ¢ = c(vg, My) > 0 tale che per
ognir < R

L e se((5) [ttt [ 1)
Bi’ - R B; B;
(5.27)
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DiM. Introduciamo la funzione ausiliaria z(z) = u(x)— 22?va fr € HX(BH)N
HL(B}). Risulta

Dijz = Diju (27]) 7é (N7 N),
fr

aNN

DNNZ = DNN’LL —

e quindi
Dijz = (Dijz)r = Diju— (Diju)r
e
N
Ir
Z aijDijz = Z aijDiju—i-aNNDNNu—aNNa
i.j=1 (i,) #(N,N) NN

N
z ai;Diju— fr=f— fr.

i,j=1

Scriviamo z = v+w dove w € H%(B};)NH¢ (B}) & la soluzione variazionale
dell’equazione E?f’:l aijDijw = f — frev=z—we H*(B})N HL(B})
per differenza risolve I'equazione omogenea. Sappiamo, per 'Osservazione
5.5.12, che

HD2w||L2(B;) < C(VOaMO)Hf - fRHLZ(BE)

e per il Teorema 5.5.11 che
2 2,0\ |2 r\N+2 2 2 2
/ D20 — (D20), 2 < c(vo, Mo) (1) / D% — (D%v) |
B R B}

Inoltre

/ \D%w — (D?w), |2 < / |D2w\2§/ D2
B B Bt

R

< C(Vo,f\/[o)/B+ \f = frl?

|D?v — (D*v)g|? < 2|D%z — (D?2)g|? + 2|D%*w — (D*w)g|?
= 2|D*u — (D*u)g|?* + 2|D*w — (D*w)gl|?.
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In conclusione
/ \D%u — (D2u), |2 = / D2 — (D22), 2
B B

= / |D?*v — (D?v), + D*w — (D*w),|?
B

IN

2 [ D2 (D%)T|2+2/ \D%w — (D2w), |?
B Bt

IN

R

+/B+|f_fR|2>'

Passiamo a considerare adesso il caso dei coefficienti variabili. Suppo-
niamo che i coefficienti a,; del nostro operatore siano funzioni uniforme-
mente continue e poniamo w(d) = max; ; w(a;j,0), My = max; ; [|aj|co-
Siau € H?(B}) N Hy(B},) tale che

N
Au = Z aijDiju = f

4,j=1

r\ Ntz 2 2 2
e Mo) ( (%) [ D= (D)l
BR

]

Consideriamo la semipalla B} centrata nel punto z, € R¥~!. Possiamo
allora scrivere

N N
> aij(zo)Diju=f+ > (aij(zo) — aij(x)) Dyju = F
i,j=1 ,5=1

e applicando la disuguaglianza (5.27) otteniamo

/ ID?u— (D%u),> < c(vo, M) (i)N”/ |D?u — (D2u) g2
B B , R Bf,

+/ |F — FR|2> .
B+

R

Siccome
[ or=rep < [ 1P g
Bf; Bf;
N 2
< 2 f Ar-gaPaz [ |3 (o) - ale) Dy
Bf, BEl =
<

2 [ 1= fuP s 20i(®) [ (DR
By By
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otteniamo in definitiva

/ |D?u— (D*u),[* < c(vo, Mo) (i)NH/ |D%u — (D*u) g2
B - 7 R Bf,

+1/ \f—-hﬂ2+uﬂ(R{/ |D2uﬁ>(528)
B; B;;

Abbiamo a questo punto tutti gli strumenti per dimostrare il Teorema
5.5.1. Prendiamo dunque un operatore completo

N N
A= Z a;jDij + Zlel +c
ij=1 i=1

con coefficienti a-hélderiani in RV (0 < a < 1). Siano vy la costante di
ellitticita e kg tale che

aijllas 10illa, llclla < Ko-

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 5.5.1.
Supponiamo dapprima b; = ¢ = 0.
Siau € Cg’o‘(Rf ). Il nostro obiettivo & provare una stima del tipo

/ |D%u — (D*u), |2 < erN 2 ([Aulo + ||ulloo)
Q(z0,7)

(usando la caratterizzazione integrale delle funzioni holderiane) dove
Q(x0,7) = By(z0) NRY.

Siar < R, sicche Q(xg,7) C Q(zo, R). Esaminiamo separatamente vari casi.
Primo caso: zy € RV~1.
In queste ipotesi Q(xq, ) = B, (x() e possiamo applicare la stima (5.28).
Allora
r ) N+2

/B:r |D*u — (D?*u),[* < c(vo, ko) ((R

+||D2u||zoRN+2a),

[D2u](2XRN+2a + [f]iRN+2a

dove
N
f = E aijDiju.
i,j=1

Secondo caso: Bg(zg) C RY.
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Questa volta Q(xg,r) = B, e per la stima (5.12) risulta

/BT|D2u_(D2u)T|2 < c(vo, ko) ((;)NH/BJDQ“_(DQU)R'Q

o[ A= up e [ poe)
Br Br
< c(vo, ko) ((;)Nﬂ [D?u]? RN*2* 4 [f]5 RN *2e
+[| D?ul|5 RYF29) . (5.29)
Terzo caso: Br(zo) Z RY ezl <r (zo = (zf, z{))).

Consideriamo Bj (}), la semipalla di raggio 2r centrata in (z},0). Sic-
come questa contiene (zo, r) risulta

IN

/ |D?u — (D*) gz | / |D*u — (D*u) g+ (af 20 |
Q(zo,m) Q(zo,r)

N

S / |D2u — (DQ’LL)BJr(x(),Qr) |2
BT (xy,2r)

e a questo punto siamo nella stessa situazione del primo caso: possiamo
riscrivere la stessa stima con 2R al posto di R e 2r al posto di r.

Quarto caso: Br(zg) Z RY er <z} < R.

Consideriamo la palla B’ = Bg/(xg) centrata nel punto z, e di raggio
R' = z{Y. Utilizzando i casi gia discussi, usiamo la stima (5.12) tra B,.(z) e
B’, quindi la stima del passo 3 tra B’ e BJy, (z{), infine la stima (5.28) tra
B (zf) e Bip(x}) per ottenere

In definitiva, abbiamo provato che per ognir < R

r )N+2 [D2u]2 RN+2a

LD (PPl < et (5
Q(zo,r)

ARV 4| D22 RV )
Ponendo R = pr con p > 1, otteniamo

1 o
Ntz /Q oy D78~ (PP S el ko) (27Dl
xo,T

FIA2PE D2 )
Prendendo il sup sur > 0 e 2y € RY otteniamo
[D*uf, < c(vo, ko, o) (P**72[D?u]}, + [f12pV 2% + [ Dl 2p" T27)

per ogni p > 1. Scegliamo ora p sufficientemente grande affinche c(vy, ko, @)
p**~% = 1. Cio implica che

[D*u]?, < c(vo, ko, @) ([f]2 + 1D*ull%,) -
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Passiamo ora al caso generale in cui sono presenti i coefficienti b; e c.
N . .
Ponendo Agu =} 7;;_; a;;D;ju e tenendo conto della prima parte risulta

[D?u],, (o, ko, @) ([Aoua + || D?ul|s0)

<
< c(vo, ko, @) ([Au]a + Hu”l,a + ||D2UH00)

da cui
[ull2,a < c(vo, ko, @) ([Aufa + [|ull2) -

Usiamo la stima interpolativa |julls < e||ul|2,o + ce||t||oc (Teorema 4.2.3),
scegliamo ¢ tale che ec(vy, ko, ) = 3 e raccogliamo infine tutto a primo
membro per avere la stima dell’enunciato. ]

5.6 STIME DI SCHAUDER IN UN APERTO LIMITATO
REGOLARE

Consideriamo un aperto limitato € con bordo C%* (0 < a < 1) e come
sempre I'operatore uniformemente ellittico

N N
A=Y a;Dij+ Y _ biD;+c (5.30)
i=1

ij=1
avente i coefficienti a-hélderiani in 2. Supponiamo
laijllas [billa; llella < ko, 10 > 0.

Definiamo
Cg’a(ﬂ) ={ue C**(Q) | u=0su o0}.

Vogliamo estendere i coefficienti dell’operatore A in tutto RY in modo che
le estensioni risultino di classe C%%(R") e il nuovo operatore sia ancora
uniformemente ellittico.

Se Q) = Bp, allora possiamo definire estensioni radiali ponendo

3 a;j(x) se x| <R
aij(v) = a;j iR) se |z| > R.

Analogamente per b; e c.

Si verifica facilmente che le norme hélderiane al piu raddoppiano e che
la costante di ellitticita vo rimane invariata.

Se Q = BE, mediante una riflessione possiamo ricondurci in B e da
qui di nuovo con un’estensione radiale costruiamo dei coefficienti definiti
in tutto RY. Anche in tal caso & facile verificare che le norme hoélderiane e
la costante v, si modificano al piu per fattori moltiplicativi.
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Pertanto se u € C%%(Bg) e suppu C B, con r < R, allora di fatto
u € C?*(RY) e applicando le stime di Schauder in tutto RY possiamo
scrivere

[[u

2,a0,Br — ||U 2,a,RN < C(VOa kO’a) (”Au”a,RN + ||u||oo,]RN)(531)

= c(vo, ko, @) ([[Au]la,B + [|ullco,B2)

dove A & Poperatore avente per coefficienti ij, bi, C.

E’ facile cosi dedurre stime di Schauder in una palla a partire da quelle in
RY, ma per una classe di funzioni molto pitl piccola di C;**(Bg), dato che
le funzioni considerate si annullano al bordo insieme alle derivate prime e
seconde, proprieta questa che in generale non e verificata da una qualunque
funzione di C3"*(Bg).

Analogamente se u € C?(B},) & tale che u = 0 su 9B, NRN"! e
suppu C B;F conr < R allora u € Cg""(Rf ) e possiamo usare le stime di
Schauder nel semispazio con 'operatore A per avere

il < (00, K0,0) ([ Aully g+l ) (5:32)

Queste stime, che non sono ancora sufficienti per i nostri scopi, ci permet-
teranno di far funzionare il metodo delle carte locali.

Consideriamo 2 e A aperti limitati di R". Sia H : A — Q una trasforma-
zione bigettiva di classe C*>“ con inversa J : Q — A di classe C*“ tale che
H(OA) = 9.

Data u € C*%(Q) definiamo

v(y) =u(H(y)), yeA

Allora v € C%%(A) e se u si annulla su 99 v si annulla su 9A. Dunque & ben
definita la seguente applicazione

M:C2*(Q) — CP*(A),  u— Mu=uv (5.33)

con (Mu)(y) = u(H(y)). Si puo facilmente verificare che M é lineare,
limitata e invertibile con inversa data da

M~ :Co%(A) —

Co* (@)
(M~1v)(z) = v(Jx)

Consideriamo l'operatore

N N

Au(z) = Z a;;(z)D;ju(z) + Z bi(z)Dyu(x) + c(x)u(x)

ij=1 i=1
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definito in Q. Se u(x) = v(Jx), si ottiene facendo un calcolo esplicito e
ponendo y = Jzx

N N
Au(z) = Av(y) = Y ank(y) Dy, v () + Y BeDyv(y) +1(y)v(y)
h,k=1 k=1

(5.34)
dove

ank(y) = Y0y aij(H () Do, Jn(H (y)) Do, Jiu(H (1)),
Br(y) = 2%21 aij(H(Y))Dyo; Ji(H(y)) + vazl bi(H(y))Jk(H(y)),
Y(y) = c(H(y)).

Le ipotesi relative al cambio di variabile assicurano che

Qpk, ﬁ/ﬁ Y € CO,Q(F)

Inoltre 5
kJQSCl(J)k‘O ﬁoZCg(J)VO

dove ¢1(J) e c2(J) dipendono solo dal cambio di variabile fissato (e quindi
dall’aperto) e non dall’operatore A. Osserviamo infine che nella notazione
introdotta si ha

Au(z) = Av(Jx)
cioe

Au= M"'AMu.

Teorema 5.6.1 (Stime di Schauder in ) Sia 2 un aperto limitato di classe
C?e, Allora esiste una costante ¢ = c(vo, ko, ) > 0 tale che per ogni u €
C2*(Q) si ha

[ull2,0 < c(vo, ko, ) (|| Aulla + [[ulls) - (5.35)

DIM. Per ogni = € 91 esiste una carta locale (U,, H,) con
H,: B, — U, diclasse C**, H;'=J,:U, — B, diclasse C**,
H,(Bf) = U, nQ.

Poniamo V, = H,(By). Per ogni x € ) esiste Bag, (x) C ). Per compattez-

za si ha

1
2

3

1 n2

QC BRi(SUZ‘)UUij.
=1

-

.
Il

—~ =

Posto n = nj + no, prendiamo
ricoprimento ottenuto. Allora

1:)i=1,2,.. ,»n Partizione dell'unita relativa al

n n
uw=> mu equndi [ulza <Y ||nitl2a.
i=1 =1
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Se i < n; allora niu € C*>*(Bag,, (v;)) e supp(nu) C Br,, (v;). Appli-
cando (5.31) otteniamo

Iniullzee = lInvlzabx,, @)

IN

(0, k0,0) (A0 o, Bare, () + M50l o, o))

(o, ko, @) (A1) oo + [[ulloc.0)
c(vo, ko, a, ) (| Aulla + [|ull2) - (5.36)

[VANVAN

Sia adesso n1 + 1 < ¢ < n. Operiamo il seguente cambio di variabile

viy) = (mu)(Hi(y)) = Mi(niu)(y)
e osserviamo che v; € C2*(Bf) e supp(miu) C V; = H;(By). Pertanto
possiamo applicare (5.32) a v; e avere
(w0, ko, Hy) ([ Avill o gy + 101l )

c(vo, ko, H;) (|| A(miw)[lo.v.., + IIniullo)
c(vo, ko, Hi) ([ A(miw)l|a0 + [[ulo0)

il

IN A IA

da cui segue
[niull2,0.0 < c(vo, ko, ) ([[Aulla + [lull2) -
Sommandosui=1,---,n
[ull2,0.0 < c(vo, ko, Q) ([[Aulla + [lull2) -
Concludiamo la dimostrazione applicando la disuguaglianza interpolativa

[ull2 < ellull2,a + c|ull~ € scegliendo e tale che ec(vg, ko, ) = 3. O

Osservazione 5.6.2 Ricordiamo che il nostro obiettivo e risolvere il proble-

ma
Au=f inQ
u=20 su 02

Se ¢ < 0, allora il principio del massimo in un aperto limitato assicura
l'unicita della soluzione nella classe C%(Q2) N C(Q).
Come sempre, la parte pil laboriosa € quella relativa all’esistenza.

Corollario 5.6.3 Nelle ipotesi del Teorema 5.5.1 e se ¢ < 0 risulta
[ull2,a < e(vo, ko, )| Aulla,

per ogni u € C3*(1).

DiM. Basta usare il Teorema 5.5.1 e la Proposizione 3.1.9. O
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Possiamo ora dimostrare il teorema di esistenza per la soluzione del pro-
blema di Dirichlet per un operatore generale in un aperto limitato regolare.

Teorema 5.6.4 (Esistenza) Sia §) un aperto limitato con bordo di classe
C2, Allora per ogni f € C%%(Q) esiste un'unica u € C3*(Q) tale che
Au = f.

DIM. Per ogni = € 9N esiste una carta locale (U, H,) con
H,: B, — U, diclasse C**, H_'=J,:U, — B diclasse C*,
H.(Bf)=U,nq.

Poniamo V,, = Hm(B%).
Per ogni x € ) sia Bag, (x) C Q. Per compattezza possiamo estrarre un

sottoricoprimento finito per
QC |JBg (@)U | Va,- (5.37)

Poniamo n = n; +ns € prendiamo (1?);—1.2,... » partizione dell'unita relativa
a tale ricoprimento.

n

Sia f € C%*(Q). Allora possiamo scrivere f = Z n?f. Fissiamo \ > 0.
i=1
Se i < N allora n;f € C%*(R"), supp(1:f) C Br,, (x:). Estendiamo
radialmente l'operatore A dalla palla Bg, (z;) a tutto R e indichiamo
con R(}) il risolvente dell’'operatore cosi ottenuto. Osserviamo che R()\) :
CO(RN) — C%*(RY). Poniamo

Ri(A\) f :==mni - ROA) (i f)
e notiamo che

Ri(A): C%*(Q) — C*%(Q) e supp Ri(\)f C Br,(x:).

Inoltre
A=AR NS = (A= A)mBRA)(n:f)
= mA=ARN)(if) + A= A nI|R(A) (n: f)
= mf+SNf
dove [-, -] indica il commutatore e per definizione

SiA)f = [A—=An IR\ (i f)-

Cerchiamo di stimare quest’ultimo operatore. E’ immediato verificare che
[A— A, nI] = —[A,n1]. Inoltre

[A,nillg = A(nig) — ni(Ag) = Big
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dove B; € un operatore differenziale al pili del primo ordine i cui coefficienti
dipendono da quelli di A e dalla funzione 7;. Ne segue che

1A, nillglla < c(ko, m)llgll1.a

e quindi, prendendo g = R(\)(n; f) e applicando il Corollario 5.4.6 ottenia-
mo

A

1S:N) fllee < elko,n) | RN (0 )11,0
c(ko, n)N T i f o (5.38)
c(ko, n)A“T || £l

IN A

se A > 1.
Sia ora n; + 1 < ¢ < n. Poniamo

v(y) = (mf)(Hi(y)) = Mi(n: f)(y)
dove M; & definito in (5.33). Allora v € C%%(B;) e suppv C B . Indichia-

mo con A l’oPeratore ottenuto effettuando il cambiamento di variabili dato
da M;, cioé A = MZ-AM[l. Risulta
RN f o= M7 (M) 0 = D)7 M) ) € €37 (RY)
supp R;(A\) f C V.

Inoltre

M (M () Mi(n: f))
M (A= A M ()] - A) 7 (M) )
= i+ S (539

A=AR(Nf = M7 (A= A)MM; " M;(ni)(A— A~ (M;(n f))

dove ora S;(\) = M; ! ([)\ — A, M;(n)](A— A)~? (Mi(mf))). Come prima,
se A > 1 applicando la Proposizione 5.5.5 risulta

@

15:(N) flla < e(vo, ko, HOA T || £ a- (5.40)

A questo punto poniamo
V() =Y Ri()): CO(Q) = CH(Q).
i=1
Osserviamo che

A—AVNf = Zn?f + _Z Si\f=f+ Z Si(\)f
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e quindi

A=AV :C™Q) - C%*(Q) e AN-AV\) =1+ i Si(A).

Ora, grazie a (5.38) e a (5.40) possiamo scegliere \q tale che Z [15:(Xo) ]| a

i=1
n

< —. Cio assicura che l'operatore I + Z Si(\o) & invertibile in C%%(RY)

N | =

i=1
con inverso W (\g) tale che ||W(X\o)|| < 2. Inoltre siccome
(Ao = AV (Ao)W(Ao) =1

su C%(Q) e \g — A & iniettivo, risulta (A\g — A)~! = V(X)W (No).
Se 0 < A < A, le stime di Schauder per 'operatore A — A forniscono una
costante ¢ = ¢(v, ko, Ao, ©2) > 0 tale che per ogni u € C2"*(Q) si ha

l[ull2,a < e(vo, ko, Ao, Q[|(A = A)ufla- (5.41)
La stima (5.41) permette di applicare il metodo di continuita agli operatori
LOZA()—A, L1:—A

e questo conclude la dimostrazione. ]

Osservazione 5.6.5 In R" e in RY abbiamo dimostrato per il risolvente di
A la seguente stima

1A= A) 7 flle < eo, ko) A2 f oy

con A > 1e0 <r < a+ 2. Lastessa continua a valere in un aperto ) re-
golare. Infatti, nella notazione del teorema precedente, risulta (A — A)~! =
R(X\,A) = VIO)W(A), con V(A) = > | R;i()\), dove R;()\) & sostanzial-
mente il risolvente nello spazio o nel semispazio per il quale sappiamo
che vale |R;(\)gll» < c(vo, ko, DAz |glla € [[W(N)|| < 2. Pertanto se
f € C%*(Q),siha

A=A fllr = IIV(A)W(A)J‘VIIT
c(vo, ko, DAZHW(A) £l
2¢(vo, ko, QA2 7| f|l -

[VARVAN

5.7 PROBLEMA DI DIRICHLET NON OMOGENEO

In questa sezione supponiamo che ¢ < 0 e consideriamo il problema

Au=f inQ
{ u=yg su 0N (5.42)
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Se g € C*%(Q), ponendo v = u — g si vede che

Av=Au—Ag=f—Ag inQ
v=20 su 0%

per cui risolvendo questo problema (e lo sappiamo fare) si trova la soluzione
di (5.42) semplicemente prendendo u = v + ¢. Inoltre, abbiamo la stima

[0ll2,0 < ellf = Aglla < c([flla + [1Aglla) < c(lflla + llgll2,a) -

Tuttavia 'ipotesi g € C%*(Q) & abbastanza innaturale, nel senso che la rego-
larita richiesta & eccessiva. Per esempio nel caso particolare del Laplaciano

Au=0 inQ
u=g su 0f)

¢ sufficiente che ¢ € C(09). Vediamo allora come procedere nel caso
generale.

Per risolvere il problema (5.42) cerchiamo la soluzione nella forma u =
v + w, dove v e w devono soddisfare rispettivamente

Av=f inQ Aw =0 inQ
v=20 su 0f) ¢ w=g¢g sudf)

Il primo dei due problemi & quello che sappiamo gia risolvere. Ci concen-
triamo dunque sul secondo. Richiamiamo per questo il Lemma 3.1.5.

Lemma 5.7.1 Se u € C?(Q) N C(Q) soddisfa —Au > 0in Qe u > 0 su 95,
allora v > 0 in .

Introduciamo l'operatore di Green
G:C*(Q) — C(Q)
9+—G(9)

dove u = G(g) € l'unica soluzione classica del problema

{ Au=0 inQ (5.43)

u=g sudfl

G € ben posto per quanto osservato prima ed € lineare per I'unicita della
soluzione del problema (5.43).
La seguente proposizione elenca altre proprieta di G.

Proposizione 5.7.2 Siano g, g, e go € C*(2). Allora risulta

(1) g>20=4G(g9) >0;
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(2) g1 <g2=6G(q1) <G(g2);
(3 1G(9)llee < llgllock, dove k = [|G(1)]|oc-

DiM. La dimostrazione del punto (1) segue dal lemma richiamato poco
sopra osservando che, posto u = G(g), risulta Au = 0 e u = g > 0 al bordo.
(2) segue dalla linearita di G e da (1).
Per (3) si ha infine
—llgllcl < g(z) <llgllcl = —llgllecd(1) < G(g) < lgllcG(1)
= 1G99l < llgllock
O
Per il nostro obiettivo € utile il seguente teorema, che dimostreremo in

seguito.

Teorema 5.7.3 (Stime di Schauder interne) Sia 0 < o < 1. Consideriamo
Uoperatore

N N
A= Z aijDZ-j + Zlel +c
i,j=1 i=1
definito in Q aperto qualunque di R e tale che

||aij||(x, ||bi||047 ||CHO( S k07 0] > O

(non facciamo restrizgioni sul segno di c¢). Allora per ogni Qg CC 2 esiste
una costante ¢ = c(vy, ko, o, dist(Qg, 9Q)) > 0 tale che per ogni u € C%<(£2)
risulta

Hu”?@,ﬁo < C(V07 ko, a, Qo, Q) (HAul

a,2 + [t]lco,) - (5.44)

Proposizione 5.7.4 Sia ) di classe C*“ e supponiamo ¢ < 0. Allora per ogni
g € C(8Q) esiste un’unica u € C2*(Q) N C(Q) tale che

loc

Au=0 in{
u=g sudf)

DiM. Lunicita della soluzione segue dal principio del massimo 5.7.1. Dimo-
striamo lesistenza. Siano g € C(99) e g € C(Q) estensione di g. Conside-
riamo una successione (g,,) C C*%(Q) tale che g, — g uniformemente in
Q. Per ogni n, u, = G(g,) € C>*(Q) risolve

Au, =0 inQ
Up = gn  su OS2

e si ha

lln — ’U’WHOQQ = [|G(gn) — g(gm)HOO,Q < kllgn — gm”OOﬁQ'
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Ne segue che u,, converge a una funzione u € C(Q) uniformemente in ) e
siccome uy, |po = gn risulta ujgq = g.
Fissiamo Qy CC 2. Dal Teorema 5.7.3 sappiamo che

Hun - um”Q,a,Qo S C(Vo, kOv «, QOv Q) (”Aun - "4um||047Q + ||u71/ - um/”OOyQ)
- C(V07 kOv «, QOa Q)Hun - um”oo,Q'

Pertanto (u,,) & di Cauchy in C*%(Qy). Da cio0 segue che u,, — u in C%%()
e quindi u € C*%(Qy). Data l'arbitrarieta di ) risulta dunque u € 0120’?((2).

Infine passando al limite nell’equazione Aw,, = 0 si ha che Au = 0.
O

Passiamo ora a formulare un risultato di risolubilita per il problema
(5.42).

Teorema 5.7.5 Sia Q di classe C* e supponiamo ¢ < 0. Per ogni g € C(09)
e per ogni f € C%*(Q) esiste un’unica u € C%(Q) N C(Q) tale che

Au=f inQ
uU=gqg su 02

Le tecniche gia impiegate permettono di provare alcuni risultati di rego-
larita locale.

Corollario 5.7.6 (i) Se Q ¢ di classe C** e u € C*(Q) N Cy(Q) ¢é tale che
Au € C%2(Q) allora u € C*(Q).

(i) Sia Q aperto qualsiasi: se u € C?*(Q2) e Au € CIOO’S‘(Q) allora u €

Ciol ().
DiM. (i) Poniamo f = Au € C%%(Q)). Consideriamo il problema
Av=f inQ
v=_0 su 0f)

Sia v € C*(2) lunica soluzione. Per differenza u — v € C2(Q) N Cy(Q) e
A(u —v) = 0. Per unicita quindi u = v.
(ii) Consideriamo Br cC Qed f = Au € C%%(Bg). Il problema

Av=f in Bp
v=u su 0Bgr

ammette un’unica soluzione v € C>%(Bg) N C(Bg), per il Teorema 5.7.5.

loc

Pertanto la differenza u — v appartiene a C*“(Bg) N C(Bg) e risolve

A(u—wv) =0 1in Bp
(u—v)=0  sudBg.

Ne segue che u = v in Bg e quindi u € CIQ’Q(BR). O

ocC
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Riprendiamo il Teorema 5.7.3 di regolarita interna e diamo adesso la
dimostrazione. Il passo fondamentale & nel seguente lemma.

Lemma 5.7.7 Sia 0 < a < 1. Consideriamo l'operatore
N N
A= Z aijDij + Zlel +c
i,j=1 i=1
definito in Byg e tale che
llaijllas [billa; llclla < ko, +0 > 0.

Allora esiste una costante positiva C = C(vy, ko, a, R) tale che per ogni u €
C?%(Bypg) risulta

a,2R + ||UHoo,2R)- (545)

[ullo2e(Br) = [[ull2,0,r < Cvo, ko, a; R)([| Aul

DIM. Sia u € C*%(Bsg). Definiamo la successione R, = R> 7 277
Allora Ry = R, Row =2R e R, 11 — R, = R2-"*V_ Sian, € C°(RY) tale
che 0 < Mo < 1, nn =1su B, = BR,L’ supp”n, < B7L+1 €

L n
HDknnHoo < ﬁ2k( +1)7

per k =1,2,3 e L > 0 indipendente da n. Applicando le stime di Schauder
in RY alla funzione 7,,u otteniamo

17l 2,0,m8 < C(vo, ko, @) ([Almw)]ary + [Mntllcr) - (5.46)

Il commutatore [A, n,IJu = A(n,u) — n, Au & un operatore differenziale del
primo ordine i cui coefficienti dipendono da quelli di A4, dalla funzione 7, e
dalle sue derivate fino al secondo ordine. Risulta pertanto

ITA, T ]ullan+1 < C(ko)||ull1,a,n+1l7012,0-

Applicando il teorema di Lagrange si ha poi ||[n,]l2.a < ||7alls < 8RT38™.
Allora
1A, nudullan+1 < Clho, R)8™||ull1,a,n+1-

Analogamente

HnnHoo’nJrl[Au]oz’nJrl + [nn}a’nJrl”AuHoo’nJrl
[Aua,nt1 + 2"C(ko, R)|[ull2,n+1-

[nnAu]a,nJrl

VANVAN

Quindi da (5.46) otteniamo

17 2,088 < Cvo, ko, @, R) ([Aulanir + 8" [[ullzn1) - (5.47)
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Siccome C?*(RY) € Jrz%(C’Q’a(]RN)7 Cy(RM)), si ha

_2 _a
lullzns1 < 1ns1 wlla ey < CN) g1 ully g 11m41 ullsc

Posto ) = 52, si ha allora per ogni e > 0

1 __1
11 wllan < COV) (3 s wllo.a e + ™77 i1 ullc )
La stima (5.47) allora fornisce
1
||777l u||2,a,]RN < C<V0a ko, a, R) (||Au||06~,2R +8"ev ||77n+1 uH2,a7RN
+8"67 T |[ufl o 21 -

Scegliamo ¢ = £(n) > 0 t.c. C8"cv = ¢ con ¢ > 0 indipendente da n. Con
questa scelta C8"e™ 77 = C8T7¢ T e quindi

n_ 9
a2k + & M1 ullg,ary + C18T7 E7T [|u]| oo 25

2,087 < C|Aul

||"7nu

Prendendo ¢ < 1 in modo tale che 87-7¢ < 1, moltiplicando l'ultima stima
per £ e sommando su n si vede che tutte le serie convergono e che

oo C oo
anHnnUHz,a,RN < 17_£||AU||a,2R+anuﬁnuﬂza,RN

n=0 n=1

Cs
+———ulloc,2r
1 ¢8T7

9
con Cy = C1£7-1. Pertanto

Cs

C
lullz,a,r < [In0 ull2,0,88 < 7—— [ AUlla2r + ——[[tfloc.2r-
1-¢ 1—¢877

O]

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 5.7.3 Siano u € C*%(Q) e Qg CC Q.
Poniamo d = dist({2y,012) e sia R < g. Con questa scelta, se xq € () allora
Bsg(xp) C Q e applicando il lemma precedente abbiamo

[ullz.0.Br(z0) < C10, ko, @ R)([[AUlla, Bop (wo) + [[Ulloo,Bar (0))
< Clvo, ko, o, R)([|Aulla.0 + [[ufleo.)-

Facendo variare zy € )¢ con un numero finito di palle si ottiene la tesi. []
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5.8 STIME DI SCHAUDER DI ORDINE SUPERIORE

Nelle sezioni precedenti abbiamo assunto che i coefficienti dell’operatore
A e il dato f fossero di classe C%“ e abbiamo provato esistenza e unicita
della soluzione dell’equazione Au — Au = f con condizioni di Dirichlet nella
classe C%“. In questa sezione studiamo regolarita superiore della soluzione
in presenza di maggiore regolarita dei coefficienti di A e di f.

Come al solito

N N
A= Z CLZ‘J‘DZ‘]‘ + Zlel +c
i,j=1 i=1
e sia vy > 0 la costante di ellitticita uniforme. Il punto cruciale é costituito
dalla seguente stima interna.

Teorema 5.8.1 Siano k € Ny e R > 0 e assumiamo che a;j,b;, c € C*(Bap)
con [|aijllk,a:B:n: [Yillk,asBans [€llkaBan < Koo Sia u € C**(Bar) tale che
Au = f € OF(Bag). Allora u € C*¥*+2%(Bpg) ed esiste C = C(vy, ko, k, o, R)
> 0 tale che

[ellet2,0:8r < C (|Aullk,a;8:5 + [ulloo:B2r)-

DiM. Per k = 0 il risultato segue dal Teorema 5.7.3. Proviamolo per k = 1.
Sere{l,..,N} e0 < h < R/4, introduciamo il quoziente differenziale di
u nella direzione di e, definito da

u(x + he,) — u(x)

Opru(z) = o

Siccome
a) On,r(ou)(x) = ¢(x + hey)opru(x) + Onrd(z)u(),
b) p,-Du = Dy, yu, con Du generica derivata di v,
se Au = f siverifica facilmente che v = §;, ,u soddisfa I'equazione
N
Av(z) = Onef(x) = Y (Onraij) (@) Dijulx + he,)
N o
- Z(éh,rbi)(m)Diu(a: + he,) — (Onr0)(x)u(z + he,)
i=1
= g(x).

Siccome per ipotesi D,.f € C%®(Bayr), dalla rappresentazione

Gnrf) (@) = % /O 1 % Pz + hse,)ds = /O (Do) + hse)ds
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e dal fatto che 0 < h < R/4 sivede che §, . f € C’O"'O‘(B%) con ||y, f|
< || Dy fla; Bz - Analogamente 6y, »aij, Oprbi, Oprc € C**(Bspg)o) €

a;Bgr
2

||6h,raij||a;BgR/27 ||6h,rbi||a;BgR/27 ||6h,rc||a;B3R/2 < ko.

Applicando le stime interne (5.44) alla funzione v con Q = Bsp/s € Qo =
Bp, otteniamo

[0]l2,0:8r < C(vo, ko, B, @)(]g]

a;B3p/2 + ||U||OC;BSR/2)7

ossia (6 -u) & equilimitata rispetto ad h in C*%(Bpg). Per il Teorema di
Ascoli-Arzela, esiste un’estratta che, per h — 0, converge uniformemente
con derivate prime e seconde a D,u, che ¢ il limite puntuale di d;, ,u. Ne
segue che D,u € C*%(Bg), pertanto ¢ lecito derivare I'equazione Au = f
rispetto a z, ottenendo

N N
A(Dyu) = Dpf = Y DyaiDiju— Y DybiDiu— Dpcu. (5.48)
i,j=1 i=1

Applicando due volte (5.44) risulta

||Dru||2,a;BR < C(w, ko, R, O‘)(HDeroz;B% + ||UH2704;B%
HID )
< C(vo, ko, B, ) (| Drfllas By + [1f o Bar + 1tlloo; B2 )
< C(vo, ko, B, ) ([| fl1,0:B25 + [[ttlloci B2s)-

Risulta cosi provato il teorema per k¥ = 1. Notiamo che in realta gli stessi
argomenti provano che D,u € C’IQO’S(BQ Rr), per ogni r e I'equazione (5.48) &
soddisfatta puntualmente in Bsg.

Sia k > 1, supponiamo l'asserto vero per k e proviamolo per k + 1. As-
sumiamo pertanto che a;;,b;,c € C**1%(Byg), f € C*1:%(Byg). Lipotesi
induttiva gia assicura che u € C’ff;z’o‘(Bg r). Inoltre, se r € {1,...,N}, al-
lora D,u verifica 'equazione (5.48) in Bygr. Per l'ipotesi del passo k + 1,
il secondo membro appartiene a C**(B,y). Applicando Iipotesi induttiva

loc
otteniamo quindi che D,u € C;t>*(Bag) e

| Drullkt2,0i8r < Clvo, ko, ks a)(|Dr fllk,asBsr/n + 1Ullk+2,0:B55)2)
< C(V07k07k7a)(||f||k+1,a;BzR + ||u||OO;BzR)'

Dall’arbitrarieta di r segue la tesi. O

Ora ci proponiamo di applicare le stime interne dimostrate per regola-
rizzare la soluzione C?“ ottenuta nelle sezioni precedenti nel caso in cui i
dati del problema siano pit regolari. Esaminiamo in ordine i casi dell'intero
spazio, del semispazio e di un aperto limitato regolare.



5.8 Stime di Schauder di ordine superiore 111

Proposizione 5.8.2 Siano k € Ny e A\ > 0 e assumiamo che a;;,b;,c €
Ch(RN) con ¢ < 0. Sia ko > 0 tale che |||,z |0l k.0mn s 1] 5 amy <
ko. Se f € CH*(RYN), allora la solugione u € C**(RY) dell'equazione
\u — Au = f appartiene a C*T2(RV) e

||U’Hk+2,a;RN < C(V()v kOa ka >\a Oé)H()\ - A)U|

k,a;]RN‘ (549)

DiM. Per k = 0 la tesi € provata dal Teorema 5.4.4 e dalla stima (5.15).
Assumiamo quindi k¥ > 1. Se f € CH*(RY), allora sicuramente Au =
\u — f € CH*(RY). Applicando il Teorema 5.8.1 con k = 1, By(x) e
Bs(z0), 7o € RY arbitrario, risulta che u € C3(B;(z¢)) e tenendo conto
della stima (5.15) si ha

[ulls,aiBi@) < Cvo, ko, 1,0, A) ([|Atl1,0;B2(20) + 1UllociBa(a0))
< C(VO’ ko, a, )‘) (Hf”l,a;]RN + ||u||1,a;]RN)
< Clwo, ko, a, A) ([ fll1,asey + [ fllasey)
< C(vo, ko, A) Hf”l,a;]RN-

Prendendo l'estremo superiore su x, otteniamo che u € C3*(RY) e soddi-
sfa la stima |[u|3 o.;xv < C'||f]|1,o;r~. Iterando il procedimento si completa
la dimostrazione. O

Proposizione 5.8.3 Siano k € Ny e A > 0 e assumiamo che a;;,b;,c €
Okﬁa(Rﬂ) con ¢ < 0. Sia kO > 0 tale che ||aij||k,o¢;Rfa ||bi||k,a;]Rfv ||C||k,a;Rf <

ko. Se f € CH*(RY) allora la soluzione u € C**(RY) del problema

Au— Au=f ian
u=0 suRN-1

appartiene a Ck+2’a(R—I§Y) e ||u||k+2,a;]Rf S O(V07 kOa k7 )\1 Oé) ”()‘7"4)””]6,04;1&?‘

DiM. Il Teorema 5.5.4 e il Corollario 5.5.2 provano la tesi per k = 0. Sia
adesso k > 1. Osserviamo che per regolarita interna u € C’ff;Q"o‘(Rf ). In
particolare u € C**2(RY) e quindi si puo derivare 'equazione \u— Au = f.
Se r < N — 1, allora la derivata tangenziale D,u soddisfa ancora la stessa
condizione al bordo per cui, posto v = D,.u, risulta

N N
o= Av=D,f+ > DyaijDiju+» _ DybDiu+ Dpcu=g inRY
i,j=1 i=1
v=0 suRV-!

Osserviamo che v € C,(RY)NC?(RY). Inoltre, esiste w e C%*(RY) tale che

Mo — Aw =g inRY
w=0 su RV-1
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Per unicita (Teorema 3.1.13) v = w e quindi D,u € C**(RY) e tenendo
conto della stima del Corollario 5.5.2 risulta

HDTUHZ,Q;Rf S O(V07 k07057 >\) (HDTf”oz;Rf =+ ||UH2,04;R1)
—= C(V07k07a7>\) Hf”l,a;Rf'

Rimane da stimare la derivata terza di u rispetto a x. Derivando I'equa-
zione \u — Au = f rispetto a x e ricavando D3;u otteniamo

N

N
1

D}O’V’u, = P ()\DNU — DNf — Z ai]‘DijDN’U, — Z DNCLijDij’U,
NN (6:§)#(N,N) i.j=1

N
— > DnbiDju — DNcu>
i=1
e quindi la stima di ||D?VuHa;R$ segue da quella gia fatta per le altre deri-
vate. In definitiva v € C3*(RY) e lulls gy < Cllfll1amey-

Ripetendo lo stesso argomento per un numero finito di passi si giunge
alla tesi. O

Osservazione 5.8.4 Nelle stesse ipotesi della proposizione precedente, se
f € Ch¥RY) e g e Ck2o(RN-1), allora esiste un’unica u € C*+2(RY)
tale che
Au—Au=f in Rf
{ u=gq su RV-1

||u||k+2,(x;Rf < C(VO7 ]{70, k7 >" a)(”f”k,a;]Rf + ||g||k+2,a;RN*1)'

Infatti, basta prendere j € C*+%*(RY) estensione di g tale che ||g||, 12,0
< C||gllk+2,a:rv-1 € scrivere la soluzione nella forma v = v + g, dove v €

CHr2.e(RY) risolve

M —Av=f—(\g—Ag) inRY
v=0 su RV-1

Nel caso di un aperto limitato 2 di classe C*+2:® lo stesso risultato si
ottiene mediante carte locali e partizioni dell’'unita.

Proposizione 5.8.5 Sia 2 un aperto limitato di classe C**2* in R, con
k € No. Supponiamo che a;;,b;, c € Cke(Q)conc<0e llaijl k,a:0, il k050,
lcllk.a:0 < ko. Se f € C*(Q), allora la soluzione u € C*%(Q) del problema

Au=f inQ
u=~0 su 0f)

appartiene a C**t2:%(Q) e |Jullx+2.0.0 < C(vo, ko, ky o, Q)| £l k.0:0-
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DiM. Sia k > 1. Per ogni x € 9% sia (U,, H,) carta locale con
H, : B; — U, di classe CF*t%2,
H'=J,:U, — B diclasse CF+2:«
H,(Bf) = U, NQ.

Poniamo V, = HI(B%). Inoltre, per ogni = € Q) sia B(z,2R,) C . Per
compattezza si ha

3

1 j=1

K2

Posto n = ny + ng, prendiamo (7;)i=12.... » partizione dell’'unita relativa al
n ’
ricoprimento ottenuto. Allora u = Z ;.
i=1

Se i < ny, dal Teorema 5.8.1 risulta n;u € C**2%(B(z;, R,,)) e

[mivllkt2,00 = [mivllki2,0,B@R.,)

Cvo, ko, b, @) (1AM 1,0, 3(e, 28,

IN

+||77iu||oo,B(w,L,2Rwi)>

C(vo, ko, k, @) (| A(niw) k.00 + [[ulloc.)
C(V07 kOa k? «, Q) (”Au”k,a,ﬂ + ||U’||k+279) .

INIA

n. Consideriamo il cambio di variabile

IN

Sia adesson; +1 <14

vi(y) = (niu)(H;(y)), vy € Bf

e osserviamo che v; € C%%(B{") con v; = 0 su By NRY~1 e supp v; C B;.
Indichiamo con A; I'operatore in B, ottenuto da A mediante il cambio di
variabili considerato (per una rappresentazione esplicita vedi (5.34)). No-
tiamo che i coefficienti di A; appartengono a C**(B;"). Inoltre, si ha che
A(niu)(x) = ni(x) f(x)+ Biu(z) = gi(z), dove B; &€ un operatore differenzia-
le del primo ordine con coefficienti che dipendono dal cambio di variabili
eg: € cle(U,, N Q) con supp g; C V,,. Pertanto la funzione v; soddi-
sfa (Awi)(y) = gi(y) = gi(Hi(y)) € C*(BY") con supp g; C B;. Dalla
Proposizione 5.8.3 segue che v; € C>%(BT) e

[N

||vi||3,a,Bfr S C(V()?kOaHi) (14/07'/|1,()¢,Bl+ + |IU7'/||0<>,BT>
2

C(vo, ko, Hi) (IA(miv) 1,00, e + I75t]ls0,U,, 1)
C(vo, ko, Hy) (Imifll1,0.0 + | Bivl1,a,0 + [[ullsc.2) -
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Ne segue che n;u € C3%(Q) e

[Iniulls.a.0 < C(vo, ko, Q) (|1 fll1.0.0 + llullsq).

Ripetendo il procedimento un numero finito di passi, si trova che n;u €
Ck2a(Q) e

miullk+2,0:0 < CUIf ka0 + lullki2.0),

con C' = C(vy, ko, o, k, ).

Sommando sui = 1,--- ,n, interpolando ||u|x+2,0 tra ||ul/r+2,0.0 € |10
e stimando quest’ultimo termine mediante il principio del massimo 3.1.9,
concludiamo la dimostrazione. O



CAPITOLO 6

STIME DI SCHAUDER PER IL
PROBLEMA CON DERIVATA
OBLIQUA

Sia 2 un aperto di R". Consideriamo l'operatore differenziale

N
:Z D”—i—Zb )D; + c(x (6.1)

In questo capitolo ci proponiamo di studiare il problema
{ M—Au=f inQ

Ju
au+% g suof)

(6.2)

sotto opportune ipotesi di regolarita per I'aperto €2, per i coefficienti di A,
per quelli dell'operatore al bordo e peridati f e g.

6.1 PRINCIPI DEL MASSIMO

In questa sezione supponiamo che () sia un aperto limitato di classe C* op-
pure il semispazio Rf , che a;; = a;;, b;, ¢ siano funzioni continue e limitate
in  con ¢ < 0. Inoltre assumiamo che a, b siano funzioni continue e limitate
su J9 e siano tali che |b| = 1 e, denotata con v la normale unitaria esterna
a 09, sia soddisfatta la condizione di non tangenzialita

b-v>¢ep>0. (6.3)
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Assumiamo anche che a > 0. Questa ulteriore ipotesi sara completamente
rimossa nel teorema finale 6.4.7.

Proposizione 6.1.1 Sia © un aperto limitato di classe C* e sia u € C?(Q)
soluzione di (6.2) con A >0, f € C(2) e g € C(0). Se a > ag > 0 allora

1 1
[ulloo < S 1flloo + —1llglloo
ao

sea>0eg=0allora
1
lulloo < S flloo-
DiM. Per il teorema di Weierstrass, © ammette massimo in qualche =, € Q.
Senza perdere di generalita, assumiamo che u(zg) = ||u/loo > 0. Se zg € 9,
allora Au(zg) < 0 (cfr. la dimostrazione del Teorema 3.1.2) e quindi

Allulloe = Au(zo) < Au(zo) — Au(zo) < [ f]loo-

Se zy € 01, allora %(mo) > 0, percheé zy & punto di massimo e vale la

condizione di non tangenzialita b - v > 0. Quindi, se a > ag > 0 segue che

ou

aollullee = aou(zo) < a(wo)u(zo) + 0

(o) = g(20) < lglloo

e la tesi € provata nel primo caso.
Assumiamo ora che a > 0 e che g = 0. Se zg € 90 e a(zg) > 0
I'equazione

ou
a(zo)u(zg) + %(xo) =0
€ impossibile e quindi necessariamente z, € 2. Se a(xy) = 0 allora la stessa
equazione implica che %(mo) = 0. Siccome upn ha un massimo relativo

in ¢ anche %(xo) = 0 per ogni vettore 7 tangente a Jf). Ne segue che
Vu(zg) = 0 e come prima Au(zp) < 0. Pertanto A||u/loc < || fllco- Ul

Proviamo adesso alcuni principi del massimo nel semispazio.

Lemma 6.1.2 Siano u € C? (@f) una solugione limitata di (6.2), con A > 0,
fe C(Rf) ege C(&Rf). Assumiamo che a > ag > 0. Allora

1
[ufloo < <

[ Flloe + —lglloo-

|
ag
DiM. Introduciamo la funzione ausiliaria v(z) = v + |z|? e scegliamo il
parametro v > 0 affinche A\v — Av > 0. Poniamo w = u — %v in B;
= RY N Bg. Risulta

Aw—Aw < f in BE

w<0 sudBr NRY

ow [l]] oo ov R N
aw+E:9—ly+R2 GU‘F% §g+0mllu\\oo su Br NORY
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Con argomenti analoghi a quelli della proposizione precedente si trova che

C R

a0 WH“H%: x € By,

1 1
w(@) < < [[flloo + —llgllec +
ao

e quindi

sy, € R
v+ R? ag v+ R?

1 1
u(@) < 3 llflleo + —llglloo + |ulloe, = € Bj.
agp

Mandando R — oo si ottiene u(z) < x| fllec + 3= [l9]loc € scambiando u con
—u la dimostrazione & completa. (]

Se I'estremo inferiore della funzione a risulta nullo, il risultato seguente
non e preciso come nel caso di un aperto limitato.
Proposizione 6.1.3 Sia u € C? (@f) una soluzione limitata di (6.2). Allora
esiste Ao > 0 tale che per ogni A > \o, f € C (Rﬁ) e g € C(ORY) risulta

2 2
< - =
[ulloo < X — Ao [ flloo + %o ll9lloo
dove g & dato in (6.3).

DiM. Sia ¢(z) =1 — z € RY. Chiaramente

TN +2’
26 1

S¢S1a ¢($/a0):§7 %(.%‘/70):1

1
2
Posto v = ¢u, € facile verificare che
9 N
Av = QAu+ 3 > ainDy¢Dv
i=1

+% (CLNNDNN¢ +bnyDno — ;GNN(DN@Q) .

Pertanto se

¢ ¢

N
~ 2 1 2
A=A— g ZaiNDN¢Di + — (CLNNDNN¢ +byDno — aNN(DN(b)Q)
=1
risulta che Av = ¢ Au e quindi

v — Av = ¢f.

Per quanto riguarda la condizione la bordo soddisfatta da v, osserviamo che

9 96 1

= bN% = ZbN su ORY. Siccome ¢(z/,0) = 1/2, risulta
v Ou dp 10u 1 N
%— %+u%_§%+§bNU7 SU6R+
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Otteniamo cosi

ou ov ov
au+8b—2av+<28b—bz\w) Z(QG—bN)”"‘Q% su ORY
ossia _
Av— Av = ¢f ian
1 ov 1 N
(a—QbN>v+ab—2g SU8R+

1l coefficiente di ordine zero di A & dato da

c=c— % (aNNDNN¢ + bNDN¢ — ;GNN(DN(MQ) .

Sia \g := sup ¢. Se dunque X > ), tenendo conto che a — bN > 1 560 >0e
applicando il Lemma 6.1.2 a v, otteniamo

lloo < 3=~ A [6floo + ”g”oo_ e A 1fllo + Ollgllom
e quindi

fulle < 55 161w + = 9l

O

Osservazione 6.1.4 Il numero )\, dipende solamente dalla norma del sup
dei coefficienti di A. In particolare, \q € lo stesso per tutti gli operatori i cui
coefficienti soddisfano la stima |[an N ||oo, [|DA ||ce < ko-

6.2 PROBLEMA CON DERIVATA OBLIQUA PER IL A
IN RY

In questa sezione ci proponiamo di studiare il problema con derivata obli-
qua nel caso del A nel semispazio Rf . I punti cruciali sono:

1. risolvere il problema di Neumann,

2. provare delle stime a priori con un operatore al bordo della forma

ou .
au + %’ con a e b costanti, a > 0, by < 0.
Mediante il metodo di continuita dedurremo esistenza ed unicita per il pro-
blema relativo al A con un operatore al bordo del tipo considerato al punto
2.
Cominciamo a provare un risultato di estensione.
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Lemma 6.2.1 Data g € C**(RN 1), esiste h € C?*(RY) tale che h(z',0) =
0 e Dyh(z',0) = g(2'). Inoltre ||h| 2,0;RY < Cllgll1 a:rn-1, con C' = C(N).

DiM. Sian € Cg°(RY 1), con0 <n<1le [ ,n= 1. Consideriamo la
funzione

h(z',zn) = N /RM g(z" —any Iy )dy'.

E chiaro che h(z/,0) = 0 e che |h(z', zx)| < zn]|g]ls. Inoltre se i < N,
risulta

Dihla',on) = 2w /RN_l Dig(x’ —any In(y")dy’

e quindi | D;h(z, 2x)| < x| Digl|so- Siccome

Dyh(z',zn) = /RN?1 g(@" —zny Iy )dy' (6.4)

—xN / Veg(@ —azny') - y'ny)dy'
RN-1

otteniamo Dyh(z’,0) = g(z') e |[Dyh(2’, zx)| < ||g]loc +C 2| V9]0, dove
C' & una costante che dipende da 7. Per stimare le derivate seconde di h,
non potendo derivare ulteriormente g facciamo prima un cambio di variabili
ottenendo peri < N

~ 1 ' —
D;h(x' = — Dig(y dy'.
(z',zN) 7 /RNH gy )77< . ) Y

Se anche j < N allora

(! _ 1 / x/_'y/ /
Dijh(s',2n) = —— Dig(y") Djn dy
Ty RN-1 TN

[ D’ o) Dty
RN-1
da cui segue facilmente che || D;;h/|o < C||D;g| oo- Inoltre

|Dij7~“b($',$N) — Dijﬁ(g/agN)|

Digla / (& — &) — (an — )y 1| Dy dy!
RN-1

CIDiglal(’ 2x) — (€, )|

IA

IA



120 Stime di Schauder per il problema con derivata obliqua

ossia [Dijﬁ]a < C|[D;g]n- Per calcolare D; yh coni < N, deriviamo rispetto
a z; la (6.4) e, posto 7(y") = y'n(y’), otteniamo

Duvha'sox) = [ Diala’ ol o)y

1 B 3:/ _ y/
-~ / Varg(y') Dif ( ) dy'
xN RN-1 N

= / Dig(z" — xny") n(y')dy'
RN-1

- /R  Vaegl@ —any') Dily'n(y'))dy'

_/ Vag(a —any') -y’ Din(y)dy'.
RN-1

Da cio seguono le stime per || D;nh||s € [Dinh], come prima. Infine

e, zn) = _/RN_l Vgl —any') - y'ny)dy'
N -2 ' =y

+ Vaug(y < )d '

1 /sz—l 9(y') -7 oy L

o r o\ N-1
v (=) S5 ay
TN IN /=1
- _/ Vaog(@' —any') - y'n(y)dy’
RN-1
+(N*2)/N Veg(a' —any') - y'n(y')dy'
RN-1
+/N Vaogl@ —any) - (Vi) -y dy'.
RN-1

Siccome 7;(y") = yin(y'), risulta V7, (y') = yiVn +ne; e v - Viu(y') =
yiy' - Vi + ny;. Ne segue che

Dyyh(z',zy) = / Vg’ —zny') -y (N =2)n") +y" - Vny'))dy'
RN—l

e si procede come sopra per stimare || Dy ~hllso € [Dynh]a. Per conseguire
la tesi basta porre h(a’,xn) = Y(xny)h(z’,zn) con ¢ regolare e tale che
Yp=1per0<zy <letyp=0perxzy >2. ]

Usiamo adesso questo risultato per risolvere il problema di Neumann
associato al A nel semispazio.
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Proposizione 6.2.2 Sia A > \o, dove A é fissato come nella Proposizione
6.1.3. Il problema

A —Au=f in Rf
ou (6.5)

an =9 su ORY = RN !

con dati f € CO*(RY), g € CH*(RN~') ammette un’unica soluzione u €
C%(RY). Inoltre si ha la stima

lullogey < e A) (I sy + g

1,04;]RN*1) .
Se g =0, allora ||uH1,a;R$ = O(A%)\\f||a;Rf per A — 4-00.

DiM. Tunicita discende dalla Proposizione 6.1.3. Riguardo all’esistenza, sia
h € C%*(RY) tale che h(z’,0) = 0 e Dyh(2’,0) = g(2’) con 1Pll2,0imy <
Cllg|l1,ar~v—1 (tale funzione esiste per il Lemma 6.2.1). Cerchiamo la solu-
zione nella forma v = v + h. Quindi v soddisfa
M —Av=f—(A\—Ah)=: fi inRY,
Ov
8xN

=0 su ORY = RN L.

Inoltre [|fillqry < C()\)(||f||a;Rf + Hng_’a:RN—l). Allora basta risolvere

il problema (6.5) con ¢ = 0. Consideriamo l’estensione pari di f rispetto
all'ultima variabile

f@ an) = { f@'ay) oy 20

fl@',—xn) zy <0

Chiaramente || f lary < 2||f H(X;M. Per il Teorema 5.4.3, esiste un’unica
u € C*(RN) tale che \u — Au = fin RN e [[u]ly.qmy < Cla, \)|| fllamy-
Posto i(z/,xy) = u(z’, —xy), & immediato verificare che A\t — Ad = f in
R, per cui, per unicitd, & = u, ossia u & pari in zy e quindi %(m', 0)=0.
Quindi la restrizione di v a ]Rf ¢ la soluzione cercata.

La stima per HUHLWM se g = 0 segue direttamente da quella per [|ul; oz~
(Corollario 5.4.6). O

Prima di passare allo studio del problema con derivata obliqua faccia-
mo delle considerazioni preliminari. Dall'Osservazione 5.8.4 sappiamo che
fissato k € N e prese f € C**(RY) e g € C*+*2(RN~1) il problema di
Dirichlet

{ M—Au=f inRY
u=g in RV-1
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ha un’unica soluzione u € C*+2(RY) che soddisfa la stima

lulirzazy < Clask, N (1 I amy + Il ).

In particolare, sia IT)g la soluzione con f = 0. Allora la stima precedente
implica che II, : C*2*(RN-1) — C*22(RY) & un operatore continuo,

per ogni k = 0,1,.... Osserviamo che dalle stime interne, v = Ilyg €
C*>(R¥) e quindi si puo derivare 'equazione Au — Au = 0 quante volte
N-1

sivuole. Se Ay_; = Z Dy;, risulta pertanto
i=1

/\AN—l u— A(AN_lu) =0 in Rf
AN—l UZAN_lg in RV-1

ossia Any_1IIy = IIyAn_1, per unicita. Ne segue che (I — Ay_1)II) =
I, (I — Anx_1) e applicando le stime in RV~ ((5.49)) risulta

||H>\(I - ANfl)g”k:,a;Rf = ”(I - ANfl)H)\g”k:,a;Ri

Ch ||H/\9||k+2,a;Rf

IN

CQ||9||k+2,a;RN*1
C3[|(I = AN-1)9llk,amy-1-

INIA

Siccome I — Ay _; & invertibile da C*+2:¢(RV~1) in Ck*(RN~1), risulta
provato il seguente lemma.

Lemma 6.2.3 Loperatore ITy : C**(RN~1) — Ck*(RY) é continuo per ogni
k=0,1,.., A> 0.

Useremo il Lemma 6.2.3 con k£ = 1.

Nel teorema che segue proviamo stime a priori nel caso del A per condi-
zioni al bordo a coefficienti costanti.

Teorema 6.2.4 Sia \ > )¢ (cfr. Proposizione 6.1.3) esianoa € Re b € RN
taliche 0 < a < M e |b| =1, by < —go . Allora esiste una costante C' =
C(a,\, M, g9) > 0 tale che per ogni u € C%*(RY) soluzione di

Mu—Au=f inRY
(6.6)
au + @ = in RV-1

0b

risulta
||u||2,o<;]Ri’ < C(Hf”oz,Rf + ”ng,a;RN—l)' 6.7)
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DiM. Sia v € C%(RY) la soluzione del problema

M —Av=f inRY
v=0 in RV—-1

Allora ||U\|2,a;1Rf <C ||f|\a;R$. Inoltre possiamo scrivere u = v + w dove w

risolve
Aw—Aw =0 in RJ_X

Naturalmente ||A|; qryv-1 < C(a,/\,M)HfHa;Ri + [lgll1,a;r5-1. Posto z =

+ a—w risulta
aw o

Az—Az=0 inRY
z=h in RV—1!
(notiamo che w € C*°(RY)).
Per il Lemma 6.2.3, si ha ||Z||1,a;Rf < C(A) |Rl1,a;r~-1. Inoltre

N N-1 N
> bibDijw — > bibjDyw = b3 Dyyw+2Y  bibyDiyw
i,j=1 i,j=1 i=1

da cui possiamo ricavare

1 N 1 N—-1 N

Dynw = —p Z b Dijw + 5 beD”w—i— ZbiDin
N 1,j=1 3,j=1 =1
N N-1

2 ow

- Z (%) oo (5) 2 Dy

2a
- " Zsz+ i ZbDw+ ju Dvz = - Dnw

N-1
b2 > bib;Dijw.

1,j=1

Siccome Dy yw = Aw — Ax_;w abbiamo infine in Rf

N— N—-1
Z bib; Dijw — 7 Z b; Djw
— N j=1

Aw — An_jw —

1

2

N
1 N
2 Z DZ+ DNZ beN’w
by e N
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In particolare 'equazione precedente & soddisfatta in RN ~! e quindi dalle
stime di Schauder in RV~! (5.15) segue che

(-, )l v+ < Cla, A M, e0) (I12llaizy + 0l aggy )

Tenendo conto che w = I w(+, 0) e applicando il Lemma 6.2.3 otteniamo

ol amy < Cles X M. 20) (|2l amy + ol azy)

Interpolando infine ||w\|1}a;Rf tra ”wH?ﬂ;Rﬂf e ||w||OO;R$ e applicando la
Proposizione 6.1.3 per stimare ||w\|oo;Rf deduciamo

lollzamy < C(I2lary + lwllory ) < C(IRILam-1 + [Bllaogy— )
< (gl am-r + 1 lazy )-
Dato che u = v + w, la dimostrazione € completa. O

A questo punto possiamo dimostrare un risultato di esistenza e unicita
relativo al problema (6.6).

Teorema 6.2.5 Sia A > )\ e siano f € CO*(RY) e g € CH*(RN~1). Allora
esiste un’unica funzione u € C%*(RY) tale che

Mu—Au=f inRY

0
au—l—a—Z:g in RV-1

doveacRebe RN con0<a< Melb =1, by < —co.
DiM. La dimostrazione ¢ basata sul metodo di continuita. Poniamo
X =C**(RY) Y = CORY) x Ch*(RN )

e consideriamo gli operatori L, : X — Y definiti da

Lou = ()\u—Au,(l—s)au—Fs<au+au)>, s €[0,1],

ov ob
dove v denota la normale esterna al dominio, ossia v = —ey. Osserviamo
che
1-— s)@ + s@ = %
( v aob Ot
conT=(1-s)v+sb|r|<lern =—(1-35)+ sby < —¢p e nella stima

(6.7) la costante C' si puo prendere indipendente da s, ottenendo cosi
[Lsully = Cllullx

per ogni s € [0,1]. Per la Proposizione 6.2.2 'operatore L € suriettivo e
quindi, per il Teorema 5.1.3, anche L, lo &. O
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6.3 COEFFICIENTI VARIABILI IN RY

Passiamo a considerare 'operatore

N N
1,7=1 =1

e assumiamo che i coefficienti appartengano a C%*(R%Y) conc < 0e ky > 0
sia una costante tale che

lajllas [1Billas llella < ko
Sia vq la costante di ellitticita uniforme. In tutta questa sezione assumiamo

a€ Cl’“(RN_l), 0<a<M

(6.8)
be CLe®N-L SN by < —g5 <0,
dove SV~! denota la sfera unitaria di R"V. Sia )\, dato dalla Proposizione
6.1.3. Osserviamo che )y non dipende da a, b ma solo dall’operatore A.
Per provare le stime a priori relative ad A, procediamo nel modo stan-
dard, cioeé congelando i coefficienti della parte principale dell’'operatore e
quelli della condizione al bordo. Cominciamo dunque a considerare opera-
tori del tipo

al 0
A(): ZaijDij Bo:a"‘r%
ij—=1
con a;; = ajj S R, |aij| < ko, ij:l aijgl{j > V0|£‘2 el <a< M, be RN,
|b‘ =1le bN < —&0.

Lemma 6.3.1 Siano Ay e By come sopra. Se A > )\, esiste C = C(a, A\, M,
ko, 20, 10) > 0 tale che per ogni u € C**(RY) risulta

||uH2,(x;Rf < C(H)‘u - AO“Ha;Rf + ||Bou||1.,a;]RN—1)~ (6.9)

DiM. Sia (); una matrice ortogonale tale che Qi(a;;)Q] = D), dove D)

¢ la matrice diagonale degli autovalori di (a;;) e Q7 € la trasposta di Q1.

Poniamo u(z) = v(Qz), dove Q = SD% Q1 e S € una matrice ortogonale
A

scelta in modo tale che Q(RY) = RY. Allora QRN 1) = RN"! e Q*en =
~ven per qualche v > 0. Inoltre ¢;|z| < |Qx|, |Q*x| < co|z], con 0 < ¢; =
ci(ko,vp). Ne segue che v = vlen| = |Q*en| > 1.

Per costruzione l'equazione Au(x) — Aou(z) = f(z) € equivalente al-
lequazione Mv(y) — Av(y) = f(Q 'y) e, siccome Vu(x) = Q*Vv(Qx),

o

la condizione al bordo au(z) + a—Z(m) = g(z) per v diventa av(y) + 3 (v)
—
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9(Q'y)

N a Qb
=S———-doveda=—~e7T = —-.
|Qb(y)] QY] |Qb|
con ¥ € RV~ allora Qb = Qb + V' + vybyen, con Qb b € RN-1,

. b . .
Quindi 7y = LN —C—lso. Vale pertanto la stima (6.7) per v che, tramite

Qb e

I'uguaglianza u(z) = v(Qz) implica quella voluta. Ul

Osserviamo che se b = b’ + byen,

Nella proposizione che segue useremo il fatto che la costante )\, della
Proposizione 6.1.3 dipende solo dal numero kq (vedi Osservazione 6.1.4).

Teorema 6.3.2 Sia \ > ). Allora esiste C = C(«, ko, v, M,e0,\) > 0 tale
che per ogni u € C**(RY) risulta

el aimy < C (120 = Aullazy + 1Bulls agmr-1),

dove A é definito in (6.1) e Bu = (au + g;j) , con a, b che soddisfano
‘RN—l

(6.8).

DiM. Sia zp € RY esia z) = (2§,..x)’"*,0). Per r > 0 consideriamo
lintorno I(zg,r) := B,(z0) NRY. Sia n € Cg°(RN) tale che n = 1 in
B,.(x0), n = 0 fuori di Bs,-(z0). Presi gli operatori

al ou
Agu = Z a;j(zo)Diju  Bou = a(z))u + Pt

ij=1

applichiamo la stima (6.9) alla funzione nu e ad Ag, By, ottenendo cosi
Illogy < C(I= Ao)0ru)lagy + 1 Bo(mo)ls ogav— )

Cll(A = Ao)ullas1(ao,r) + CllBoull,amn-1 + Crl[ullomy

Ol = AYullogzy + Chor®ul

+C||Bul|1 omv-1-

INIAIA

2,&;]1%1 + CTHUHQ;]Rf

Ne segue che

[Ju

paiteor) < ClIOA = Aullozy + Crr® ul gy + Crllullsy
+C||Bu||l,oz;]RN—1
e, prendendo I'estremo superiore su xg € Ri’ R
lullpamy < CIO = Aull gy + Crr® fulla sy + Crllullzzy
+C||Bul|1 orv-1-
Scegliendo r abbastanza piccolo otteniamo
[ullg,a;ry < Cll(A = Aullgry + Cllullzry + CllBully apr—1-

Interpolando HUHQ;M tra Hu||27a;M e ||UH<X>;R$ e applicando la Proposizione
6.1.3, concludiamo la dimostrazione. O
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Teorema 6.3.3 Sia A\ > ). Allora per ogni f € C**(RY)e g e CL(RN1)
esiste un’unica soluzione del problema

A — Au=f ian

au+%:g in RNV-1

in C%*(RY).

DiM. Basta applicare il metodo di continuita (Teorema 5.1.3) con le seguen-
ti scelte

X = C**(RY) Y = C%(RY) x CHRNT)
e
L;: X —>Y
0 0
Liu = ()\u — (1 - ) Au+ tAu, (1 - t)a—:j +t (au+ a:)) te0,1],

con v = —ey. Dal Teorema 6.3.2 discende che | L;ully > C|lul/x, con C >
0 costante indipendente da ¢. Siccome L e suriettivo per la Proposizione
6.2.2, anche L, lo é. O

Nella proposizione seguente studiamo la dipendenza da A della norma
del risolvente nell'ipotesi in cui la condizione al bordo & omogenea. In
questo caso infatti si vede che la norma in C*© ¢ infinitesima per A — +o0
e cio sara utile nello studio del problema con derivata obliqua in un aperto
regolare limitato .

Proposizione 6.3.4 Sia A > \o e, data f € C¥*(RY), sia u = R(\)f €
C%*(RY) la soluzione del problema

A — Au=f ian

au+%=0 in RN-1

Allora [|R(N) fl|1,a;myy = OONT) || fllagry> per A — 400,

DiM. A meno di considerare A— )\ al posto di A, possiamo assumere \g = 0.
Poniamo u(x) = v(v/Az). Allora & facile vedere che v soddisfa la seguente
equazione

N N
o) = Y a)Pyely) = 3 biw)Dity) - woly) = 17 (4)
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con digy(y) = ai;(y/VN), Bily) = A~V2bi(y/VR), é(y) = A~ e(y/V/A). Inol-

tre al bordo v verifica la condizione
av + 8—13 =0
ob

con a(y) = A"Y2a(y/VN) e by) = b(y/VN). Se A > 1 allora iy = vy,
s llacsys Bl s Iellasmy < Ko € allagy—1 [Pl a1 < M e quindi
dal Teorema 6.3.2 segue che

1
”v”?,a;Rﬁ < C(OZ, Lo, K> M’ SO)X”f(/\/X)”a,Rf

Siccome v(y) = u(y/v/)\) otteniamo per \ abbastanza grande

1 1 1
||uHoo;Rf + ﬁ”vu”oo,]Rﬁ + X”D2U‘HOO;IRf + »T%[DQU]Q;RQY

1
+/\1+a [vu]a RY < Hf”(x;]Rf'

6.4 PROBLEMA CON DERIVATA OBLIQUA IN UN
APERTO LIMITATO REGOLARE

Consideriamo un aperto € limitato di classe C*, cioé tale che per ogni x €
0N esistono un intorno U di x ed un apphcazmne bigettiva H : B1(0) — U
di classe C?“ coninversa J : U — B;(0) di classe C?* tale che H (B (0)) =
Uno.

Sia A l'operatore definito in (6.1). Assumiamo che a;;, b;, ¢ € Coe(Q),
con ¢ < 0 e, come prima, sia ky > 0 una costante tale che

llaij llase; lellaze < ko (6.10)
Introduciamo l'operatore al bordo
Ju
Bu = — 11
u = aqu + % (6.11)
dove
acCH(09Q), a>0 (6.12)
e
be CH*(00,SN71), conb-v>ep >0 sud, (6.13)

essendo v la normale esterna unitaria a 9. Sia inoltre M > 0 tale che

lall1,0:00: [|bl1,0:00 < M. (6.14)
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Assumeremo tali ipotesi per tutta la sezione ad eccezione del Teorema 6.4.7,
in cui sara rimossa la restrizione sul segno di a.

Osserviamo che se b - v > 0 su 91 allora per compattezza b - v > ¢y per
qualche 9 > 0, cioe la condizione puntuale di non tangenzialita diventa
automaticamente uniforme.

Il primo teorema che vogliamo dimostrare riguarda le stime a priori.

Teorema 6.4.1 Esiste una costante C' = C(a, v, ko, M,€0,Q) > 0 tale che
per ogni u € C*%(Q) risulta

||“||2,a:,9 < C(HAu”a;Q + ||BUH1,04;OQ + Hu”oo,ﬂ)

DiM. Per ogni = € 90 sia (U,, H,) carta locale con

H, : B,(0) — U, di classe C*,
H:'=J,:U, — By1(0) di classe C**,
H.(Bf(0))=U,NQ, H.(B(0)NRYN"1)=U, NN
Poniamo V; = H;(By(0)). Inoltre, per ogni = € {2 esiste B(z,2R;) C Q.
Per compattezza risulta

3

1 2

QC B, Re) U Ve,

i

1 j=1

K2

Posto n = nq + ng, prendiamo (7;);=1,2,... » partizione dell’'unita relativa al
ricoprimento ottenuto. Allora

n
u = E niu
i=1

Se i < ny allora n;u € C%*(R") e supp(n;u) C B(z;, R,,). Applicando
le stime di Schauder per l'intero spazio (Teorema 5.4.1) otteniamo

C(vo, ko, @) ([l Ao,z + [Imiulloo )
C (v, ko, @) ([[A(miu) las + [|ulloo,0)
Cvo, ko, o, Q) ([[Auflasa + [lullza) -

||77iu||2,a,RN

IAIACIA

Sia adesso ny + 1 < ¢ < n. Operiamo il seguente cambio di variabile

vi(y) = (niu) (H(y)) = Mi(niu)(y)

e osserviamo che v; € C**(RY) e supp(v;) C By.

Risulta A(n;u)(z) = flivi(y), dove Poperatore A;, determinato dal cam-
bio di variabili, ¢ definito in (5.34). Riguardo la condizione al bordo,
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osserviamo che
Bniu)(x) = a(z)(nu)(z) +b(z) - V(niu)(x)
= a(H;(y))vi(y) + (dJ;) b(H;y) - (Vv;)(y)

8'UZ' ~
= - Bz 7 3
8b@) vi(y)

= a(y)vi(y) +

dove a(y) = a(H;(y)), b(y) = ((d.J;)b)(H;(y)) e dJ; denota la matrice iaco-

biana di J;. Siccome b non & tangente a <2, b non & tangente a RV —1. Appli-
cando pertanto la stima del Teorema 6.3.2 alla funzione v; e agli operatori
A, e B; (eventualmente estesi all'intero spazio) risulta

l0illa.0. 85 < 00, Ko, iy 20, MY Astillo gy + 1 Bivils v + [0l ogzy)
da cui

[niull2.0.0 < C([[A(niw)]

a2 T 1B(miv)|[1,0:00 + [[ullocse) -
Sommandosui=1,---,n

[ull2,0:0 < C (|| Aul

a0 + [[Bull,a00 + [[u

Q;Q) .

Concludiamo la dimostrazione interpolando ||u|2,0 tra ||ull2,a:0 € [|u]cc:0-

Corollario 6.4.2 Siano 0 e A fissati con A > 6 > 0. Allora esiste una costante
C = C(a,vy, ko, M, A\, 0,e0,82) > 0 tale che per ogni A € [d,A] e per ogni
u € C%%(Q) con Bu = 0 su 9N risulta

”uHQ,a;Q < CHAUJ - Au||a;Q~

DiM. Applicando il Teorema 6.4.1 all'operatore A — A, con A € [d, A], si
trova che per ogni u € C%%(Q2) con Bu = 0 su 952 risulta

Julz.acer < € (1IN0 = Aullase + [lull< ) (6.15)

dove la costante C' dipende da «, vy, g, M, ) e dal massimo delle norme
dei coefficienti di A — A. In virtu di (6.10) e della scelta di ), si ha pertanto
che C dipende da a,vg,e9, M, e da kg e A. Ora, tenendo conto della
Proposizione 6.1.1, da (6.15) si deduce che

C
< =
)

1
lullo.ase < O (I = Aullasa + 52w = Aullos ) < 51X = Aufasa,

se § < 1. Pertanto 'asserto. O
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Veniamo ora al risultato di esistenza (e unicita) della soluzione del pro-
blema con derivata obliqua in (2, assumendo dapprima che la condizione al
bordo sia omogenea. Dimostreremo il caso generale dopo aver provato un
risultato di estensione.

Proposizione 6.4.3 Sia \ > 0. Per ogni f € C%%(Q) esiste un’unica soluzio-
ne in C*%(Q) del problema

M—Au=f inQ
{ Bu=0 su 0f2
DiM. La dimostrazione ¢ del tutto simile a quella del Teorema 5.6.4 a cui
rimandiamo per ulteriori dettagli tecnici.
Usiamo la notazione del Teorema 6.4.1. Pertanto sia @ C (J;}, B(z;, Ra,)
U U?il Ve, e sia (n?)i=1.2.-. m=n,+n, una partizione dell’unita subordinata
a tale ricoprimento.

Sia f € C%*(Q). Allora possiamo scrivere f = Z nf.
i=1
Se i < ny allora n;f € CO%(RY), supp(n;f) € B(w;, R;,). Indichia-
mo con R()) il risolvente dell’operatore A in RY. Osserviamo che R()) :
Co(RYN) — C%*(RY). Poniamo

Ri(N) f = miR(N)(nif)
e notiamo che

Ri(\) : C%*(Q) — C?*(Q) e suppRi(\)f C B(zi, Ry, ).

i

Inoltre
A=ADRNf = (A= A)mRA) (i f)
= mA=ARN) i f) + [A = A n JR(A) (n: f)
= i f+SiNS
dove [-, -] indica il commutatore e

SiANf = A= And RN (ni f) = =[A, I R(N) (3 f)-

Risulta

a—1

[15:(A) flla = O =) f]la

per A\ grande.
Siaoran;+1 < i < n. Se M; € I'operatore associato al cambio di variabili
(definito in 5.33) poniamo

RN f = M7 (Min) (0 = A) 7 Mi(nif))
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dove ()\—fl,;)*l & il risolvente di A; in Rﬂl’ con la condizione B; = 0 al bordo.
Allora R;(\) : C%%(Q) — C?2(Q2) con BR;(A\)f = 0su dQ e supp R;(\)f C
Vz,. Risulta

A=A)RNf =nif+Si(Nf

dove ora S;(\) = M ([/\ — A, M ()] (N — A) 1 (M (n; f))). Come prima,
per A abbastanza grande, tenendo conto della Proposizione 6.3.4, risulta

1S:(N) flla = OAT)| |

A questo punto poniamo
V) = SRV 0O () — 02 (@)
=1

e osserviamo che BV (\)f =0sudf e

A=AV f= me+zs )f = f+ZS
Quindi

A=AV :C¥*Q) - C™(Q) e A—AV\) =TI+ Z S

1
Scegliamo ) tale che Z 1S Mla < = 5 Per ogni A > A;. Questo assicura
i=1

che loperatore I + ZS ¢ invertibile in C%*(RY) con inverso W ()

tale che |[W()| < 2 Inoltre siccome (A — A)V(N)W(A) = T su C%*(Q),
u=V(A)W(N)f e lasoluzione cercata per A > A;.

Se 0 < A < )\, basta applicare il metodo di continuita agli operatori
Ly = (1 —t)A 4+ tA\y — A. infatti, scelto § > 0 con § < A e posto A = Ay,
risulta 0 < (1 — ¢t)A + tA; < A, e quindi grazie al Corollario 6.4.2, per ogni
u € C%%(Q) con Bu = 0 su 99, vale la stima

[ullz,0:0 < CllLiullase,

con C costante indipendente da ¢ € [0,1]. Siccome L, € suriettivo, anche
Lo =X — Alo ¢ e quindi la dimostrazione € completa. O

Lemma 6.4.4 Se g € C*(9Q) allora esiste h € C**(Q) tale che h = 0 e

oh
5, —Isu O Inoltre ||hll2,a:0 < Cllgll1,a:00-
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DIM. Scriviamo 92 = U?:1 V;, dove V; sono definiti come nel Teorema

6.4.1. Sia (n;) una partizione dell’'unita su 952 con On: _ 0 su 99. Sia b;(x)

I’N-sima componente del vettore (dJ;)(v(z)) (osser\l;iamo che b;(x) < 0).
Consideriamo le funzioni
9(Hi(y))
9i(y) = Th(Hi(y))m
e, dal Lemma 6.2.1, siano h; € C%>(RY) tali che h; = 0e Dyh; = g; su
RN -1, Poniamo h;(x) = h;(Jiz). Allora h; = 0 su & N V;; inoltre
v

Siccome i{,»“RN_l =0, se z € 9N NV risulta

Vhi(Jix) = (0, Dwhi(Jiw) ) = mi(x) *"@

e quindi
Ohi, « o glx),
81/ (‘T) - nz(x) b,(x) bz(w) - ﬁz(x)9($)~
La funzione h(z) = >, ni(x)h;(x) & la funzione cercata poiche, essendo

oni __ s
W—OSlha

Oh <~ Ohi &
5—_1771-57;7%9—9-

1=

O]

Osservazione 6.4.5 Usando il Lemma 6.4.4 si puo costruire una funzione

Ooh
h € C**(Q) tale che hjpo =0 e b o~ g, con g € C1*(90) assegnata.
Infatti, basta scrivere b = b; + v, dove b; € un vettore tangente a 9N e

v > g9 > 0, per la condizione di non tangenzialita di b. Per il Lemma 6.4.4

oh oh oh
ist 2a(Q) taleche h=0e — = Q. Allora — = ~y— =
esiste h € C**(Q) tale che h Oeay g/~ sud ora o =75 =9

su 0f), come richiesto.

Proposizione 6.4.6 Sia \ > 0. Allora per ogni f € C%%(Q) e g € C1*(99)
esiste un’unica u € C*%(Q) soluzione del problema
—Au=f inQ
Bu=g su 052
DIM. Sia h € C?%(Q) tale che Bh = g su 99 (vedi Osservazione 6.4.5).
Allora la soluzione cercata € data da v = v + h, dove v risolve
Aw—Av=f—(A—Ah) inQ
Bv=20 su 05}

Per la Proposizione 6.4.3 v esiste ed € unica. O
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Pultimo passo consiste nell’eliminare la restrizione sul segno di a.

Teorema 6.4.7 Siano A, B gli operatori definiti in (6.1) e (6.11), rispetti-
vamente. Assumiamo le condizioni (6.10), (6.12), (6.13) e (6.14) con a di
segno qualunque. Allora esiste \; > 0 tale che per ogni A\ > A1, f € C%%(Q)
e g € CH(90) esiste un’unica u € C%*(2) soluzgione del problema

A—Au=f inQ
Bu=g su 0N

DiM. Cerchiamo la soluzione nella forma u = ¢wv. Il problema dato ¢ allora
equivalente a

M — Ay = g in Q
6.16)
0¢ ov (
(aqb—l—a[))v—l-abqﬁ—g su of)
. Y D A
dove Av=Av+2 ) aiijjv + 5 e Scegliamo ¢ € C%°(Q)
ij=1
. 1 0¢ . o .
tale che info ¢ > 0, a + @% = 0 su 99). Per costruire ¢, consideriamo, in

virtli dell’Osservazione 6.4.5, una funzione h € C**(Q2) tale che hjpo =0 e
Oh

b |90
con n = 1 in un piccolo intorno di J¢?2, determinato in modo tale che ¢ > 1/2

su €.
A
Sia adesso \; tale che \; — —¢ + ¢ > 0. Per la Proposizione 6.4.6, il

= —a. Poniamo quindi ¢ = 1 + 5 h, dove 5 € una funzione regolare

problema (6.16) ha un’unica soluzione per A > \; e quindi lo stesso vale
per il problema assegnato. O



CAPITOLO 7

ALCUNE APPLICAZIONI

7.1 COEFFICIENTI ILLIMITATI (CENNI)

Consideriamo in questa sezione un operatore differenziale della forma

N N
A= Z aijDij + Z szz + ¢,
i=1

ij=1

con a;;, b, ¢ € C&S(RN), c < 0 e tale che
N
Y ay@Es z vl 2. eRY,
ij=1

dove inzf( v(z) > 0 per ogni compatto K. Quindi un tale operatore & unifor-
e

memente ellittico su ogni compatto di R .

In questa situazione, non ¢ difficile provare I'esistenza di una soluzione
limitata e in C.;%(RN) per I'equazione \u — Au = f, con f € CO*(RN)
e A > 0. Infatti, presa la palla By di centro l'origine e raggio R, la teoria
precedente ci garantisce di poter trovare un’unica funzione up € 0376‘(3 R)
soluzione del problema

Au—Au=f in Bp
u=>0 su 0Bgr

Osserviamo che [[ugllc < %||f]loc- Supponiamo che f > 0 (nel caso ge-

nerale bastera scrivere f = f+ — f~). Fissati 0 < o < Ry < R, risulta
ur, < ug, in Bg,. Infatti ug, — ur, soddisfa

Mur, —ug,) — A(ugr, —ugr,) =0 in Bg,
UR, = UR; = flop,, su OBpg,
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e siccome il dato al bordo & positivo, il principio del massimo implica che
anche la soluzione ugr, — ug, € positiva. Per monotonia, si ha pertanto
che la successione (ur) converge puntualmente ad una certa funzione wu.
Applicando le stime di Schauder interne (5.7.3) possiamo scrivere

[ur, = ur, 2,00 < Clo R1)([[Aur, — Aur, lla,Bs, + lur, — uR, lloo.Bs,)
Clfloo-

Usando il Teorema di Ascoli-Arzela otteniamo che, a meno di sottosuc-
cessioni, up converge a u in C*%(B,). Siccome p & arbitrario, risulta
u e CE*(RN) e, per costruzione, Au(z) — Au(z) = f(z) per ogni z € RV,

loc

IN

Osserviamo che in queste ipotesi pilt deboli non & pil assicurata I'unicita.

7.2 CONFRONTO TRA TEORIA L2 E TEORIA (¢

Consideriamo il solito operatore A in un aperto 2 limitato e con bordo
di classe C%®. Per quanto riguarda i coefficienti richiediamo che a;; €
CL(Q), b;,c € C%*(Q) con ¢ < 0. Inoltre assumiamo che sia soddisfatta la
condizione di ellitticita uniforme. Consideriamo il problema

{ Au—Au=f inQ

u=20 su 0N (7.1)

e i seguenti operatori
Ay = (A, H*(Q) N H(Q) in L*(Q),
Ay = (A,C2*(Q)) in C%*(Q).
Abbiamo provato che

-seA>0e f e 0% Q) allora esiste un’unica soluzione u € 03’“(9)
del problema (7.1);
K2
-seA> )= — +sup c+ —, dove K? = supz |b:|? (siveda (2.6))
21/0 aQ 2 [
e f € L?(Q) allora esiste un’unica soluzione di (7.1) nello spazio
H2(Q) N H Q).

Vo

In termini di risolventi abbiamo cioé provato che (A — A,)~! esiste nella
semiretta {\ > 0}, mentre (A — Ay)~! & definito in {\ > X\o}. E interes-
sante vedere che questa distinzione ¢ solo apparente, poiche i due operatori
hanno di fatto lo stesso spettro.

Teorema 7.2.1 Risulta
0(As2) = 0(Aa).

Inoltre le autofungioni associate a \ € o(As) = o(A,) coincidono.
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DiM. Osserviamo intanto che entrambi gli operatori considerati hanno risol-
vente compatto perche le inclusioni dei domini nei rispettivi spazi sono com-
patte. Cid implica che gli spettri sono puntuali. Linclusione o(4,) C o(As)
¢ allora ovvia. Viceversa, sia A € o(A5). Siccome gli spettri sono discreti,
possiamo trovare ¢ > 0 tale che B.(\) non contenga altri autovalori di A,
e A,. Pertanto, usando il calcolo funzionale per operatori chiusi, possiamo
considerare le proiezioni spettrali

1
Py(43) = /A NSRS

211
1

-t (A — Aa)"LdA.
270 ) |a—X|=e

P5(Aa)
Siccome \ € o(Ay), risulta ImP; (As) = ker(\ — Ay)*, dove p € N & 'indice
dell’autovalore \. Inoltre, se f € C%%(Q) allora P5(A>) f = P5(Aa) f poiche
i risolventi coincidono su f (se il dato & regolare la soluzione classica e

quella variazionale sono uguali). Tenendo conto di tutto questo e del fatto
che C%*(Q) & denso in L?({2) abbiamo

Ker(A — A = Py (A)(I3(Q)) = Py (Ao)(C0a (@) @
= PiA)@= @) Y = py(4a) (@)
= ker(A — A )"

O]

7.3 LEQUAZIONE A\u — Au = f CON f CONTINUA

Riprendiamo il problema posto allinizio del primo capitolo relativo alla
risolubilita dell’equazione Au — Au = f, con f € C(2) e A > 0. Piu
precisamente siamo interessati alla regolarita delle soluzioni del problema

A—Au=f inQ
u=0 su 0f)

Se l'operatore ¢ in forma di divergenza, la teoria L? fornisce immediata-
mente un’unica soluzione di classe H%(Q) N H{(£2). Consideriamo una suc-
cessione (f,,) € C%%(Q) che converge uniformemente a f. Se u,, indica la
soluzione classica (ossia in C3*(£2)) del problema

My, — Auy, = f, inQ

U, =0 su 02
allora per il princip'io del massimq siha ||up || < %, per cui applicando
questa stima alle differenze otteniamo

1
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Ne segue che u,, converge uniformemente a « e v & continua in €. Per de-
durre maggiore regolarita si possono usare stime L?, con p sufficientemente
grande. Con le stesse tecniche usate per la regolarita C%%, quindi evitando
la teoria LP, possiamo perd provare almeno che v € C™® per ogni a < 1,
nel caso in cui A coincide con il Laplaciano.

Osservazione 7.3.1 Ricordiamo che per il Lemma 5.2.3 per operatori puri
del secondo ordine a coefficienti costanti, se u € H!(Bg) risolve Au = 0,

allora Nao
2 r 2
7 < , R 2
/T|u u| c( ) /R|u uR| r< (7.2)

essendo u,. la media di v in B,..
Inoltre il problema

Au=f in Bpg
u=0 su 0Bpgr

con f € L?*(Bg), ammette un’unica soluzione v in H¢(Bg) N H?(Bgr) che
soddisfa la stima

lullZre (5, < CRFIL2(5,)-

Posto v(x) = u(Rz), per x € By, si ha che v risolve il precedente problema
in By con dato g(z) = R?f(Rx). Pertanto

[0ll7r2 5,y < COlgl72(m,)-
Sostituendo u al posto di v e cambiando variabile si ottiene
R ul3a ) + B2V + 1Dy < Ol By (7:3)

con C = C(1).

Il seguente teorema fornisce delle stime simili alla (ii) del Teorema 5.2.4,
ma ora direttamente per la soluzione e per le sue derivate prime, dato che
il nostro intento € ora provare, tramite la caratterizzazione integrale delle
funzioni hélderiane, che u € C1:.

Teorema 7.3.2 Sia u € H?(Bpg) solugione di Au = f in Bg, con f €
L?(Bg). Allora per ognir < R

@ [ ez ()" o oat o [ )

@ [ 1vu- @ <o) ()" [ wu- @ua

+R? /BR f|2>.
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DiM. La dimostrazione & sostanzialmente la stessa del Teorema 5.2.4.

(a) Sia w l'unica soluzione dell’equazione Aw = f in H}(Bg) N H?(Bg).
Per differenza, v := u — w € H?(Bg) risolve l'omogenea associata. Appli-
cando (7.2) av e (7.3) a w e ricordando ’Osservazione 5.2.2 si ha

/|u7ur|2 < 2/ |var|2+2/ lw — w,|?
B, B B,

7

< o) (;)N”/BR |vvR|2+2/BR w — wgl?
< ¢(N) (%)NH /BR lu — ug|?
+c(N) (%)NH /BR lw|? + 2/BR |w|?
< ) ()7 [ b em [ i)
(b) Si dimostra come (a), considerando D;v al posto di v. O

Come conseguenza delle disuguaglianze (a) e (b) si ottengono i due
seguenti corollari.

Corollario 7.3.3 Per ogni u € WP(RY), con p > max{2, N}, risulta u €
CH(RYN), dove a =1 — %, ed esiste una costante ¢ = ¢(N, «) > 0 tale che

[ull1,e < (N @) ([Aullp + [luloo)-

DiM. Sia u € W2P(RY), con p come nell’enunciato. Le immersioni di So-
bolev assicurano che u € CH*(RY), con o = 1 — %. Inoltre, per ogni
fissato R > 0, u € H?(Bg) per cui possiamo usare (b) del teorema prece-
dente con f = Au. Tenendo conto del fatto che Vu € C%“ e applicando la

disuguaglianza di Holder abbiamo quindi

/B|Vu—(Vu),,|2 < c(N)((é)NHRN*Q"‘[Vu]Z’RN

+R? (/ Aup> ’ (wNRN)’Jf)
Br

() ((5)" R Tl

+HAU||2 RN+2()() )

p,Br

IN

Adesso prendiamo R = ¢, con ¢ > 1 e otteniamo

/B |Vu — (Vu), > < ¢(N)rVH2e (q2a72[Vu]i + qNJFQO‘HAqu)) )
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Dividendo per rN+2* e prendendo l'estremo superiore su r > 0, per il

Teorema 4.3.4 abbiamo
[Vul?, < e(N) (¢**72[Vulg + ¢V 2| Aul7)
Scegliendo ¢ abbastanza grande affinché ¢(N)¢**~2 = 1/2 abbiamo
[Vula < (N, a)l|Aulp.

Siccome ||ul|1,o < cost (|ulloc + [Vula). O

Corollario 7.3.4 Seu € W*P(RY), con & <p < Nep>2allora
[ula < (N, a)||Aull,

N
conoa=2——.
p

DiM. La dimostrazione di questo corollario e lasciata per esercizio (basta
imitare quella del corollario precedente e usare (a) del Teorema 7.3.2 al
posto di (b)).

Teorema 7.3.5 Se 0 < a < 1, esiste una costante ¢ = ¢(N,a) > 0 tale che
per ogni u € CZ(RY) risulta

[ull1,0 < e(N; a)((lulloe + [ Aulloo)-

DIM. Sian € C§°(RY) con0 <7 < 1,7 = 1su By(zo) e suppn C Ba(xp).
Applicando il Corollario 7.3.3 alla funzione nu con p = -2~ otteniamo

11—«

[nullie < eV, )([null + |AM)]p)
< oV, o) ([lulloo + [[AM U)o, B2 (20))
< oV, o)([lulleo + [INAU[oc + VU - Voo + [[uln]lo)
< oV, a)(l|Aullee + flull)-
Quindi

[ull1,0,B1(20) < (N, @) ([|Aulloo + [[ull),

da cui passando all’estremo superiore su xy € RY otteniamo
[ullra < (N, @)(|Aulloc + [|ul1)-

Dall’ultima stima segue la tesi una volta applicata la disuguaglianza di
interpolazione ||ul; < e||lulj1,o + Cellu/|co- O
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Esercizio 7.3.6 Sia 0 < a < 1. Provare che per ogni funzione u € CZ(R")
risulta
l[ull1.a < c(a, N)[Ju — Aulfoo. 7.4

(Basta applicare il Teorema 7.3.5 e il principio del massimo).

Esercizio 7.3.7 Sia 0 < a < 1. Provare che per ogni funzione u € CZ(R")
risulta

1ta l—a
[Vula < clo, N)[[Aullos [lullos

(E’ sufficiente applicare il Teorema 7.3.5 alla funzione v(z) = u(Az) e
minimizzare su \).

7.4 ALCUNI PROBLEMI NON LINEARI

In questa sezione applichiamo i risultati ottenuti allo studio di alcuni pro-
blemi ellittici semilineari. Al fine di usare la teoria sviluppata finora, sup-
porremo ovunque che € sia un aperto limitato di R" con bordo di classe
C%*> e che A = Y a;;D;; + > b;D; + c sia un operatore uniformemente
ellittico, con coefficienti o-holderiani, (0 < o« < 1) e ¢ < 0.

Esempio 7.4.1 Consideriamo il seguente problema semilineare

M—Au+ F(u)=f inQ
{ u=0 su 0N (7.5)
dove A > 1, F : [~a,a] — R & una funzione lipschitziana di classe C?

e f € C%*(Q). Se uy & una soluzione del problema, allora essa verifica
Pidentitd ug = (A — A)~1(f — F(ug)), dove (A — A)~1 : CO*(Q) — C2*(Q)
e il risolvente di A. Ci0 suggerisce di cercare la soluzione come punto fisso
dell’operatore

Glu) = (= A)7\(f = F(w).
Cominciamo a studiare 'applicazione u — F'(u), definita in
Ba = {ue 0% | lulla < a}.
Se M = ||F||o € L € la costante di Lipschitz di F, risulta
[F(u(2)) = F(u(y))] < Llu(z) —u(y)| < Llu]alz —y|*

da cui segue che [F(u)], < L[u], < La. Inoltre, evidentemente || F (u) |00 <
M. Pertanto F': B, — Bjs1qr- Proviamo che F' & lipschitziana rispetto alla
norma || - ||o. Siano u,v € B,. Allora

|F(u(x)) = F(v(z))] < Liu(z) —v(z)] = [[F(u) = F(v)|loo < Llju—0][.
(7.6)
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Applicando il teorema fondamentale del calcolo integrale, possiamo scrive-
re poi
1
Fo(z)) — Fu(z)) = (v(z) —u(z)) /0 F' (u(@) + t(v(x) — u(z))) dt
= (v() = u(x))H(x),
da cui segue che
[F(v) = F(w)]a < [v=ulal[Hllco +[[v = llsc[H]a < [[0=ulla(Hlloc + [H]a)-

Ora, naturalmente ||H || < sup |F’| = L. Per stimare la seminorma hoélde-
riana di H osserviamo che

1 1
/0 F(u(z) + to(x) — u(a)))d — / F(uly) + t(o(y) — uly)))dt

0

/ P (o) + £(0(2) ~ (@) ~ F'(uly) + o(y) - u(w)))d

; 1" oo (1 = D) |u(z) — u(y)] + tlv(z) — v(y)]) dt
< ([U]a + [l 1 F ool — yI*.

Ne segue

[Hla < ([ula + L]a)IF" oo < 20) F"||oo-

e quindi
[F(u) — F(0)]a < (L + 2| F"]|oo) | = 0] (7.7)

A questo punto (7.6) e (7.7) implicano
[F(u) = F()lla = [[F(v) = F()[|ec + [F(u) = F(v)]a < Li|u—vl|a,
con Ly = 2(L + a||F"||co)-
Ricordiamo ora la stima sul risolvente dell’Osservazione 5.6.5
(A= A) " olla < c(vo, ko, QAT ~H|¢|a-

Se u € B,, per quanto provato si ha che f — F(u) € B,,, dove a1 =M +
aL + || f|l«, per cui scegliendo \ abbastanza grande, risulta

1GW)lla =X =A)7(f = F(u)lla < c(vo,ko, AT ar < a.
Questo prova che G : B, — B,. Infine G & una contrazione, poiche
1G(uz) — G(u1)la [(A = A)"H(F(ug) = F(u1))a
(o, ko, WAE | F(uz) — F(u1)|la

c(vo, ko, WA Ly Jlug — w1 a,

[VANVAN

e basta prendere \ sufficientemente grande affinche sia anche c(vy, ko, 2)
A2~1L; < 1. Per il teorema delle contrazioni, esiste un unico punto fis-
so uq per 'operatore GG e quindi un’unica soluzione per il problema (7.5).
Osserviamo che tale u &, per costruzione, in C3"*(Q).
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Esempio 7.4.2 Sia dato ora il problema quasi lineare

M — Au+ F(u,Vu)=f inQ
u=20 su 0

dove A > 1, F : [-a,a]¥*! — R & una funzione lipschitziana di classe C? e
feC%(Q).

Procedendo come per il problema precedente, consideriamo stavolta U, =
{ueC"(Q)] |lulli,a <a}. Sidimostra che F trasforma U, in U,, =

{ue C®(Q)||lulla < a1}, per qualche a; > 0 e che verifica la condizione
di lipschitzianita

| F(u, Vu) — F(v, Vv)|la < Li|lu — v|1,q, u,v € Uy,

per un'opportuna costante L; > 0. Se G(u) = (A — A)~(f — F(u, Vu)),
ricordando la stima sul risolvente di A (Osservazione 5.6.5)

A=A pll1a <eAT [@lla (A=>1),
si ha che
a—1 a—1
[Gu)ll1,a < A2 |If = F(u, Vu)lla < eA = (I flla + Lallull1,q0)-

Quindi se u € U,, scegliendo )\ grande e usando la stima precedente si puo
ottenere che anche G(u) € U,. Inoltre se uy,uq € U, risulta

AT ||f — F(uy, Vuy) — f + F(uz, Vto) |l

az1
A7 Liflur — ua|l1,a,

1G(u1) = G(uz)]1.a

IN

IN

per cui, scegliendo A abbastanza grande, otteniamo che G € una contrazio-
ne. Ne segue che esiste un unico punto fisso, che & la soluzione del nostro
problema.

Esempio 7.4.3 Proponiamoci ora di risolvere il seguente problema semili-
neare

{u—Au—i—F(u):f in Q (7.8)

u=20 su 0N

sotto ipotesi di regolaritd per F' piu deboli: F € C*(R) con F(0) = 0 e
F’ > 0. La principale differenza con (7.5) €, comunque, il fatto di fissare
A = 1. Sia invece come sempre f € C%*(Q).

Dimostriamo di seguito un risultato di unicita per il problema (7.8).

Lemma 7.4.4 (Principio del massimo) Se u € C?(Q2)NCy(Q2) risolve (7.8),
allora

[ulloe < ([ flloo-
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DIM. Per il teorema di Weierstrass, esiste un punto z, € € tale che ||ul|, =
|u(zo)|. Assumiamo ||u||eo = u(xo) € xg ¢ 0N (altrimenti u(xy) = 0 e quindi
u = 0). Allora risulta Au(zg) < 0e F(u(zg)) > F(0) = 0, da cui segue che

[ulloo = u(zo) < ulwo) = Aulzo) + F(u(zo)) = f(20) < [ f]loo-
g

Proposizione 7.4.5 (Unicitd) Se uy,uy € C%(Q) N Cy(Q) risolvono (7.8),
allora u; = us.

DiMm. Applicando il teorema fondamentale del calcolo integrale possiamo
scrivere

1

Fug(z)) — F(ui(z)) = (uz(z) — m(fv))/OF' (u1(2) + t(uz(z) — wr(x))) dt
=: (u2(z) — u1(2))G(z).
Riguardo alla funzione G si ha che G € C(Q2) e G > 0. Inoltre
{ Zi@uj u (()x) — Alug —u1)(@) + (ua(z) — ui (2))G(z) = 0 iﬁ gﬂ
cioeé ugy — u; risolve il problema lineare

w—Aw+Gw=0 inQ
w=0 in 002

per il quale l'unica soluzione, come € noto, € quella nulla. Ne segue che

U1 = U2. D

Passiamo adesso a provare I'esistenza per il problema 7.8 e poniamo

N(s) = sup (|[F(@)| + [F'(1)]) -

[t|<s
Se u € C%*(Q), posto |lul« = s, per il teorema di Lagrange si ha
|F(u(y)) — F(u(x))] < N(s)lu(y) — u(@)] < N(s)[u]alz —y|*
e quindi
[F(w)]a < N(lluflo) [u]a- (7.9

Inoltre
| F () loo < N(||t]loo)- (7.10)

Nella proposizione che segue dimostriamo delle stime di Schauder non li-
neari, che ci permetteranno come nel caso lineare di provare I'esistenza
della soluzione di (7.8).
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Proposizione 7.4.6 Esiste una funzione M : R™ — R che dipende solo da
N, a e Q, tale che per ogni u € Cg*(Q) risulta

[ull2.e < M([[f]la),
essendo f = u — Au+ F(u).

DiM. Siano u, f come nell’enunciato. Applicando le stime di Schauder per
il Laplaciano e tenendo conto di (7.9) e (7.10) si ha

lullzo < e(@(hu— Aulla)
< e(Q)(lu~ Aut F@)llo + [ Fw)]a)
= (| flla+ [F)])
< e(@) (Il + oA (lulloe) + N (o))

Grazie al Lemma 7.4.4 e alla monotonia di A risulta poi

ez, < Q) (1l + N (1) + N (1S ) ).

Usando la disuguaglianza interpolativa [u], < €l|ul|2,o + ¢:||u/|~, abbiamo
quindi

[Ju

20 < () (Ifla + N (I fla)elu

20+ N1 )l Flla + NI lla) )

Scegliendo £ = (2¢(Q)N (|| fllo)) ! otteniamo

lelloe < 26() (1 Flla+ N flla)ecllFlla + AL FL)),

e quindi la tesi. ]

Teorema 7.4.7 (Esistenza) Per ogni f € C'%%(Q) esiste un’unica soluzione
u € CS’Q(Q) del problema (7.8).

DiM. Lunicita e stata gia provata nella Proposizione 7.4.5. Per dimostrare
lesistenza, supponiamo dapprima F' € C*3(R). Consideriamo il problema

u—Au+tF(u)=f inQ
(F1) { u=20 su 9N

cont € [0,1] e f € C®*(Q) fissata. Poniamo
E = {t €[0,1] | (P,) ammette soluzione in Co**(2)}.

E # () dato che per 0 € E.
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Proviamo che F é chiuso. Sia (¢,) C F tale che t,, — t; e siano u,, le
soluzioni di (P; ). Per la proposizione precedente risulta

[unllz.e < M| fla);

con M indipendente da n. Per compattezza, esiste un’estratta, che indichia-
mo ancora con u,,, che converge ad una certa ug in C?(12). Usando ancora la
stima precedente, si vede che uy € C*%(). Infine, passando puntualmente
al limite nell’equazione differenziale e nella condizione al bordo soddisfatte
da u,, si trova che ug risolve (Pp).

Proviamo ora che F ¢ aperto. Sia ¢ty € FE e sia ug la soluzione corrispon-
dente a (P;,). Linearizziamo il problema intorno a uo andando a cercare,
per ¢ vicino a ty, la soluzione di (P;) nella forma v = uy + v. Risulta allora
che

w—AuttF)=f & v—Av+tF(uo+v) = toF(uo)
ossia

v Av+tF (ug)v = (to—t)F(uo)—t(F(uo—i—v)—F(uo)—F’(uo)v). (7.11)
Se w € C%(Q), il problema

v — Av + tF' (up)v = (to — t)F (uo)
—t(F(uo Fw) — Flug) — F’(uo)w) in Q
v=20 su 0N

e lineare in v. Inoltre, come vedremo, se w € in una palla scelta opportuna-
mente il secondo membro € una funzione a-hélderiana, per cui, applicando
i risultati della sezione 5.6, esiste un’unica soluzione che dipende in mo-
do non lineare da w: v = R;(w). Per il nostro scopo, ¢ quindi necessario
trovare un punto fisso per I'operatore R;. Sia dunque

G(w) = F(ug +w) — F(ug) — F'(up)w.
Si ha che G(0) =0e G'(0) = 0. Sia M > 0 tale che |Jug||o < M. Poniamo

k= sup (|F(z)|+|F"(2)]+|F"(z)]).
o] <2M

Siano |wi]la < M e |Jwalloa < M. Posto ws = (1 — s)wy + swo, risulta

Glws) — Glwr) = (ws — wy) /O (F'(ug + ws) — F'(ug))ds,

e quindi

1G(w2) = G(w1)loo < k[ = willoo (wrloo + [[walloo)- (7.12)
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Per stimare la seminorma hélderiana di G, osserviamo che, puntualmente,
possiamo scrivere

Ws+uUQ 1
F'(ug + wg) — F'(ug) = / F"(t)dt = ws/ F" (ug + rwg)dr,
uo 0

da cui segue che

[F" (uo + ws) = F'(uo)la < [lwsllos UolF"(uO+rws)dr}

[e%

(7.13)

oo

1
+wg]a /F”(u0+rws)dr
0

Risulta

(F”(uo(x) + rws(z)) — F" (uo(y) + rws(y) )
= F" (&) (uo(x) — uo(y) + r(ws(x) — ws(y))

e quindi
1
[/ F" (ug + rws)dr} <k ([uola + [ws]a)-
0 «@
Riprendendo la stima (7.13), abbiamo

[F'(uo +ws) — F'(uo)]a < |[wsllook ([uo]a + [wsla) + [ws]a k

da cui
[/ (F’(uo+ws>—F'<uo>>ds] < klwslloo(fuola + [wela) + & [l
< k(wrlla + lwzlla)wslo + Jwalo
o) + & (sl + flwzlla)
< RBM 1 1) (wr]la + uslla):

In definitiva

Glws) — Glw)la < [ws — wila A(me+wg—ﬁm@ms

oo

+W&—wﬂm{A%Fﬁm+wJ—Fﬂwa}

[e3

< klwz —wi]a(([wrloe + [[w2loo)
+EBM + 1)[wy — wi|[eo ([[wrlla + [[w2]la)
< killwg —willa(llwille + [Jwalla)-
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Infine, tenendo conto di (7.12), abbiamo

1G(w2) = G(wi)la < kaflwe = wila(([wrlla + wela)-
Tenendo conto del fatto che G(0) = 0, otteniamo

|G (w)|a < kallwl||?. (7.14)

A questo punto notiamo che le stime di Schauder per 'operatore A—tF”(ug)
(vedi (5.6.5)) sono indipendenti da ¢ € [0,1] e, siccome R;(u) = (1 — (A —

tF (uo)) !, risulta

[Re(w)la < C(2)([[(to = ) F (o)l + |G (w)]a) (7.15)

[Re(w2) = Ri(wi)lla < C(Q,a)[|G(wz) = G(wi)l|a-

Vogliamo scegliere a questo punto 4, §; > 0 tali che se |t — to| < §; allora
R; mappa B; in Bs ed € una contrazione. Se ||w||o < J e |t —to| < d1, allora
tenendo conto delle stime (7.14) e (7.15) abbiamo

1R (w)]la < C(, a) (81| F(uo) o + k26°),

per cui scegliendo 4, §; sufficientemente piccoli otteniamo || R:(w)||o < 4.
Se |wy|le <6, ||wa|lo < allora

[Re(w2) = Ri(wi)lla < 2C(Q, a)dks|lwz — wia

e quindi basta prendere ¢ in modo che 2 C(2, @)dke < 1 affinché R, sia
una contrazione. Pertanto esiste un’unica funzione v, tale che R;(v;) = vy,
ossia un’unica soluzione dell’equazione (7.11), per ogni |t — to| < d;. Cid
dimostra che u; = ug + v € la soluzione di (P;) per ogni [t — ty| < &1 €
quindi I'insieme E & anche aperto. Per connessione, deve essere F = [0, 1]
e questo conclude la dimostrazione nell’ipotesi che F' € C3(R).

Nel caso generale, basta approssimare F' mediante convoluzione. Ponia-
mo pertanto

F(z) = (F o)) = / F(z - 4)¢e(y)dy € C(R),

dove (¢) € una Eamiglia di mollificatori: pe(x) = e Np(2) e supp ¢ C
B;(0) . E’ chiaro F.(z) — F(x) e F.(z) = (F' x ¢.)(xz) — F'(z), per e — 0,
perogni z € R. Inoltre F.(x) > 0. Per quanto dimostrato, in corrispondenza
di un dato f € C%(Q) fissato, esistono funzioni u. che soddisfano

ue — Aue + Fo(ue) = f inQ
ue =0 su 0N
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dove F.(z) = F.(z) — F-(0). Inoltre, per la Proposizione 7.4.6 valgono le
stime
[uell2,0 < Mc([|flla)- (7.16)

Ripercorrendo la dimostrazione della stessa proposizione si vede che la
dipendenza di M. da ¢ & attraverso la funzione N;(s) = sup, < (|F:(t)|
+|F.(t)]). Ma & immediato verificare che N.(s) < 2N (s + 1) per ¢ piccolo,
per cui la stima (7.16) implica che la famiglia (u.) & limitata in C%(Q).
Applicando il teorema di Ascoli-Arzela e procedendo in modo standard si
costruisce una successione (u,,) che converge alla soluzione del problema
(7.8).

Esempio 7.4.8 Consideriamo la seguente equazione quasi lineare in RV
u— Au— F(Vu) = f. (7.17)
I nostro obiettivo e provare il seguente teorema

Teorema 7.4.9 Se F € C?(RY) allora per ogni f € C1(RY) esiste un’'unica
u € C3*(RY) soluzione di (7.17).

Vale il seguente principio del massimo.

Lemma 7.4.10 (Principio del massimo) Sia I’ : RV — R di classe C' con
F(0) = 0. Sia u € CZ(RY) soluzione dell’equazione u — Au — F(Vu) = f,
dove f € Cy(RYN). Allora

[ulloe < [1f [loo-

DiM. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, possiamo scrivere

Fly) - F(a) = (y — 2) - / (VF)(x + t(y — 2))dt,

da cui segue, prendendo = = 0 e tenendo conto che F'(0) =0
1
F(Vu) =Vu- / (VF)(tVu)dt
0

puntualmente in R". Pertanto 'equazione soddisfatta da v diventa u —
Au—G-Vu = f, dove la funzione G(z) = fol (VF)(tVu(z))dt & continua e
limitata in RY.
Sia v(z) = v + |z|?, z € RYN. Scegliendo v > 0 abbastanza grande si
trova che
Av+ G-V <.

Sia u. = u — v, € > 0. Allora u. ammette massimo in qualche z;, € RY,
dove risulta
Auc(zo) + G(zg) - Vue(xo) <0
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(ue — Aue — G - Vue)(zg) = (u—ev)(zo) — (Au — eAv)(xo)
—G(z0) - (Vu(zo) — eVo(zo))
f(zo) —e(v—Av— G- Vv)(xp)
f(zo).

IN

Ne segue che

u(z) —ev(x) = wue(x) <ue(zg) < ue(zo) — Aue(xo) — G(20) - Vue(z0)

f(@o) <[ floc-

Mandando ¢ — 0 si ottiene che u(z) < ||f]loo- La dimostrazione della
disuguaglianza u(z) > —|| f|l- € analoga con u + v al posto di v —ev. [

IN

Corollario 7.4.11 Se u € C}(RY) risolve lequazione u — Au — F(Vu) = f
con f € CL(RN) e F € C*(RY) allora

IVulloo < IV floo-

DiM. Derivando I'equazione differenziale rispetto a x; e ponendo v = D;u
si vede facilmente che v soddisfa

v—Av—G-Vv=D,f,
dove G(x) = VF(Vu(z)). Applicando il Lemma 7.4.10, si ha che || D;ul|»
O

< ||D;f|l~, da cui segue immediatamente la tesi.

Com’é naturale, a questo punto cerchiamo delle stime a priori al fine di
provare l'esistenza di una soluzione per 'equazione (7.17).
D’ora in avanti assumiamo che F € C?(R"). Introduciamo la funzione

S(t) = sup {|F ()| + [VF(x)| + | D*F ()]},

|z|<t
dove D?F denota l'hessiano di F.

Proposizione 7.4.12 Esiste una fungione M : Rt — R, dipendente da S,
a e N, tale che per ogni u € C**(RY) risulta

[ulls.o < M1 f11.0),
dove f = u— Au— F(Vu).

DiM. Sia u € C**(RYM). Applicando la stima (5.49) con k = 1, A = 1,
A = A otteniamo
[ull3,0 < Cla)|lu — Aull1,a,
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da cui segue

[ullsa < Cla)(lu—Au—F(Vu)ll1a + [|F(Vu)l1a)

= C@)lfle +I1E(VU)l,a)- (7.18)

Stimiamo singolarmente i termini che definiscono la norma | F(Vu)||1,q, OV-

vero, passando ad una norma equivalente, ||F'(Vu)||c € [V(F(Vu))]q. Te-

nendo conto del Corollario 7.4.11 e del fatto che la funzione S & crescente,
si ha

[E(Vu)]loo < S([[Vulloo) < SV Flloo) < SIS 1,0)- (7.19)

Stimiamo ora la seminorma hélderiana di V(F(Vu) = D?*u - VF(Vu). Ap-

plicando la disuguaglianza triangolare e il teorema di Lagrange in forma
debole, risulta

V(F(Vu))(2) = VE(Vu) ()] < [(D*u(z) - D*(y)(VF)(Vu())|
+ D?u(y) (VE(Vu(@)) — VF(Vu(y)))|

IN

[D2u]a|x —y[*S(IVulloo)
+H|D?ull oo S([Vulloo) [Vu(z) — Vu(y)]

IA

[ull2,aS([Vulloo) (1 + [Vula) |z — y[*
< ull2, oS flle) (X + [Vula) |z = y|*

N

e quindi
V(E(Vu)la < SUIfll1a)@+ [Vula)llull2,q-
Tenendo conto delle stime (7.4) e (7.19) si ha
[Vulo < Cla, N)llu — Aulloc < Cla, N)([[flloo + [[F (V) o0)
< CWN, ) ([ fllre +SUfl1a))-

Pertanto _
[V(F(Vu))la < Cla, N)S([Iflla)lull2,a; (7.20)
per qualche nuova funzione S.
D’altronde per il principio di massimo classico, possiamo scrivere
[ulloe < llu — Aul|so. (7.21)

Tenendo conto di (7.19) e (7.20) la (7.18) implica
lulls.o < CON @) (Il + S (1 l1.0) + Sa( )l

per opportune funzioni S; e S». Interpolando |ull2,q tra ||ul|s,« € ||u)lco s
ottiene

[ulls.0 < C(N, a)Ss([|f]l1,0)l[ulloo-
Infine tenendo conto di (7.21) e ancora di (7.19) possiamo maggiorare
|lu]lc con una funzione dipendente da ||f|;,» e concludere pertanto la
dimostrazione. [
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Veniamo ora al teorema di esistenza.

Teorema 7.4.13 Assumiamo F € C?(RY). Allora per ogni f € C*(RY)
esiste un’unica u € C**(RY) tale che u — Au — F(Vu) = f.

DiM. La dimostrazione dell’'unicita ¢ identica a quella della Proposizione
7.4.5. Per provare lesistenza, supponiamo dapprima F' € C*(RY). Sia
f € CH(RY) fissata. Introduciamo l'insieme

E={te[0,1]|u— Au—tF(Vu) = f ammette soluzione in C**(R")} .

Siccome 0 € F, E # (.

Proviamo che E é chiuso. Sia (¢,) C F tale che ¢,, — to. Per ognin € N,
sia u,, € C**(R") tale che u,, — Au,, — t,F(Vu,) = f. Per la Proposizione
7.4.12, risulta

.0 < M([[f]l1,0),

dove M si e potuta scegliere indipendente da n. Applicando il teorema
di Ascoli-Arzela si trova un’estratta (u,;) che converge uniformemente sui
compatti, insieme alle derivate fino al terzo ordine, ad una certa funzione
u € C3(RY). Siccome le seminorme holderiane delle funzioni approssiman-
ti sono equilimitate, si ottiene anche che u € C**(RY). Infine, passando
puntualmente al limite nelle equazioni soddisfatte da u,, si vede che u &
soluzione dell’equazione corrispondente a tg, per cui tg € F.

Proviamo adesso che E e aperto. Sia ty € F e sia ug la corrispondente
soluzione. Sia |[t—ty| < d1, dove §; > 0 verra scelto in seguito. Cerchiamo la
soluzione relativa a ¢ linearizzando ’equazione intorno a ug. Presa pertanto
una funzione della forma u = ug + v, risulta che u — Au —tF(Vu) = f se e
solo se v soddisfa

v—Av—t(VF)(Vug) - Vv =
(t — to) F(Vug) + t(F(Vuo + V) — F(Vug) — (VEF)(Vag) - Vv).

[|un

Studiamo allora I'equazione lineare
v—Av—t(VF)(Vug) - Vo = (7.22)
(t — to) F(Vug) + t(F(Vuo + V) — F(Vaug) — (VF)(Vaup) - Vw).

Gli argomenti della dimostrazione della Proposizione 7.4.12 provano che
se z € C?*(RV) allora F(Vz) € CH*(RY) e ||[F(Vz)||1.o si pud stimare
mediante S(||z — Az — F(V2)]|1,a) € ||#2]/2,o. Analogamente allora se w €
C%<(RY) allora la funzione a secondo membro in (7.22) & in C1*(RY).
Applicando quindi i risultati della teoria lineare, si trova un’unica soluzione
v € C3*(RYN) dell’equazione (7.22). Risulta cosi ben definito il seguente
operatore (non lineare)

Ry : C2*(RN) — C3(RN)

wrH—v
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Il nostro obiettivo a questo punto e trovare un punto fisso per R;.
Introduciamo la funzione (definita puntualmente)

G(w) = F(Vug+ Vw)—F(Vug) — (VF)(Vug) - Vw
- Vu- /O ((VE)(Vuo + 59) — (VF) (Vug) ) ds
= Vw-H(w).

Se |luo|l1.a < M, scegliamo wy, wy € CH*(RY) tali che |Jw |1 a, [|wall1,a <
M. Allora risulta

G(w1) — G(ws) = Y, - (H(wl) — H(wg)) + (Vwy — Vaws) - H(ws)

e quindi
[G(w1) = G(wa)]a < [Vwr]allH(w1) — H(wz)lls
[ Vwrloo[H (w1) — H(w2)]a
+[Vwr = Vwsa || H(w2)llso
+||Vwy — Vwal| oo [H (w2)] - (7.23)
Si ha

H(wy) — H(ws) = /0 ((VF)(VuO + sVwy) — (VE)(Vug + stg))ds

per cui, applicando il teorema di Lagrange in forma debole otteniamo
HH(wl) _H(U)Q)”OO S Kval —Vw2||oo7 (724)

con K= sup [(D*F)(&)|+ sup |
le|<am || <aM

hoélderiana di H(wq) — H(ws), che € una funzione vettoriale, consideriamo-
ne la componente i-sima

(D*F)(€)]. Per stimare la seminorma

/01 ((DiF)(Vuo + sVwr) — (D F)(Vug + SV’(UQ))dS.
Si ha
D;F(Vug + sVwy) — (D; F)(Vug + sVws) =
= s(Vw; — V) - /I(V(DiF))(Vuo + sV, + rs(Vwy — V) )dr
= s(Vw; — Vws) - ;(wl, wa).
Percio risulta

[D;F(Vug + sVwy) — (D;F)(Vug + sVws)|o <

[Vwr = Vws||oo[J (w1, w2)]a + [Vwr = Vwsla [l J (w1, w2)]|co-
(7.25)
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Per stimare [J(w;, w2)], Osserviamo che

[(V(DiF))(Vuo + sVwy +rs(Vwy — ng))Lé <

S (D*F)(©)]([Vuola + [Vun]a + [Vwr — Vusla) <AMK

pertanto, riprendendo (7.25) abbiamo
Se w; = 0 si deducono

[H(w)]a < AMK||Vw||s + K[Vw]a (7.27)

| H(w)||oo < K|V (7.28)
Usando le stime (7.24), (7.26), (7.27) e (7.28) in (7.23) si ottiene

(Gw) = Glwn)la < K ([wila+ Jwsl

e llor = w2lloc

(Ionla + s lla ) (4K My =ws1.a

1,a>

+K J[wn = wslla (wn .0 + s

+K||wy — wa|

|1,a)

s = wall1.o (AKM(wr 1,0+ s

1,04)

M (w10 + wzll1a))

< K'lwy = wallz,a(will2,e + [[wall2,a)-
Infine
[G(w1) = Gwa)lloo < VWi loo||H(w1) — H(w2)loo
+[Vwr = Vws|| oo H (w2) || 0o
< K"Jwy — wall2,a(llwill2,0 + wall2,q)-
Quindi
|G(w1) — G(ws)[la < K|lwi — wall2,alllwi]2,a + [lw2]l2,a)- (7.29)
e ~
G (w)la < kw3 o (7.30)
Siccome

Ry (w) = (1 ~ A HVF)(Vu) - v) ((t — 1) F(Vug) + G(w))
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usando la stima sul risolvente da C%%(RY) in C%*(RN), se |t — to| < 01 e
|w]|2,o < risulta

([ Be(w)]

C(|IF(Vuo)lalt — tol + t|G(w)]la)
C(IF(Vuo)[lady + K6?).

2«

<
<

Scegliamo §; abbastanza piccolo affincheé il secondo membro della disugua-
glianza di sopra sia minore di 6. In questo modo ¢ garantito che R; mappa
Bs ={z € C*%*(RY) : ||z||2.o < 6} in sé. Poi

[Re(w1) — Re(ws)]2,0 < Cl|G(w1) = G(w2)[la < CK|lwi — wa[2,6 26.
Adesso scegliamo § affinché 2CK¢§ < 1 in modo da avere che R, & una
contrazione. Allora esiste un’unica funzione v € By tale che R;(v) = v €
C3(RY). La funzione u = ug + v € la soluzione richiesta.

Lultimo punto della dimostrazione, cioé il caso generale F' € C?(RY) si
prova per approssimazione come nell’esempio precedente.






NOTAZIONI

Siano Q un aperto di RN, 1 < p < +o0, k€N, 0 < a < 1.

C5o(©)

(L2, [ - Mlzr (o)

(WEP(Q), || -

k’yp)

Wiel ()
H*(Q)
Wy (Q)
c(Q)
Ch()
k()

(CEQ), I lIx)

Co(Q)

spazio delle funzioni derivabili con continuita
infinite volte e a supporto compatto in €;
spazio delle funzioni u misurabili secondo Lebe-

sgue con [|ullf, o) = [, [u(@)[Pdz < +oo (se
non c’¢ ambiguita, scriveremo ||u||» al posto di
lull e (e));

spazio delle funzioni u con derivate distribu-
zionali fino all’ordine k in LP({2) con norma
lullp = 3251 <5 1 D%ullzes

spazio delle funzioni appartenenti a W*»(Q)')
per ogni aperto limitato ' con 0 c Q;
Wh2(Q);

chiusura di C§°(2) in WkP(Q);

spazio delle funzioni continue in €;

spazio delle funzioni continue e limitate in Q;
spazio delle funzioni derivabili k& volte con
continuita in ;

spazio delle funzioni u derivabili £ volte in Q
con tutte le derivate fino all’'ordine % limitate
e che si estendono con continuita a ), muni-
to della norma [|ul[x := 37 5<; D7 ul|o, dove
[0]loc = supg |v]; _

spazio delle funzioni continue in 2 nulle su 92;
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Notazioni

(>, - lla)

(CH(Q) ]I - llr.)

o(®)
Co ()
Q)

Br(wo)

RY

B (x0)
WN

1€2]
Q'cc
Q(Io,R)

UID,R

(L2, ]| l2.0)

spazio delle funzioni u a-holde-
riane in (, ossia in Cy(2) e con

[u]lo == sup Ju(z) = uly)| < 400, munito
z,yEQ;xFy ‘LIZ‘ - y|oz

della norma [[uf = [|u]loc + [u]o;

spazio delle funzioni in CF(Q)) con derivate

di ordine k in C%*(Q) e ||ullk,a = |ullx +

Z|5|=k[DBU]a;

spazio delle funzioni in C**(Q') per ogni ¢
aperto limitato con Q' C

C?2(Q) N Cy(Q);

Cch(Q), dove k = [y] e « = {y} sono
rispettivamente la parte intera e reale di v;
palla di centro xg e raggio R. Scriveremo so-
lo B quando non sara importante indicare
esplicitamente il centro;

{z =" 2n) e RN L xR |2y > 0};

BR($0> N Rf,

misura di Lebesgue della palla unitaria di RY;
misura di Lebesgue dell’aperto ;

aperti con Q' C Q;

QN Br(xo);

1
—_— u(y)dy (spesso scriveremo
12(z0, R)| Ja(zo,R)

semplicemente up al posto di uz, r);
spazio delle funzioni « di L?*(Q) con

1
lul3 := sup T |u(x) — Uz, r|*dx
z0€Q,R>0 Q(zo,R)
< 400, munito della norma |julzx =

[[ull2 + fulx-
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