Capitolo 7

Applicazione del calcolo dei
residui

Il Teorema dei residui fornisce un modo per calcolare integrali curvilinei e
anche diversi tipi di integrali di funzioni reali, senza conoscere una primitiva
dell’integrando.

7.1 Calcolo di integrali curvilinei

1. Calcoliamo:

1
3 3 dz
1=t (22 +1)(22 = 8)
Per calcolare I'integrale richiesto utilizziamo il primo Teorema dei resi-
dui 6.3.1 applicato al disco unitario di centro —1: infatti la curva su cui
é eseguito 'integrale é la frontiera di tale dominio regolare. Ora, le sin-
golarita della funzione integranda f sono tutti e soli gli zeri (semplici)
del denominatore (sono i poli semplici di f):

»1 , o
Z1:€Z37 Z2:€”r:—]_, Zz3=2¢€ '3
G2 _g2m
Zy = 2, zs = 2e"3 2 = 2e '3
Evidentemente, 'unica singolarita di f interna a |z +1| =16 z, = —1.

Allora:

/| g = iR (<z3 TETT ‘1>
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N
Ye

_e
Z6

Figura 7.1: Poli semplici di f

Calcoliamo:

1 _ 1 B
fres <<z3+ 0 = 8)"1) = e e oy

= lim ! _ 1
sl (22— 2+ 1) (23 -8) 27

Dunque, per il primo Teorema dei residui 6.3.1:

/ 1 d 2mi
z=——
=1 (224 1)(2° = 8) 27

2. Calcoliamo:

eF —e?
—dz
/|z|—1 2
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Esplicitiamo lo sviluppo in serie di Laurent della funzione integranda;

si ha:
B 2223 2t 5
e:1+z+§+§—l—a+o(z)
N 2,3 4 .
e :1—2—1—5—5%—1—1—0(2)

Da cui:

43
e —e*=2z+ 3 + 0(2°)
Dunque lo sviluppo in serie di Laurent della funzione integranda é:

z

eF —e? 1 1 1
T rmtyptel

Allora z = 0 é un polo del terzo ordine,

e quindi 'integrale richiesto vale, per il primo Teorema dei residui 6.3.1:

zZ _ o,z 2171
/ it T .
=t 3

1
/ —— dz
|z|=1 SH1" 2

Esplicitiamo lo sviluppo in serie di Laurent della funzione 1/sin® z in

3. Calcoliamo:

un intorno di z = 0. Innanzitutto:

2 28 22 2
smz:z—g—l—ﬁ—...:z(l———{——'—...),

pertanto:
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a secondo membro si puo vedere come somma della serie geometrica di

ragione:

22 24

w::?)! 5!+...

Pertanto, trascurando 1 termini di ordine superiore al terzo:

1 2
— 142 4o(2%)

22 3!
1_(§_5+...)

Ne segue:

dove gli unici termini di grado inferiore al terzo sono 1 e il triplo
prodotto tra il quadrato di 1 e 2%/3!. Allora:

o(2?)

23

sinz 23

1 1 322 1
3! 23

1 1
14+ = N =—4=.Z2
+ +0(z)] +2 Z+

L’ultimo addendo rappresenta la parte regolare di 1/sin® z (contiene
tutte le potenze ad esponente positivo dello sviluppo in serie di Lau-
rent); osservando la parte singolare ricaviamo che z = 0 ¢ polo del terzo

1 1
Res —, 0] ==
(Sin5 z ) 2

Possiamo quindi concludere, per il primo Teorema dei residui 6.3.1, che:

ordine e che:

. Calcoliamo:

/ 25 —24422—6
5 dz
+ 24— 2z

dove v ¢ la curva di equazione parametrica:

z(¥) = (2 + cos g) e, ¥ €|0,4n]
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Figura 7.2: sostegno di v

Le singolarita della funzione integranda f sono 0 e 2, entrambi poli
semplici. Infatti, usando la decomposizione in frazioni parziali, si ha:
25 —24422-6 5 3 1

22 — 2z :Z+;_z—2

Osservato che la curva v ¢ chiusa ma non semplice, per calcolare I'in-
tegrale richiesto, usiamo il primo Teorema dei residui generalizzato
6.4.2:

[F 2 —ij_—l—ziz—ﬁdZZQm[(n(%o).Res(f(z),O))+
+ (n(7,2) - Res (f(2), 2))}

dove con n(y,z) indichiamo l'indice di avvolgimento della curva =
attorno al punto z ¢ v. Come si pud notare dalla figura, si ha:

n(v,0) =2, n(y,2)=1
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I residui nei due poli semplici 0 e 2 si deducono direttamente dalla
precedente decomposizione in frazioni parziali della funzione integranda
e risulta:

Res(f(2),0) =3, Res(f(2),2)=-1

594496
/Z §+Z dz = 107
v 24— 2z

Pertanto:

7.2 Calcolo di integrali definiti tra 0 e 27 di

funzioni razionali di cos? e sin ¥

Integrali del tipo

2
/ R(cos v, sind) dv,
0

dove l'integrando ¢ una funzione razionale di cos¢ e sint, possono essere
ricondotti ad integrali curvilinei su |z| = 1 usando le formule di Eulero (1.7)
e (1.8). Agli integrali curvilinei si potra applicare poi il primo Teorema dei

residui 6.3.1, come illustrato nei successivi esempi.

1.

Calcoliamo:
27 1
— dv.
/0 5+ 4cosv
Poniamo z = €. Applicando la formula di Eulero per il coseno
otteniamo: , ,
6119 + 6—179 1 1
cost) = ———=— | 2+ —
2 2 z

Allora, tenuto conto che d = dz/iz:

=15 49

2

[ S

o H+4cos? | ( 1) iz
Z—F;

1 / 1
== ——dz
i Jjpjm1 227+ 52 + 2

Quest’ultimo integrale puo essere calcolato con il primo Teorema dei
residui applicato alla funzione integranda (che denoteremo con f) sulla
circonferenza unitaria. Le singolarita al finito di f sono i due poli
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semplici 2y = —2 e z = —1/2, ma solo zy cade nel disco unitario;
risulta:
1 1 1 1
Res z),——= | = lim (24 = =
(f( ) 2) H_;( 2> 212 (1) 3
Ne segue:

2 1 1 1 o
- Ay ==-2m —— ) ==
/0 5+ 4cos? i miltes (f(z), 2) 3

2. Calcoliamo: .
/ cos™ ¥ d¥ (n €N).
0

Come nell’esercizio precedente, trasformiamo l'integrale definito di fun-
zione reale in un integrale curvilineo nella variabile z := ¢ mediante
la formula di Eulero per il coseno (1.7):

27 2n 2n
1 1 d 1 1 1
/ cos®™ Idv) = = (z—l——> ,—Z:—,/ 5 (z—i——) dz
0 |2]=1 27" z iz 0= 272 z

Denotiamo la funzione integranda all’ultimo membro con f(z). Appli-

cando la formula del binomio di Newton, risulta:

1 2n 2n m, i 1
(S

k=0

da cui si ha: )
"1 /2n 1
f(z) = Zﬁ<k>m
k=0

Quest’ultima somma rappresenta lo sviluppo in serie di Laurent di f(z)

1
in un intorno di z = 0. Essendo Res (f(z),0) il coefficiente di —, si ha:
z

Res (f(2),0) = 2%(2”) _ L@

n 22 nlnl
1 on-(2n—1)-...-3-2-1 B
20 (n-(n—1)-...-3-2-D(n-(n—1)-...-3-2-1)
on-(2n—1)-...-3-2-1
2n-(2n—2)-...-4-2)(2n-(2n—2)-...-4-2)
(2n — 1!
2n)lt -
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Possiamo quindi concludere che:

2n — N

27
2n _ A (
/0 cos™ ¥ dv = 27 o)l (n € N).

. Calcoliamo:

2 1
Ay (0<p<1l).
/0 p? —2pcost + 1 (0<p )

Trasformiamo 'integrale definito di funzione reale in un integrale curvi-
lineo nella variabile z := ¢’ mediante la formula di Eulero per il coseno

(1.7):

o 1 1 1
/ 5 dﬁz—,/ 5 o dz =
o p?>—2pcosv+1 i Jiy=1 2 — P22 —p+piz

1 1
] /|z|1 (z =p)(1 —p2) o

Denotiamo la funzione integranda all'ultimo membro con f(z). Tale

funzione presenta due singolarita di tipo polare del primo ordine; poiché
0 < p < 1, unica singolarita interna a |z| = 1 & z = p. Risulta:

Res (/(:),p) = lin(e )+ s =

Allora, per 6.3.1:

dz = 2miRes (f(2),p)

/ 1
=1 (2 = p)(1 —p2)

In definitiva abbiamo:

2 1 21
dy = O<p<l).
/0 p? —2pcost? + 1 1—p? (0<p )

. Calcoliamo:

2m 1
—_— b>0).
/0 (a+ bcos1))? @ (a>b>0)

Trasformiamo 'integrale definito di funzione reale in un integrale curvi-

lineo nella variabile z := ¢’ mediante la formula di Eulero per il coseno
(1.7):

o 1 1 4z
———d¥ = - dz.
/0 (@ + bcos1))? i /Z|_1 (b2? + 2az + b)? N
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Denotiamo la funzione integranda all’'ultimo membro con f(z). Il de-
nominatore della funzione f presenta due zeri reali del secondo ordine:

a+ Va2 —b? o a— a2 —b?
R

Osservato che z; - zo = 1 e che, essendo a > b > 0, 2z; € esterno alla

21 =

circonferenza unitaria, e (di conseguenza) 2z, ¢ interno alla circonferenza
unitaria, calcoliamo solo il residuo di f in z3:

. d 9 4z
Res (£(2),22) = Jim 2|z = 22)" s = | =
— lim d 4z — tim 4z —21) — 8z
C Smdz b (2 —2)? iom B2(z—2)3
a
(a2

In definitiva:

o 1 1 4z
— == dz =
/0 (a+ bcos1))? i /Z|1 (bz2 + 2az + b)? N
2ma

=2mRes (f(2),22) = ——.
(P = o

2w 1
— dv.
/0 3+ sind

7.3 Calcolo di integrali impropri di funzioni

5. Calcolare:

reali razionali

La seguente proposizione riguarda il calcolo di integrali

= P()
. Q)

Proposizione 7.3.1 (Calcolo di integrali impropri di funzioni reali raziona-

dz.

li). Siano P(z) e Q(z) polinomi a coefficienti reali di grado rispettivamente
m en > m+2; supponiamo inoltre Q(x) # 0 per ogni x € R. Allora la

funzione razionale
P(z)

Q(x)
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é integrabile su R e

P = 2mt s es Mz
e Qo LR (G7=) (T

dove i punti z; sono gli zeri di Q(z) con Im(z;) >0 (j=1,2,..v).

Dimostrazione. Trattandosi di funzioni razionali a coefficienti reali, perché
Q(z) abbia solo zeri complessi n dev’essere pari, n = 2v, ed allora le radici
si presentano a coppie coniugate.

Sia R > 0 sufficientemente grande in modo che Br(0) contenga tutte le
n radici in C del polinomio Q(z). Siano zi, ..., 2z, le radici di Q(z) con parte
immaginaria strettamente positiva e consideriamo l'insieme:

D :=Bg(0)N{z € C: Im(z) > 0}.

D ¢ un dominio regolare; allora per 6.3.1 vale:

Loy = 2 (G52)

Ora, la frontiera di D ¢ unione dell'intervallo [—R, R] e della semicirconfe-

renza v4(0), con orientazione come in figura:

Percio:

Avg(o)%dz—i-/z%dx:Qm ;Res (%,zj).
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Per provare la tesi, dimostriamo che:

lim P(z)

dz=0
Rtoo J ot 0) Q(2)

Ora 7} (0) ha rappresentazione parametrica:

2(9) = Re™, 9 € [0,n]

P(Z) d — " P(Relﬂ) 219 d19
/ﬂ,;w) Q) / QRe) M

P(Re™) 1

——— =0 —=|;

Q(Re™) R/’
Ne deduciamo che, per R — +o0:

P(Re™) . I
ane ™ = (7)

percio:

Per I'ipotesi:

percio I'integrale lungo la semicirconferenza ¢é infinitesimo per R — +o0, il

che prova la proposizione.

[

Osservazione 7.3.2. Evidenziamo che la dimostrazione ¢ consistita nell’ag-
giungere all’intervallo limitato [—R, R] (con R > 0 sufficientemente grande)

della retta reale una semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine. In

tal modo é formata una curva regolare, semplice e chiusa, frontiera di un do-

minio regolare cui si applica il teorema dei residui. Successivamente si passa

al limite per R — +oo0.

1. Calcoliamo:

+oo 1
/ dz.
oo 1422

Consideriamo la funzione di variabile complessa

1

f(Z) = m

Tale funzione presenta due poli semplici in corrispondenza degli zeri

del denominatore:

21:7;7 Zgz—i
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Per 7.3.1, consideriamo i poli con parte immaginaria positiva, in questo
caso solo z; = i, e fissiamo un semidisco di raggio R > |i| = 1.

Risulta:

+00 1
= 2m ).
/_OO g, xzda: miRes(f,1)

Il residuo di f in ¢ vale:

In definitiva:

2. Calcoliamo

—+00 1
dx.
/_oo T+t

Consideriamo la funzione di variabile complessa

B 1
142t

f(z):

Gli zeri del denominatore sono le radici quarte di —1, cioé:

V2o V2

20:7(1+2), z1:7(—1—|—z’)
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Si tratta di poli semplici per f. Considerando i due poli a parte
immaginaria positiva (ovvero zg e z1), dalla 7.3.1 si ottiene:

o0 1
/_ o = 2 [Res(f, 20) + Res(f, )]

o0

Calcoliamo i residui di f in zg e 2;:

1 20
R =lim — = ——,
eslfyz0) = m 755 = =3
) 1 A
R = lim — = ——.
estfoz) = lim 75 = =7
Pertanto:
oo A V2 V2
der =27 | ——1 | = —7
o L2t 4 2

(vedere l'esercizio 3 del paragrafo 7.7).

+o0 1
L. we

Consideriamo la funzione di variabile complessa:

3. Calcoliamo:

1
&)=ty
Essa ha in z; =i e in 29 = —i due poli del secondo ordine; applichiamo

il primo teorema dei residui 6.3.1 alla funzione f sul semidisco di raggio
R > 1 in figura:
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Per 6.2.1, abbiamo:

TN S S R S
TG Gz T i 4

Pertanto l'integrale da calcolare vale:

to 1 1 7
d :2 "R, P — ) :2 ) . - = —
/_OO (4222 es<(1+z2)2"‘> BT

4. Calcoliamo:
“+o00 .’172
—d
/o 1+a2p ™

Osserviamo che la funzione integranda é pari, pertanto:

400 1’2 1 +o0 x2
—  _dr=- S —
o (1+a?) 2) o (1+2%)°

Consideriamo la funzione di variabile complessa:

22

f(2) ZZW

che ha un polo del terzo ordine in z = i. Allora, per 7.3.1:

+oo sz P 1 +oo 132 p 1 ori.R -
/o —(1—1—1’2)3 :I;—§/_OO —(1—1—1;2)3 x—§~ i - Res (f(2),1)

Calcoliamo 1l residuo richiesto:

1 d2 2

Res (f(2),8) = 5 lim = {(HZ—ZZ)?, (2 i)ﬂ =
1

2

limd—2 & ——i
sid2? [(z+14)3] 16

|
z

In definitivas:
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7.4 Teoremi di Jordan del grande e del piccolo
cerchio. Lemma di Jordan

Nelle applicazioni risultano utili i seguenti risultati di Jordan, grazie ai quali,
in molti casi, si possono calcolare i limiti per R — +o0o o per r — 0% di
integrali su archi di circonferenza nel piano complesso di raggi R o r.

Teorema 7.4.1 (di Jordan, del grande cerchio). Sia yg,(z0) un arco di cir-

conferenza di raggio Ry > 0 e centro in zy, limitato agli estrems dalle semi-

rette per zo di anomalia 9y e V1 (Vg < ¥1). Se, f(z) essendo olomorfa su

Yr(z0) per ¥o < 9 < 9y e per ogni R > Ry, si ha uniformemente rispetto a ¥
lim (z —2) f(2) =1 €C

Z—00

allora risulta

+vr(20)

R—+00

___________________________________________________________________

M |

Dimostrazione. L’equazione parametrica di vg(2o) é:
2z =2+ Re”, €[y, 0],

Risulta

1 v 4
dz:/ iR dY =i (9, — ¥ 7.2
/F’YR(ZO) 2T % Jo Re® ( ' 0> ( )
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d i
/ i :/ ZRdY =19, — . (7.3)
+7vr(20) ‘Z - ZO‘ Yo R

Per ipotesi, fissato un arbitrario € > 0, esiste k£ > 0 tale che, per |z — zy| > k,

si ha: .

Allora, per R > k otteniamo, tenuto conto di (7.2) e (7.3):

/‘ F(2)dz — il (91 — Vo)
+vr(20)

1
/ f(z)dz =1 / dz
+7r(20) +r(z0) © T 20
1
/ )z = 20) — 11 d:
+7r(20

)Z—ZO

<

dz
<[ e -1

£ |dz| £
< = Y — 1) = €.
th — o [}-fyR(zo) |z =z Y=o (t o)

Per definizione di limite, quindi:

<

lim f(2)dz =il (91 — o),

B=+400 J vk (20)

il che prova il teorema. O

Teorema 7.4.2 (di Jordan, del piccolo cerchio). Sia v,,(20) un arco di cir-
conferenza di raggio ro > 0 e centro in zy, limitato agli estremi dalle semirette
per 2o di anomalia Yy e 1 (Vg < U1). Se, f(2) essendo olomorfa su v.(z)
per vg < 9 < 9y e per ogni 0 < r < rg, st ha uniformemente rispetto a v

lim (z —z) f(z)=1€C

Z—r20

allora risulta

lim f(z)dz =il (V1 — V) .

0% J 4y (20)
Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni fissato € > 0, esiste 6 > 0 tale che, per
0<r=|z— 2| <9, siha:

[(z = 20) f2) = 1] <

€
v — Yo
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Allora, per r < ¢, tenuto conto di (7.2) e (7.3), risulta:

/ f(Z)dZ — il (191 — ’190)
+7r(20)

1
/ f(z)dz—1 / dz
+7r(20) +yr(20) # T 0
1
/ F(2)(z — 20) — ] da
+'YT(ZO)

zZ— 20

<

dz
<[ e -1
+r(20) Z =20

£ |dz| €
< = Y — ) = €.
U — Yo [F%(ZO) |z —20] Y1 — o (% o)

Per definizione di limite, quindi:

lim f(2)dz =il (91 — ),

r=0% J 4, (20)

il che prova il teorema. [

Lemma 7.4.3 (di Jordan). Sia vg,(0) un arco di circonferenza di raggio
Ry > 0 e centro in 0, limitato agli estremi dalle semirette per 0 di anomalia
Yo e ¥y (Vg < V). Se, f(2) essendo olomorfa su yr(0) per ¥y < ¥ < ¥ e
per ogni R > Ry, si ha uniformemente rispetto a 1

lim f(z) =0,

Z—00

allora st hanno 1 sequenti risultats:

(i) sedg=0ety =m,

¥2(0)

risulta
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lim f(2)e"**dz =0 Va >0,
R—>+OO +’YE(O)

dove v (0) ¢ la semicirconferenza superiore;
7r
.o . . 3
(i) se ¥ = 5 € V) = 5,

iR
Yz(0)

—iR

risulta

lim f(z)e**dz=0 VYa >0,
dove v4(0) & la semicirconferenza a sinistra;

(iii) se vy =m e ¥y = 2m,

—R R

vz(0)

risulta
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lim f(2)e”™*dz =0 VYa >0,

dove v (0) ¢é la semicirconferenza inferiore;

(iv) se vy = —g ety =73,
iR
0
7&(0)
—iR
risulta
lim f(2)e7**dz=0 VYa >0,

R—+o00 _,’_,in% (0)

dove v%(0) ¢ la semicirconferenza a destra.
Dimostrazione.

(i) Consideriamo la rappresentazione parametrica di v (0):

2(¥) = Re"™ = R(cosd +isind), o€ [0,7].
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Vale:

/ f(2)e"**dz
+74(0)

/ f(Reiﬁ)eiaR(cos J+isind) Rze“gdﬁ’ _
0

T
/ f(Reiﬁ)eiaRcosﬁ . efaRsinﬁ . Rzewdﬁ‘ S
0

< / sup |f(2)|e BV . Rdy =
0

zE'y; (0)

w/2 )
=2R sup |f(z)|/ e~ dtsin? gy,
0

2€7£(0)

(7.4)

2
Risulta sind > —1 per 9 € [0, g] (considerare il grafico di sind e la
T

2
congiungente i punti (0,0) e <g, 1>, di equazione y = —1).
T

Da (7.4) segue:

) w/2
/ f(z)e'**dz| < 2R sup |f(z)|/ e R(37) gy =
+7£(0) €7 (0) 0
1 —e ot
sup [f(2)] -7 —

2€71(0)
Poiché per ipotesi
lim sup [f(2)]=0

R=roo z€74(0)

e a > 0 per ipotesi, per R — 400 otteniamo la tesi.
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(ii) Consideriamo la rappresentazione parametrica di v5(0):

. 3
2(¥) = Re™ = R(cos® +isind), o€ {g, 57‘(} :

N

™

_ f(Reiﬁ)eaR(cos V+isind) Rzemdﬁ

Wl

3
5T

_ f(Reiﬁ)eaRcosﬁ . eiaRsin@? . Rzemdﬁ S

ol N

T b
§/ sup | f(z)]ecfes? . RdY +

5 €

(0)
- R sup ‘f(Z)‘/ efaRsinﬁ’dﬁ/:
0

2€75(0)

w/2 o
=92R sup ’f(Z)’/ e—aRsm19 d19'§
0

zE'yf%(O)

<9R 1£(2)] L—e®
< sup 2|7 —
267152(0) 2OZR

per R — +o0.

I casi (iii) e (iv) sono lasciati da dimostrare per esercizio. O

7.5 Calcolo di integrali impropri di funzioni
reali razionali moltiplicate per una funzione
esponenziale. Formula di Heaviside

Il risultato che segue riguarda il calcolo di integrali
T P(x)

o Q)

Proposizione 7.5.1. Siano P(z), Q(x) polinomi a coefficienti reali di grado

rispettivamente m e n > m + 2 e sia « > 0; supponiamo, inoltre, Q(z) # 0
per ogni v € R. Allora

+w@emz x = 2mi s es M 2
QLR ("5 ) (9

edr, o> 0.
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dove i punti z; sono gli zeri di Q(z) con Im(z;)) >0 (j=1,...,v).

Dimostrazione. Sia R > 0 sufficientemente grande in modo che Bg(0) con-
tenga tutte le n, n = 2v, radici in C del polinomio Q(z). Siano z,...,z2, le
radici di Q(z) con parte immaginaria strettamente positiva e consideriamo
I'insieme:

D :=Br(0)Nn{z € C: Im(z) >0}.

D ¢ un dominio regolare; allora per 6.3.1 vale:

P(Z) 1oz _ : - P(Z) oz
on Q(z)e dZ—QTZjZIReS (Q(z)e ,zj>.

Poiché +0D = (+7}(0)) U [—R, R], si ha:

P(Z) 1o % f P<$> [fe'%4 - . - (M ious )
[w;(m Q(z)e dZJJF/_R Q(x)e d:C—Qij;Res Q(z)e vz )

N

n ()
Passando al limite per R — +o0, l'integrale (I) é infinitesimo, per 7.4.3
punto (i), mentre U'integrale (IT) tende all'integrale improprio in (7.5), da cui
la tesi. ]

Corollario 7.5.2 (Formula di Heaviside). Sotto le stesse ipotesi di 7.5.1, se
gli zeri zy,..., 2z, di Q(z) con Im(z;) >0 (j =1,...,v) sono semplici, vale
la sequente formula di Heaviside:

T P(E) aw N ~ P(z)e'
N Q(x)e dr =2 2;—@(%) . (7.6)

Dimostrazione. Poiché z; é polo semplice, da (6.5) si ottiene:

e (%emz’ Zj) = %

1. Calcoliamo
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La funzione integranda presenta due singolarita polari del primo ordine,
1 e —i; applicando 7.5.2 risulta:

+o00 iax iz
e e
/ dx = 2mi =me “.
e X2H1 2z | _.

Osserviamo che, esplicitando I’esponenziale complesso in termini di

seno e coseno, otteniamo:

+o00 ox 400 ;o
oo / e / cos(ax) + zsm(aa:)dx B

o T2+1 - 22 +1
% cos(ar) +t sin(ax)

= / dz +i/ dz.
o X241 R |

Eguagliando parte reale e immaginaria di primo e ultimo membro si

ha:
+ cos(axr) a % sin(ax)
/Oo x2+1dx:7re : /OO x2+1dm=0 (o> 0).

Osservazione 7.5.3. Dalla considerazione precedente, si evince come calco-
lare integrali impropri di funzioni reali razionali moltiplicate per le funzioni
coseno o seno. In generale, basta osservare che, per l'integrando in (7.5), si

ha
M iow __ P(x)

Qlz) Qx)

P(x)
Q(x)

cos(ax) + 1 sin(ax).

7.6 Integrandi che presentano singolarita sulla
retta reale

Finora abbiamo assunto che l'integrando f non abbia singolarita sulla retta
reale; cio ha consentito di integrare f sull’asse reale. Modificando la curva di
integrazione, possiamo eliminare tale richiesta, come illustrato negli esempi

T sinx
dx
e X

L’integrale proposto é improprio, definito come il limite di

R ging
dx
—R T

che seguono.

1. Calcoliamo
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. ) sin x
per R — +o00. Osserviamo che la funzione

é integrabile in R.
Consideriamo la funzione di variabile complessa:

nella semicorona circolare contenuta nel semipiano positivo C1 (0, r, R):
in tale dominio regolare f é olomorfa, allora per il Teorema dell’inte-

I =

-
e

grale nullo di Cauchy 2.8.3:

/ e—dz =0.
+8C+(0,r,R) <

La frontiera di C*(0,r, R) orientata positivamente ¢ cosi formata:

+9C* (0,7, R) = [r, R U (+74(0)) U [-=R, —r] U (=, (0))
Allora:

R _ix iz —-r iz iz
/ e—der/ e—dz+/ e—dx—/ Cdz=0 (7.7)
r T +y5(0) ? - +7(0)

R xr z
Osserviamo che:

—-r iz -R _ix t=—cx R _—it z=t R —ix
e (& e e

B T
Sostituendo in (7.7) risulta:

iz iz R iz R —ix
/ 6—dz—/ e—dz:—/ e—da:—i—/ ¢ dr =
+yh(0) +yt(0) < r r

T T

(7.8)
R -
= —2@'/ Smmdw,

X
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dove abbiamo utilizzato la formula di Eulero per la funzione seno (1.8).
Ora, applicando il lemma 7.4.3(i) e il teorema 7.4.2 si ha:
lim —dz =0, lim —dz =im. (7.9)
R—+o00 +’y§(0) z r—0t +’yﬂL(0) z
Facendo tendere R — +o00 e r — 07 in (7.8), tenuto conto delle (7.9)
otteniamo:

X i

+oo o3 400 »

_ . sinx sinz 7
—im = =21 dr = dr = —
0 0 2

é pari, abbiamo in definitiva:

T ging T gin
de =2 dr = .
e T 0 x

T gind ¢
3 dx
0 x

Applicando la formula di Eulero per la funzione seno (1.8):

o i sinx
Poiché la funzione

2. Calcoliamo:

8t

» ol _ iz 3 3z _ =iz _ 3pir | 3o—iz
sineg=—1] = =
21

1
= —L—l[sin(?)x) — 3sinz],

e quindi:

sin® x 1 sin(3z) — 3sinx

b 4 a3 ‘
Consideriamo allora la funzione (che presenta al numeratore uno zero
in z=0):

ez — 3¢ + 2
23

fz) =
sulla semicorona circolare D in figura:

Poiché f(z) & olomorfa in D, per il Teorema dell’integrale nullo di

Cauchy 2.8.3:
3iz __ 3 iz 2
/ S R
+0D z
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—-R k—r r = R

Scomponendo l'integrale lungo i tratti regolari di 9D, otteniamo:

R eSiaz _ 3€iw + 2 eBiz _ Seiz + 2
3 dx + - 3 d2+
r T +'7§(0) Z

- 3iac_3 T 2 3iz_3 iz 2
I YR
-R x 7 (0) “

dove abbiamo indicato con 77 (0) e 7,7 (0) la semicirconferenza esterna
e la semicirconferenza interna (rispettivamente). Ne segue:

R 3i:p_3ix 2 R 73ix_37ix 9
/ e e’ + da:—/ e e "+ dr —

3 3

€3iz _ 362’2 + 2 eSiz _ Beiz + 2
== 0 dzt 0 dz
+74(0) ? +17(0) :

T

da cui:

)y /R sin(3z) — 3sinz J

Tr =
xr3

ez — 3¢ + 2 ez — 3¢ + 2
__ e iy Sy
+77(0) & +7:F(0) &

Ora:

(7.10)

€3iz _ 362'2 2
2Z—00 z
perché il numeratore é limitato nel semipiano delle y positive. Appli-

cando la regola di L’Hdopital otteniamo:

) ez — 3¢ + 2
limz ————— = —

-3
z—0 23
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Allora, per il teorema del grande cerchio 7.4.1:

3iz __ 3 iz 2
lim CH S A (7.11)

e, per il teorema del piccolo cerchio 7.4.2:

iz __ 3 iz 2
lim CER L —— (7.12)
=0T St 0 ?

Per r — 0" e R — +oo, da (7.10), per (7.11) e (7.12), si ha:

Y /+°° sin(3z) — 3sinz
0

dr = —3mi

x3

da cui:

+00 i3
/ sin® x dr — §7T.
0 8

3
3. Calcoliamo:
/+°° T —sinx
—  dx.
o T(z*+1)

Tenendo presente che x — sinz = o(x?), la funzione integranda ¢
integrabile in [0, 4+o00[. Ora,

r —sinz = Re (as~|—iem)7

pertanto consideriamo la funzione (che presenta al numeratore uno zero
in z=0):

2+ — i

23(22+1)

sulla semicorona circolare D in figura:

f(z) =

con 7 < 1 < R. La funzione f(z) presenta in D una sola singolarita: il
polo semplice z = 7. Per il primo Teorema dei residui:

oz g S A . 1
| S e o (+_) i
vop 23(22+1) 23(z2 4+ 1) 2

essendo
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g i & r R

Scomponendo l'integrale lungo i tratti regolari di 0D, otteniamo:

R . . i . —r .
r—smx zZ+1e” —1 r—smx
———d ——d ———d

/T Aern T /%.(0) B2 T /_R At

/ z+ie —1q d s
— ————dz = ——.
tao) (224 1) e

dove abbiamo indicato con 77 (0) e 4,7(0) la semicirconferenza esterna
e la semicirconferenza interna (rispettivamente). Ne segue:

R . - 4z .
r — SNy z 41 —1
2 ——dx = ———d
/,, z3(x? + 1) v [Fﬁr(o) 23(22 + 1) o

/ z4ie —i 5T
p— — Z —_—
ko (22 +1) e

Allora, per il teorema del grande cerchio 7.4.1:

(7.13)

lim SR - (7.14)
Rrtoo Jo oty 23(2% + 1)

e, per il teorema del piccolo cerchio 7.4.2:

z+ie® —i T
li ———dz = — 7.15
rl}(r)l“' +,Y;F(0) 23(Z2 + 1) : 2 ( )

Per r — 0" e R — +o0, da (7.13), per (7.14) e (7.15), si ha:

+00 :
r —sinz m
9 ST e =2
/0 x3(x? 4+ 1) T

® 13
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da cui:
T r _sing |1l 1
32—‘133:_ 5 |-
o r3(a?+1) 212 e

4. Calcoliamo il valor principale (v.p.) del seguente integrale improprio’:

+oo 1
(V'p')/m (x2+1)(a:+1)d‘”

La funzione integranda ¢ un infinitesimo di ordine 3 sia per x — —o0
che per + — 400, ma per x — —1 ¢ un infinito del primo ordine.

LIntegrali impropri e loro valor principale (v.p.) secondo Cauchy.

Definizione 7.6.1. Sia f definita sulla retta reale e consideriamo 'integrale improprio

+oo
/ f(x) dx.
—0o0
Consideriamo i limiti:
+R
RI—IH}OO . f(z) dzx (7.16)
e
0 R2
Rlli{&oo " f(x)dx + Rzli{&oo ; f(z) dz. (7.17)

Se il limite (7.16) esiste, esso si chiama valor principale secondo Cauchy dell’integrale
improprio e si scrive:

+oo +R
(v.p.)/ f(z)dx = lim f(x) de.

o R—+oc0 R

Se il limite (7.17) esiste, si dice che I'integrale improprio converge e si scrive:

+o00 0 Ro
/ f(z) dx = Rll;rrioo " (z) dz + R2lgrioo ; f(z) dx.

— 00

Osservazione 7.6.2. Se esiste il limite (7.17) allora esiste il limite (7.16) e vale

I'uguaglianza . .
(v.p.) / f(z)de = / f(z) da.

—0Q0 — 00

Tuttavia, I’esistenza di (7.16) non implica in generale l'esistenza di (7.17). Infatti

(v.p.) /+00 xdr =0

— 00
ma non esistono i due limiti

0 Ra

lim z dr, lim xdz.
Ri—+o0 Ry Ro—+o00 0
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Pertanto la funzione integranda é integrabile in un intorno di +oo,
ma non € integrabile in un intorno del punto —1. Oltre che in —1,
il denominatore si annulla in i e —i (zeri semplici). Consideriamo un
dominio regolare a cui applicare il primo Teorema dei residui 6.3.1 che
non contenga il punto —1. Una scelta naturale ¢ quella di considerare
un semidisco del semipiano superiore centrato in 0 e di raggio R > 1
(contenente ), privato di un semidisco centrato in —1 e di raggio r < 1
sufficientemente piccolo.

Detto D, g tale insieme, applichiamo il primo Teorema dei residui 6.3.1

A 1

(22+1)(z+1)

f(z) =

in D, g (dominio regolare):

/ 1
+op,x (2 HD(z+1)

Ripartendo la frontiera di D, r e considerandone ’orientazione positiva,

dz = 2miRes(f(z),1)

come in figura, otteniamo:

/ ! dz + /_1_T 1 dx+
z T
0 (2 +1)(z+1) r @+ D(@+1)
R
1
- dz + de = (7.18)
[r%*(—l) FErD+1) /_Hr @2+ Dz +1)

1

= 2miRes(f(2), 1) = 2mi - 5oy
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essendo:

. 1
R@S(f, Z) = 22—_2

Risulta:

1 R—+o00
dz — 0
(Aﬂwﬂﬁ+ﬂxz+m

1 ot (7.19)
1=,

dz —
/+m—1> RS RS 2

per 7.4.1 e 7.4.2 rispettivamente. Quindi, per R — +oco e r — 01, da
(7.18), per (7.19), otteniamo:

-1 1 oo 1 s
/oo RN IS / R CES i

pertanto
+oo 1 s
.p- der = —.
Wp)/w @+ D)@+ 2

5. Calcoliamo il valor principale del seguente integrale improprio:

+eo sin x
(v.p) / e (7.20)

La funzione integranda ¢ integrabile in un intorno di +o0o, ma non ¢
integrabile in un intorno del punto 1, poiché ¢ infinitesima di ordine 3
per x — —o0 e x — +00, ma per x — 1 & un infinito del primo ordine.
Consideriamo la funzione

622

J) = (224+4)(z — 1);

1, 2i e —2i sono zeri semplici del denominatore.
Consideriamo il dominio regolare Dp, come in figura (R > 2 e r < 1).

Applichiamo il primo Teorema dei residui 6.3.1 a f(z) in Dg,:

[wDR,T a1~ miRes(f(2). 20)
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Poiché z = 2i & polo semplice per f(z), si ha:

1z —2

Res(f,2i) = Zlg&(z — 2i) (22 + :)(Z —1) - 42'(262' -1)

Ripartendo la frontiera di Dp, e considerandone I’orientazione positiva
come in figura, otteniamo:

/ i dz + / o * dr+
1t (22 +4)(z—1) —r (@ +4)(z—1)

e R e
- dz + / dr = (7.21)
Kr“/f(l) (22 +4)(z—-1) 14 (22 +4)(z = 1)

T (20 4+ 1)

T 2e2(2i— 1) 10¢?

Da 7.4.3(i) e 7.4.2 segue:

eiz R—+00
dz — 0
/ﬂg(m (22 +4)(z —1)

/ e p Tﬂ el
z —.
1ty (22 +4)(z 1) 5

Allora, per R — +ooer — 0% in (7.21) e tenuto conto di (7.22), risulta
(essendo €’ = cos 1+ isin1):

(v.p.) /OO CEwr 1)da: =

ime'  w(2i+1) 2¢’sinl +1 e?cosl —1
= = —— + | 2T ————
10e?

(7.22)

5 102 10
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Il valor principale (7.20) & dato dalla parte immaginaria dell’integrale
precedente:

(vp.) /+oo sin x dr — 9 e?cosl—1

_ 22+ 4)(r—1 10e2
s (
e quindi:
(v.p) /+°° CoS T q 2¢%sinl + 1
v r=—-T —————
Pr) @D —1) 102

7.7 Integrali di funzioni polidrome

1. Calcoliamo:

T Jogx
/ 5 g 5 dr (a>0)
0 e+ a
La funzione integranda ¢ integrabile su [0, 4o00[ in quanto per z — 0
é infinita di ordine arbitrariamente piccolo e per x — +o00 & infinite-
sima di ordine maggiore di 1. Consideriamo la funzione di variabile
complessa:
log z
Z) = ——
e scegliamo per I’argomento principale di z la limitazione Argz € [0, 27|
(cioé log ¢ definito nell’insieme semplicemente connesso C \ [0, +o0]).
Il punto z = 0 ¢é di diramazione per la funzione f, che presenta due
poli semplici in 2a e —ia. Consideriamo il dominio regolare D in figura
(r<a<R).

Applicando il primo Teorema dei residui 6.3.1 si ha:

A log z dz = 2mi [Res (f(z),ia) + Res (f(2), —ia)] (7.23)

ap 22+ a?
Vale:

™ .

loga+§~z

R ) = ——=—

es (f(2),d0) = ———2—,
3r .
loga+ — -1
Res (f(2), —ia) = —————2—

2ia
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iae

—iae

da cui:

| +7T - 3r .

1 oga+ —-i—loga— —-i 2

/ 8% 1y —omi. 2 2 T (124
Jr

ap 22+ a? 2ia a

Per i teoremi di Jordan del piccolo e grande cerchio 7.4.2 e 7.4.1, per
r— 0" e R — +oo si ha:

lim f(z)dz =0,

r—=0t J_5B, (0)

lim f(z)dz=0.
B=too ) 108k (0)

Percio, facendo tendere r — 0 ¢ R — +o00, da (7.23) e (7.24), ottenia-
mo:

T logx t° log & + 2mi 2
(z)dz:/ ﬁdx—/ ————dz = ——i
+0D o IT°ta 0 r©ta a

dove il secondo addendo al numeratore del secondo integrale ¢ dovuto al
fatto che si & compiuto un giro intorno all’origine (punto di diramazione
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per la funzione logaritmo naturale). Ora:

0 Jogx T logx + 2mi too o
o Tare e mrads
0 e +a 0 T+ a 0 e +a

271 r]+oo 2T T w2
= ——— |arctan — = == ——
a alo a 2 a

e quindi abbiamo, in conclusione, 'ovvia identita:

2 w2

=

a a

e non abbiamo ottenuto informazioni utili al calcolo dell'integrale pro-
posto.

L’analisi di quanto rilevato con la precedente scelta di f(z) porta a

considerare la funzione:
log? =
22 4+ a?

f(z) =

sullo stesso dominio regolare D. Abbiamo, per il primo teorema dei
residui 6.3.1:

/+ 82 4z — 2i [Res (f(2), ia) + Res (f(2), —ia)]

op 22+ a?
Vale:
log?a — %2 +imloga
Res (f(z),ia) = 9% ,
log?a — %7?2 + Jimloga
Res (f(z), —ia) = — 5
da cui:

1 2
/ 0821y = omi.
+op Z° +a?
2

9
log?a — % +imloga — log® a + ZWQ — dimloga

2ia B
27
=—(r—1l )
- (m —iloga)
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Esplicitando I'integrale a sinistra come somma di integrali sulle quattro
curve regolari che formano 0D, otteniamo:

1 2 R]. 2 1 2
/ 20g Zde:/ %dm—i—/ ;)g z2d2+
+op 2t a r Tota +oBRr(0) 2~ T a
R 2 2
1 2 1
[Mlosarp [ e
r = ta +oB,.(0) 2~ T @

_ / log? » ds / log? z dot
+oBR(0) 2° + @ 1oB,(0) 27+ a2

R 42 :
4me — 4mel 2
+/ T T ngdx 2
- a

o — (m —iloga)

Osserviamo che uniformemente rispetto ad Argz:

limz- f(z)=0, limz-f(z)=0

z—0 Z—00

quindi, per i teoremi del piccolo e del grande cerchio 7.4.2 e 7.4.1, gli
integrali sulle circonferenze tendono a 0 per r — 0 e R — 400; ne
segue:

272 L loga) = /+°° 47? — 4milogx p
7 —iloga T =
a & 0 x2~|—a2

oo T Jogx
:47r2/ 5 2dx—47m/ 2g dr =
0 T24a %+ a?

1 o]
= 4n? | = arctan —4m / 8T =
a 2 + a?

o3 oo 1
:L_Zm/ Nogz
0

a 22 + a?

L’integrale all’ultimo membro é proprio quello proposto e quindi, con

+00 1
/ 08T d:vzlloga.
0

ovvi calcoli:

2 4 a? 2a

2. Calcoliamo:

+o0 l‘)‘_l
/ de (0<A<1).
0 ]."‘.T

Osserviamo che per z — +o0o la funzione integranda ¢ un infinitesimo
di ordine 2 — XA > 1 e per x — 0" ¢ un infinito di ordine 1 — X\ < 1,
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pertanto l'integrale converge. Consideriamo la funzione:

Z/\fl
fz) = 1+2  1+2z

e scegliamo per 'argomento principale di z la limitazione Argz € [0, 27|

6(/\71) log z

(cioe log ¢ definito nell'insieme semplicemente connesso C\ [0, +-o0[). 11

punto z = 0 é di diramazione per f, mentre z = —1 & un polo del primo
ordine. Consideriamo il dominio regolare D in figura (dove R > 1 e
r<1):
;‘ >
"R v A—r o -< R
Risulta:
A1

Res (f(z),—1) = lim (1 + 2) - z

z——1 1—|—z:

Per il primo Teorema dei residui 6.3.1 applicato a f su D si ha:

R e()\fl) log z e()\fl) log z r e(/\71)(log:1:+27ri)
/ —dx+/ —dz—l—/—dx—i—
r 1+Q7 +8BR(0) ].+Z R ].+ZE

(A—1)log =z )
+ / £ dz = 2rieP=Dim
_oB,(0) 1tz

(_1))\—1 _ (eiw>>\—1 _ e(A—l)z’w

(7.25)
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4.

Il terzo integrale a primo membro risulta essere:

r _(A=1)(log x+2mi R -1
/ OVosmy) _e(k_l)m/ LA
R 1 +x r 1 +x

Osserviamo che, per |z| = R:

e, per |z| = r:

TA r—0
< —0
1—r

z

1+ 2
e i due limiti risultano uniformi rispetto ad Argz. Facendo tendere

r — 0e R — +o0in (7.25) otteniamo, per i teoremi del grande cerchio
7.4.1 e del piccolo cerchio 7.4.2:

+oo L A—1 oo A—1
omieXN VT — / < dx — e(’\_l)zm/ < dx
o l+=x o 1+

da cui:

1+ 1—elDemi sin(Ar) (7.26)

dove l'ultima uguaglianza si ottiene moltiplicando numeratore e de-

/+oo A1 271_2'6(/\71)7”' T
0

nominatore per e?~17 e applicando la formula di Eulero per il seno
(1.8).

. Calcoliamo:

400 1
/ dx (n €N).
0

1+ x2n

Posto t := z?" (quindi dt = 2nz*"~'dz) otteniamo:
+0o0 1 +oo 1 1 1 +oo t%_l
/ da::/ L gmlgt= — S -
o 14 o 14+t 2n 2n Jo 1+t
1 us

- %sin (%) 7

per (7.26) (con A = 1/2n).

Calcoliamo:
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Posto ¢ := = — 1 (quindi dz = —;)2 dt) otteniamo:

1+t

1 1
| == e
0 /a3 ( o z(L-1)3
0 1
dt =
/ = (o)

+oo t+1

/+°° t- % T 2m
1+t _sm(gw)_\/g
per (7.26) (con A = 2/3).

7.8 Integrali di Fresnel

Due integrali impropri classici sono gli integrali di Fresnel:

“+oo “+oo
/ cos(t?)dt, / sin(t?)dt.
0 0

Gli zeri della funzione cos(#?) in [0, +o00[ sono i punti:

te = (2k+1)g, k€ Ny

A AR

NARAL

Figura 7.3: Grafico di cos(t?); osserviamo che t; 1 — tx — 0 per k — +oc.

Gli zeri di sin(#?) in [0, +oo[ sono i punti:

t, = Vkm, k€N
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AWARI
VT

Figura 7.4: Grafico di sin( t2 ; osserviamo che t;1 — tx, — 0 per kK — +o0.

Consideriamo la funzione
f(z)=e7* € H(C)
e il settore polare chiuso
DR:{(p,ﬁ):OSpSR,Ogﬁgg}
Sia ora

A= (RQ,R?) = Re't

2

Per il teorema dell’integrale nullo di Cauchy 2.8.3:

)
/ e *dz=0,
+8DR

da cui, suddividendo dDpg come in figura:

R
/ e dr + / e dz + / e dz=0 (7.27)
0 +7%(0) +AO

Poiché v} (0) ha rappresentazione parametrica

- 0]
z = Re", 60,4,
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7z(0)

S8\

si ottiene:

— / —R2¢ 2“9 “9d19 —

—R2 (cos 29+ sin 219) RZGw d19

/ 2 cos 219d,l9

Poniamo 29 = E — ¢ (quindi dv = —%) da (7.28) si ottiene:

(7.28)

I
\

S R/ e—R2 cosQﬂd,& —
0

R [Y ey R [% .
:__/ efR sm&pdgpz_/ e*R smgodgog
2 /s 2 J;

us
2

R [? oo R [e %0
< = “RIedp = — =
—2/0 ‘ TTa R
R 7R2—1 2
_ e - —l<1_63>7
2 | —R22Z | 4R
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2
dove abbiamo usato la disuguaglianza siny > —¢ per ogni ¢ € [O, q; di
v

2
/ e*'dz "2 0.
+7R(0)

Ora, il segmento OA (bisettrice) ha rappresentazione parametrica:

conseguenzas

z=te't, t€[0,R].

Percio:

0 0
i T - - 2 2
/ e dy = / et¢? it qt = / e it £ + 2\/—_ dt =
+A40 R R 2 2

= i\—/i_ﬁl /R [cos(t?) — isin(t?)] dt =

— _% i [cos(t2) + sin(t2)} dt — %/0 [COS(tQ) - Sin<t2)} dt.

Per R — +o0 la (7.27) porta a:

/0 e do = g = %/0 [cos(t?) + sin(t?)] dt+

+ ﬁ/o [cos(t?) — sin(t?)] dt

(osserviamo che, poiché il primo membro ¢ convergente, anche il secondo
membro é convergente). Uguagliando parte reale e immaginaria si ottiene il

sistema:
( +00 +o0 T
/ cos(t2) di + / in(12) dt — \ﬁ
0 0 2
+o0 +00 ’
/ cos(t?) dt — / sin(t?) dt =0
0 0
\
da cui:
400 1
/ cos(t?)dt = — (7.29)
T2
e

\/f
2
+oo 1
/0 sin(t?)d —\/g. (7.30)
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1. Calcoliamo:

T ginx + cosx
—dux.
0

NG

Operando il cambio di variabile
r=1t> (dz=2tdt)

sl ottiene:

/+°° sinz + cos x i — /+°° sin(t?) + cos(t?) 08 it —
0 VT 0 t

_9 /0 " [sin(2) + cos(t?)] dt.

Ora, da (7.29) e (7.30):

+00 “+oo T
/ cos(t?) dt + / sin(t?) dt = /=
0 0 2

Percio l'integrale richiesto vale:

+00o 3
/ smx+cosxdx:\/%‘
0 NG

7.9 Somma di alcune serie

Definizione 7.9.1 (funzione meromorfa). Un’applicazione f : Q — C si dice
meromorfa se € olomorfa in €2, eccetto che per singolarita polari.

Teorema 7.9.2. Sia f meromorfa in tutto il piano complesso C avente so-
lo un numero finito di poli z1,...,z,, con z; &€ Z per ogni j = 1,...,v.
Supponiamo |f(z)| = o(]z|~%) per z — oo, con a > 1. Definiamo

g(z) :=7f(2)cot(nz), h(z):=

Allora
> k)=~ Z Res(g(2), 2j), (7.31)

k=—oc0

“+00

> (=0Ff(k) = - Z Res(h(z), ;). (7.32)

k=—o00
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Dimostrazione. Proviamo 1'uguaglianza (7.31) (la (7.32) si prova analoga-
mente). Sia n un intero positivo sufficientemente grande, tale che ~, sia il bor-

1 1 1
do del quadrato di vertici (n + 5) (1+1), (n + 5) (—1+14), (n + 5) (—1—

1
i), (n + 5) (1 — i), contenente tuttii poli di f.

(i—l)(n+%) (i+1)(n+%)

(471)(“%) (lfi)(n+%)

Per il primo Teorema dei residui 6.3.1 si ha

=S g(z)dz = Z Res(g(2), zj) + Z Res(g(2), k).

271 +m

Poiché g ha poli semplici in ciascun z = k, si ha

~cos(mz)

Res(g(2). k) = liny [(z k) T(2) ] — 1k,

dove 'ultima uguaglianza segue dall’applicazione del Teorema di L’Hopital

sin(mz)

alla funzione 7r(z——k Pertanto
sin(mz)
1 14 n
37 g(z)dz = Z Res(g(2), z;) + Z f(k)
T j=1 k=—n
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e quindi conseguiremo la tesi se dimostriamo che

3 1l dz = 0.
A tal fine, proviamo che esiste una costante positiva A, indipendente da n,
tale che | cot(mz)| < A per ogni |z| > n.
Sia allora z = x + iy, quindi imz = imx — 7wy; risulta
eiwz + e—iﬂ'Z

6271’2 _ e—m—z

- eV 4+e ™ 14e P 14eT
T ewW_—e T  l—e2W T ] —eT

|cot(mz)| = :

1
Sey2§.

Analogamente, si ha

e e 14’ _1+4e”

[eot(m2)] < e~ —em 1 —e2 — 1 —e 7
1
sey < 5
i 1 1 1 . .
Ora, siano —5 <y < 5 ez=mn-++ 5 + 2y. Allora risulta
1 ™.
|cot(mz)| = |cot (| n+ St = }cot <§ + Zﬂ'y)’ =

— |tanh(ry)| < tanh (g) ,

poiché la funzione tanh(wy) ha derivata positiva e quindi ¢ monotona cre-
scente. 1
Sez:—n—§+iy, si ha

1
|cot(mz)| = |cot (7r <—n -5t Zg)) ‘ = ’cot <—g + 27ry>‘ = [tanh(7y)| <
T
< tanh (7).
< tanh ( 5
Posto

A= max{ijz_:,tanh (g)},

si ha |cot(mz)| < A su v, dove A ¢ indipendente da n. Di conseguenza, per
I'ipotesi su f, si ha

/+ ) g(2) dz

= <m-on ) -A-(8n+4),
~——

l('Yn)

/+ o £(2) cot(rz) dz
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e I'ultimo membro ¢ infinitesimo per n — +o0o. Cio conclude la dimostrazio-
ne. O

Il Teorema 7.9.2 consente di calcolare la somma di alcune serie bilatere,
calcolando la somma dei residui di particolari funzioni ausiliarie.

1. Calcoliamo la somma della serie

-+00 1
Z m, a€R \ {O} .
k=—oc0

Consideriamo
f6) = o
22 +a?’
z = +ia sono poli semplici per f. Detta
9(z) = 2ra cot(mz),
calcoliamo:
Res(g(z),ia) = Zlg?a(z - ia)m cot(mz) =
: : 7T cos(mz)
=1 _ _
ZI—{EI(Z ia) (z —ia)(z + ia) sin(7z)

= _27T_a coth(ma);

Res(g(z), —ia) = Zgrjlia(z + ia)m cot(mz) =
: : 7r cos(mz)
pum— 1 =
Z_lglm(z +ia) (z —ia)(z + ia) sin(nz)
= _27T_a coth(rma).
Per il teorema 7.9.2 possiamo concludere:
+0o0
1 s
kzz_:oo m = E COth(ﬂ'(l).

2. Calcoliamo la somma della serie

(=

Zoom, acR\Z

f=—
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Consideriamo
flo) =
(24 a)?’
z = —a ¢ un polo del secondo ordine per f. Detta
T
h pr—
() (2 4+ a)?sin(rz)’
calcoliamo:
Res(h(2), —a) = Tim = | (= + a)? T -
’  asadz (z 4+ a)?sin(mz) |
. d m 72 cos(ma)
= lim — |[— =——
z——a dz | sin(7z) sin“(ma)

Per il teorema 7.9.2 possiamo concludere:

X (=) 72 cos(ma
3 (( > (ma)

k+a)?  sin’(ra)

k=—o00

7.10 Indicatore logaritmico. Principio dell’ar-
gomento. Teorema di Rouché. Un’altra

dimostrazione del Teorema fondamentale
dell’Algebra

Uno dei piu eleganti risultati della Teoria dei residui riguarda l'indicatore
logaritmico.
f'(z)

f(z)

derivata logaritmica di f (vedi (2.9)) e risulta olomorfa negli stessi punti di

f(z), purche f(z) # 0.

Lemma 7.10.1.

Sia f(z) una funzione olomorfa in €2, allora la funzione si chiama

(i) Se zy & uno zero di ordine v per f, allora la derivata logaritmica di f
ha un polo del primo ordine in zy, con residuo

Res (fT/, zo) =v;
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(ii) se zo € un polo di ordine p per f, allora la derivata logaritmica di f ha
un polo del primo ordine in zy, con residuo

Res <f?/, 20) = —p.

(i) Per ipotesi, esistono un intorno di zy ed una funzione g, ivi olomorfa,
tali che

Dimostrazione.

f(2) = (2 = 20)"9(2),
con g(zp) # 0. Allora

Fi(z) = v(z = 20)"g(2) + (2 — 20)"d (2),

da cui (nell'intorno di zg, privato di zg):

) v g0
f2) == go)

Il primo e il secondo addendo rappresentano rispettivamente la par-

te singolare e la parte regolare della serie di Laurent della derivata
logaritmica di f, percio zy € un polo semplice e risulta:

Res <f7/,z0) =a_1="u.

(ii) Per ipotesi zy ¢ polo di ordine p per f, pertanto lo sviluppo di Laurent
(in un intorno di zy, privato di z), é dato da:

F2) =Y ar(z=20)"+ > aw(z—2)"

con a_, # 0. Ne segue che:

f(2)(z—20)" = Z ak(z—zo)k“’—i—z a_r(z—20) " =: g(z) (olomorfa).

Ora, g(z)) =a_, #0e
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Calcoliamo:

1

f@%:dwﬂz—%y—g@m@—w@“
(2 — 20)% ’

da cui:
F) g p
fz)  9(2) z2—2

Il primo e il secondo addendo rappresentano rispettivamente la par-

te regolare e la parte singolare della serie di Laurent della derivata
logaritmica di f, percio zy € un polo semplice e risulta:

Res (J%, zo> =a_1=—p.

]

Teorema 7.10.2 (dell'indicatore logaritmico). Sia f(z) meromorfa in Q e
sia D C Q un dominio regolare. f(z) abbia in D solo un numero finito di
poli By, ..., Bs, con ordini di molteplicita p1, ..., ps; inoltre, sia f(z) # 0 per
ogni z € 0D ed f(z) abbia in D gli zeri oy, ..., o, con ordini di molteplicita
v, ... v Allora:

1 f'(2)

211 Jyop f(2)

dz = Zf - Pf, (733)

dove Z; e Py sono rispettivamente il numero degli zeri e det poli di f in D,
contati con la loro molteplicita.

Dimostrazione. Alla derivata logaritmica di f possiamo applicare il primo
Teorema dei residui 6.3.1 nel dominio regolare D e otteniamo:

1 f’(z) B r f, | S f/ B
301 oo 1) 27 2R (o) = 2T (o) =

=Y Y () =D =Y pn=
j=1 h=1 j=1 h=1

=Zy— Py,

dove abbiamo usato il lemma 7.10.1 applicato ai poli semplici di f'/f, a; e
B (j=1,...,r,h=1,...,s). ]
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L’integrale che compare al primo membro di (7.33) si chiama indicatore
logaritmico di f.

Il precedente teorema in letteratura ¢ noto anche come Principio dell’ar-
gomento. Vediamo perché.

Supponiamo che JD sia formata da un’unica curva regolare v semplice e
chiusa di equazione parametrica

con z(a) = z(b). Risulta

Zy— Py = % - ff’((j)) dz = %[F % log (f(2))] dz =
= o log (PN = o llog [ 7(2)| + iAra(f() =

- 2 ’
cioe, la differenza tra il numero di zeri e quello di poli di f(z) in D ¢ data

dalla variazione dell’argomento principale di f(z) lungo v percorsa nel verso
positivo, moltiplicata per il fattore 1/2.

Teorema 7.10.3 (di Rouché). Siano f e g meromorfe in €.
Se |g(2)| < |f(2)| per ogni z € v, dove v & una curva generalmente regolare,
semplice e chiusa, con sostegno contenuto in (), e se f e g non hanno né zeri
né poli su vy, allora:

Zy =Py =Zjig— Py,

dove Zy e Zy., (rispettivamente Py e Ppi,) indicano il numero finito di zeri
(rispettivamente di poli) di f e f+g dentro ~y, contati con la loro molteplicita.

Dimostrazione. Osserviamo che f + g non ha zeri su 7. Infatti, se zp € ~
fosse uno zero di f + g, si avrebbe:

f(z20) +9(20) =0 = f(20) = —g(20) = [f(20)] = |9(20)|,

il che ¢ in contraddizione con l'ipotesi. Ora, la funzione |f| — |g| & continua
sul compatto v, quindi, per il teorema di Weierstrass:

dm>0tc |f(2)]—|g(z)| >mVzen.
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Sia A € [0,1]. Risulta
1f(2) + () = [f(2)] = g(2)[ Zm >0 Vzen;

allora I'integrale ) )
1 fl(z)+ A (2

A) = — = d

=5 | e &

2
¢ ben definito. Osserviamo che, per 7.10.2, I(0) = Zy — Pre I(1) = Zy4, —

Py, se proviamo che I(\) ¢ costante in [0, 1], conseguiremo la tesi.
Per il Teorema 7.10.2

I(A) = Zgirg = Prarg € Z VA €0,1]

e quindi lapplicazione A — I(A), continua sul connesso [0, 1], assume valori
interi relativi: pertanto I(\) é necessariamente costante in [0,1]. Da cio
segue 1(0) = I(1), ovvero la tesi. O

Corollario 7.10.4. Siano f,g € H(Q2). Se |g(2)| < |f(2)| per ogni z € 7,
dove v & una curva generalmente regolare, semplice e chiusa, con sostegno

contenuto in €1, allora
Zs = Zjtg

(cioé [ e f+ g hanno lo stesso numero di zeri dentro v, contati con la loro
molteplicita).

Dimostrazione. Poiché f, f + g € H(?), si ha Py = Py, = 0; applicando
7.10.3 si ottiene la tesi. ]

1. Calcoliamo quanti zeri ha il polinomio
P(z) =2"—22+16
nella corona circolare aperta
{zeC:1<|z| <2}.

Definiamo:
f(z):=16, g(z):=2"—22

Sulla circonferenza |z| = 1 si ha:

lg(2)| = |2 — 22| = [ = 2] < [*] +2 =3 <16 = |f(2)|.
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Su B1(0) le funzioni f e g verificano le ipotesi di 7.10.4, pertanto f(z)+
g(z) = P(z) ha lo stesso numero di zeri di f(z) = 16 nel disco unitario;
quindi non ¢’¢ alcuno zero di P(z) in B;(0).

Siano ora
f(2) =2 g(2):=16 — 2z

Osserviamo che sulla circonferenza |z| = 2 si ha:
lg(2)| =116 — 22| <16+ 22| <16+ 4 =20 < 32 = |f(2)].

In B5(0) le funzioni soddisfano le ipotesi di 7.10.4, pertanto f(z) +
g(z) = P(z) ha lo stesso numero di zeri di f(z) = 2° nel disco By(0); in
questo caso f(z) ha uno zero di molteplicita 5 in z = 0 € By(0), percio
P(z) ha 5 zeri in By(0).

Possiamo allora concludere che il polinomio P(z) ha tutti gli zeri in
{zeC:1<|z| <2}

Teorema 7.10.5 (di Hurwitz). Sia f, € H(QQ) per ognin € N, f,(z) # 0
per ogni z € ) e f,, = [ sui compatti contenuti in 2.

Allora f=01inQ o f(z) # 0 per ogni z € (.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che f non sia identicamente nulla
su {2 e che abbia uno zero isolato in zo € ). Sia r > 0 tale che

lf(z)] >m>0VzedB,.(2).
Poiché f,, = f sui compatti di €2, in particolare su dB,(z), abbiamo:
m
1al2) = ()] < 5V = € OBu(20)
per n sufficientemente grande. Allora, per un tale n, si ha:
m
|fu(2) — f(2)] < 5 <m <|f(2)| ¥V z € 0B, (2).

Applicando il corollario 7.10.4 a f,, — f e f, abbiamo che fe (f,—f)+f = fa
hanno lo stesso numero di zeri in B,.(z). Questo contraddice l'ipotesi che f,,
non ha zeri in Q. ]

Diamo ora un’altra dimostrazione del Teorema fondamentale dell’Alge-
bra, usando 7.10.4.
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Teorema 7.10.6 (fondamentale dell’Algebra). Ogni polinomio a coefficienti
complessi di grado n > 1 ha n radici in C, contate con la loro molteplicita.

Dimostrazione. Consideriamo il polinomio:
P(z)=ap+a1z+ ...+ apz", n €N, a, #0
e definiamo:

1
f(z):=2", g(z):=— (ao +a1z+...+ an_lz”_l) )

7

Osserviamo che P(z) = a, [f(2) + g(z)]; poiché

_a(2)
| =0,
\Z|EEOO ‘ f(2)
allora )
g(z
dR>0tc. |=—%|<1V]|z|>R.

In particolare, sulla circonferenza |z| = R si ha |g(z)| < |f(z)[; allora, per
7.10.4, le funzioni f e P = a, [f + g] hanno lo stesso numero di zeri in Bg(0).
Ora, la funzione f(z) = 2" ha n zeri nell'intero piano complesso; ne segue
che anche P(z) ha in C n radici, contate con la loro molteplicita. O
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