CAPITOLO 9

Metodo variazionale per operatori in forma di
divergenza: teoria L2

9.1 Ilmetodo variazionale per operatoriin forma di di-
vergenza: una introduzione

Il metodo variazionale puo essere sintetizzato nel modo seguente:

(i) si definisce una soluzione debole attraverso 'introduzione di forme quadratiche;

(ii) se ne dimostra esistenza e unicita tramite il teorema di Riesz-Fréchet 6.3.1, il
lemma di Lax-Milgram 6.4.3 e il Teorema di Stampacchia 6.4.2;

(iii) si regolarizza la soluzione debole ottenuta (tramite risultati di regolarita supe-
riore si perviene ad una soluzione classica del problema).

9.2 ProblemadiDirichlet omogeneo per’equazione di
Poisson

Ilustriamo ora il metodo variazionale prendendo in considerazione come “model-
lo” il problema di Dirichlet per I'’equazione di Poisson con dato omogeneo

(P)

—Au=f in
u=20 su of?,

con f € L?(Q2) e Q) aperto connesso limitato di RY.
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Definizione 9.2.1. Si definisce soluzione debole del problema (P) una funzione
u € Wy*(Q) tale che

/Q Vu(z)-Vo(z) dL N (z) = | T@ye) dCN(z)  Vue () (oppure Vo e Wg=2(ﬂ)) .

Esistenza (unicita e dipendenza continua) della soluzione debole.

Applicando il teorema di Riesz-Fréchet 6.3.1, con

H=W,?*Q)

¢: Wy () - R taleche ve W, Q) o) = [ f(z) v(x)dL(z) < +oo
Q

<q§ € ovviamente lineare, e continuo in quanto

lo()] < Iflly - llvlly Vv e W&’Q(Q))
si ha che

Blup e Wo(Q) :+ d(v) = [ fla)-v(x)dL ™ (x) = (uglo), ,

Q
= [ Vus(z)-Vo(z)dLN(z) Yoe W, Q)
Q
Inoltre si ha
o(v
fuslia= s A<y,
vewd2() 11,2

v#£0

cioe la soluzione debole u; del problema (P) dipende con continuita dal dato f.

Per il lemma di Lax-Milgram 6.4.3, uy € Wol"Q(Q) e caratterizzata dalla proprieta

% (Vug[Vug), — ¢(ug) = min {% (Vou|Vv), — gb(v)} ,
vEW, ()

cioe

1 1
—/ |V, ? dLN—/fudeN: min {— |Vo)? dﬁN/fvdﬁN}.
2 Jo Q vewi2@) |2 Jo Q
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Osservazione 9.2.2. La soluzione del problema dell’esistenza in spazi di Sobolev
apre un’altra questione. Le funzioni di questi spazi infatti sono derivabili in senso
debole, e in generale non sono nemmeno continue. Una volta ottenuta una soluzio-
ne debole, sorge allora il problema di dimostrare che si tratta di una funzione suf-
ficientemente regolare; in breve, rimane da affrontare il problema della regolarita
delle soluzioni deboli.

Regolarita della soluzione debole.

Se Q & di classe C?, f € L*(Q) allorauy € W, *(Q) N W>2(Q). Pit1 in generale, se
& di classe C2**, f € WH2(Q) allora uy € Wy*(Q) N W2H52(Q) 2 (informalmente
possiamo dire che u; ha due derivate in pitt in L?(Q) rispetto al numero di derivate
che la densita f hain L?(Q2)).

N _
In particolare (per il teorema di immersione di Morrey) se k > —, allora uy € C%(Q);

in questa ipotesi si riconosce facilmente che u; € soluzione classica (forte) di (P),
tenendo anche presente che, essendo u; € W,*(Q) N C°(Q), risulta u; = 0 su AN.

9.3 Operatori in forma di divergenza

Sia, pitt in generale,

N N

i,j=1 i=1

cona;; € C1(Q), bi,c € C°(Q), e consideriamo il problema di Dirichlet associato

{—Au =f in Q )

u=20 suof,

con f € L?(Q2) e Q aperto connesso limitato di RY.

Definizione 9.3.1. A si dice uniformemente ellittico in €2 se e solo se

N
dyg >0 : Z aij(x)figj > l/0|€|2 V&ERN, Vre.

4,J=1

Definizione 9.3.2. Si definisce soluzione debole del problema di Dirichlet (P;) una
funzione u € W,*(Q2) tale che

N N
/ Zaijaiuﬁjvfzmaiuv—cuv dEN/fvdEN VvEcol(Q)
Q Q

i,j=1 i=1

(oppure, equivalentemente per densita, Vv € W&’Q(Q)) .

Pwmr(Q) (m € N, m > 1) indica lo spazio delle funzioni di L?(Q) aventi derivate deboli, fino
all’ordine m incluso, in LP (). B
Sia © un aperto connesso e limitato di R, di classe C';se kp > Nsiha Withkr(Q) — CI(Q).
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Introduciamo sullo spazio di Hilbert IW,**(12) il funzionale bilineare
N N
a(u,v) = Zaij@uajv—Zbi@uv—cuv achv .
Q \ij=1 i=1
Allora u e soluzione debole del problema (F) se e solo se

VoeW,?(Q) : alu,v) = (flv),

Lemma 9.3.3.

2

N 2
k
(i) Posto\g = — + sup c(z) + @, dovek = sup b () |
210 zeq 2 z€Q 1

i=
risulta y
0 2 2 1,2
a(u,u) 2 o Jlullis = Aollull;  Vue Wy ()

(a(-,-) &debolmente coercitiva in L*(12));
(ii) esiste o > 0 tale che

ja(w o) < a flully, oy, Va,we We2(@).

Dimostrazione. Proviamo (i). Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

N /2 , N 1/2
< <Z|bi(:c)|2> (Z |6iu(:c)l2>

i=1

N 1/2
= (Z Ibi(fc)|2> IV u(z)|

N

Z bi(z) O;u(x)

i=1

N 2
e quindji, posto k = sup (Z |bi(z)|2> , risulta
zeQ

i=1

< / k |V u(@)] [u()] de™ ()

= uxM Nz
f/Qk\/E|v<>| e @)

N
/Q Z bi(z) B;u(z) u(z) dL N (z)

IN

5 [l ae e+ 5o [ el ac @)

<avendo usato la disuguaglianza a b < 1(a* + b2)) .
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Prendendo € = %, siha

1%

k2
<2 [ |\Vu@)? deN (@) +— [ |u(@)]? dCN ().
2 Jo 2v0 Jo

N
/( z Z bi(z) yu(z) u(z) dL ™ (z)

Pertanto, per ogni u € W, *(Q), vale

alu,u) > VO/QWU(:E)R e (z) — %/Q|Vu(:r)|2 ac™ (z)
I [ @) e (@) - sup efa) - [ Jute) ALV ()
Vo Jo zEQ Q

k2 .
Ponendo Ay = —— + sup ¢(z) + X0 siha
210 zen 2

Yo 2 2
alu,w) = 2 fulf = Xo llul}
il che dimostra che a(-, -) &€ debolmente coercitiva.
Proviamo (ii). Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

< <XN: Iaij(x)|2>; (ilﬁif); = <§:Iau(l’)lz> €]

i=1 i=1 i=1

=

N
> aij(@) &
=1

e quindi

[

N N /N 3 N
Z aij(z) & &l < ‘ <Z|aij($)|2> €] 1€5] < (Z |aij($)|2> €17

i,5=1 J = i,j=1

zeQ ij=1

N 3
Posto L = sup (Z |ai; (z)|2) siha

N
> a(@)&&| <LIEP  VEERY, Vzeq.

ij=1

Usando la precedente disuguaglianza e la disuguaglianza di Hoélder 4.2.3 si prova
che a(-, -) & anche continua. Infatti, se u,v € W,*(Q2)

la(u, )| < L [|Vully [[Volly +F [[Vully [Jolly + el llully vl < alluly s ol - B
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Teorema 9.3.4. Perogni )\ € R con )\ > )\ e perogni f € L?()

u=uye Wol’Q(Q) : A (ulv)y +a(u,v) = (flv), VYve W01’2(Q)
<cioé u e soluzione debole del problema

Au—Au=f in
u=0 san).

Inoltre, se A > \g si ha

2

7o O =) £y -

1
fully € =5 Il IVl <

Dimostrazione. Siano A € Rcon A > \g e f € L*(Q).
Consideriamo su W, *() il funzionale bilineare

a(u,v) = a(u,v) + A (ulv), .
Siccome a(-, ) € continua, anche a(-, -) lo &. Inoltre

a(u,u) = au,u) + X (ulu)y = alu,u) + A ull; 0.1)
IZ0) Vo :
> 20y + (A do) ful} = 2

2
l[lly s s

cioe a(-, -) & coercitiva su W, ().

Per il lemma di Lax-Milgram 6.4.3 esiste un'unica u; € W,"*() tale che

A (ulv), +a(u,v) = [ fod®  Yoe W ?(9).
Q

Prendendo v = u nell'uguaglianza precedente e usando (9.1) risulta
2 Yo 2 2
1Al fllly = /qudﬁN = Alully +alu,u) 2 - flully 2 + (= Ao) [Jully
da cui segue

Vo
(A= 20) llully < Uflp flully s 5 lul

2
12 = £l [[ully -

Quindi, per A > )\, siha
I1£1l,
< — 2
HUHQ — )\ o )\0

e dunque

[Kilk

.0
A—Xo

Vo 2 o 2
Z Ivully < lluliy < 171, lully <
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Osservazione 9.3.5. Per il problema

{)\u —Au=f in Q Py

u=20 su of) .

abbiamo provato (vedi teorema 9.3.4) che se A\ > )\g ed f € L%*(Q), allora esiste
un’'unica soluzione di (P,) in WOI’Q(Q).

Si puo dimostrare, con un confronto con i risultati che si provano per lo stesso
problema negli spazi di Holder, che il problema (P,) & risolubile per ogni A > 0.

9.4 Problema di Dirichlet non-omogeneo per 'equa-
zione di Poisson

Teorema 9.4.1. Siano Q) C RY aperto connesso e limitato, f € L?(2), p € W12(Q);
il problema con dato di Dirichlet non-omogeneo

—Au=f inQ
P,
{ U= suos). (Fe)

ha un'unica soluzione (debole) u in A, = {v eEWL2(Q);v—pc€ WS’Q(Q)}; tale
soluzione é caratterizzata da

u € Ay

u minimizza in A, il funzionale
17 :
—/ Vo) dﬁNf/ fodc™.
2 Ja Q

Dimostrazione. Osserviamo che A, & un convesso chiuso non vuoto di W'2(Q).

Osserviamo anche che sono equivalenti:

(@) u € A, esoluzione debole di (P,), cioe
/QVngdLN:/S;deﬁN V¢ e Wy (Q),
b) ue A, e
/QVu-(Vv—Vu)dENz/Qf(v—u)dﬁN Ve A,.

Infatti:

(a)=(b): Poichédav e A,eue A, risultav —u € WOI’Q(Q), dall'ipotesi segue

/Vu~(vaVu) dLN:/f(v—u)dﬁN Vo e A,
Q Q
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(b)=(a): Se u € A, verifica la disuguaglianza, scegliamo v = u £ ¢ con (arbitrario)
¢e WOI’Q(Q): sicché risulta v € A, e si hala tesi.

A questo punto basta applicare il teorema di Stampacchia 6.4.2 con

gb(v):/QfUdEN e a(u,v):/QVqudﬁN. O

Osservazione 9.4.2. Lo studio della regolarita e il ritorno ad una soluzione classica
si effettua come indicato nell’Osservazione 9.2.2



