CAPITOLO 2

Elementi della teoria (matematica) del potenziale
(scalare): 'equazione di Laplace, di Poisson e problemi
connessi

2.1 Funzioni armonichein

Definizione 2.1.1. Sia 2 aperto connesso non vuoto di R™.

u armonica in £ <d:e£ ueC*(Q) e Au=0 (equazionediLaplace) in(Q.

Nel caso N = 2la parte reale e la parte immaginaria di una funzione olomorfa sono
funzioni armoniche.

Esempio 2.1.2. (Funzioni armoniche che dipendono dalla distanza da un punto
fissato (soluzioni radiali dell’'equazione di Laplace))
Fissiamo
2’ = (a},25,...,2%) €eRY (N >2)
e sia
N 1/2
O<r=|z—2a’|= <Z($1 - x?)Q)
i=1
la distanza euclidea di z € RV \ {2} da zY; sia
u(’x - mo‘) = p(r)
e imponiamo che sia armonica in RV \ {2°}.
Poiché

Zj —

diu = @'(r)-0;r=¢'(r)-
032 2
djju = ¢"(r)- =) gz]) +¢'(r) -

r
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<d0ve o'(r) = fl—f(r) e’ (r)= %(r)) siha

i.e. il A quando agisce su una funzione radiale ¢ = (r) si trasforma nell’opera-

2 N-1 d 1dN_1d)

tore — - — o equivalentemente nell’operatore —— - — (r - —
dr? + r dr q p rN—-1 dr( dT)

Allora, poiché r € ]0, 40|,

N7 Y (1) = cost.

Ne segue che
alogr+b se N =2

p(r) =
ar2 N 4+ seN >3

con a, b € R, sono funzioni armoniche in R \ {z°}.

Teorema 2.1.3. (Proprieta (uguaglianza) del valor medio per le funzioni armoniche)
Sia v armonica in Q); allora

— 1
Rr\Y

o0 (equivalentemente)

1
ac™y
wnRN /BR(y) u®) (=)

(i.e. u verifica la proprieta del valor medio).

u(y) =

Dimostrazione. Sia o € ]0, R] e consideriamo B, (y). Osservato che u € C%(B,(y)) e
che u & armonica in B,(y), dall'identita (si veda I'Osservazione 1.10.2)

[ S@an o= [ suw@ace o
16)

By(y) OV B,(y)

segue che

~ du v
0= /6 (&) anN-1(e),

B, (y) v

E—y

e quindi, posto w = ,ove p=|¢ —y|,siha

dHY 1) = dH Y (y + ow) = oV THAH Y TN (W),
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pertanto
. d N-—1
0 = |1@#y+QWMH (y + ow)

= o™ 1d/ u(y + ow) ’HN_l(w)
|wl=1

d
N 1 1-N dHN 1 .
[g / G <«s>]

Ne segue che la funzione
®(p) := gl—N/ w(@)dHN 7€) = cost Vo €]0,R],
0B, (y)

per cui

-~ | u N-1/¢ey _ pi-N [ u N-1
0 /BBQ() (€ dH V() = R /6 (€ dH (¢

Br(y)

e passando al limite per o — 07 si hala tesi °.
D’altra parte, da

NwN

o Nu(y) = —— /@ o HOBLYIE),

integrando rispetto a o tra 0 ed R si ottiene

1 / N
w(x)dL ™ (z). O
) (2) (z)

2.2 Funzioni subarmoniche e superarmoniche in Q2

u(y) =

Definizione 2.2.1. (Funzioni subarmoniche in(}.)

u subarmonica in € <d:e£ ueC’Q) e VBr(y)cQ:

1
< N-—1
u(y) < NowRNT /GBR(y)u(Q dH "7 (§) oppure

1

wN BN S

u(z)dC N ().

(disuguaglianza del valor medio)

u(y) <

Osservazione.
weC?*Q) e Au>0 in Q= u subarmonica in

(basta ripercorrere la dimostrazione del teorema precedente).

Nel seguito indicheremo con o () la classe delle funzioni subarmoniche in 2.

Sessendo u continua su 9B, (y),
1

3 lim ———— dHN 1) =
gi)rg+ NuJNQ /BBQ(U)U(g) " (g) U(y)

(vedi, e.g., G.Gilardi, Analisi due, McGraw-Hill, Milano, 1993).
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Definizione 2.2.2. (Funzioni superarmoniche in(2.)

u  superarmonica in ) {d:e£ ueC’Q) e VBr(y)CcQ:

uly) L / w(€) dHN(E)  oppure
9BRr(y)

> -
~ NwyRN-1
1 / N
> u(z)dL™ (x).
WN RN S )

(disuguaglianza del valor medio)

u(y)

Osservazione.

weC*Q) e Au<0 in Q= u superarmonica in .

Osservazione.

u  subarmonica in ) < —u superarmonica in S
Nel seguito proveremo che se u € CY() e verifica la proprieta del valor medio,
allora v € armonica in . Pertanto si ha

u armonicain) <= u subarmonica e superarmonica in§} .

2.3 Principio del massimo (minimo) forte e debole

Teorema 2.3.1. (Principio del massimo forte per le funzioni subarmoniche.) Sia )
aperto connesso non vuoto diR” esiau € (). Supponiamo che

JyeQ te wu(y) =supu.
Q

Allora
u e costante in Q.

Teorema 2.3.2. (Principio del minimo forte per le funzioni superarmoniche.) Sia u
superarmonica in ) e supponiamo che

JyeQ te wuly)= igfu.

Allora
u e costante in Q.

Dimostrazione. E sufficiente provare il primo principio perché il secondo ne segue;
infatti:
u  superarmonica in )<= —u subarmonica in $;

quindi, da u(y) = i?zf u, si ha

—u(y) = —inf u = sup(—u).
Q Q
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Dimostriamo allora il primo principio.
Posto M = u(y) = supue Qy = {z € O u(xz) = M}, osserviamo che Q; # 0
Q

(y € Qs peripotesi) e che, essendo Qy; = u~! ({M}), Qa € un chiuso relativamente
ad Q. D’altra parte, preso z € Qy (i.e. u(z) = M), perla disgguaglianza del valor
medio applicata alla funzione subarmonica v — M, si ha, per Br(z) C 9,

1
O0=u(z)— M < W

/ [u(z) — M]dLN (z) <0,

BR(Z)

cioe u(x) — M = 0 per ogni € Bgr(z), per cui Br(z) C Q. Allora Q,; & anche
aperto relativamente ad €2, che & connesso, pertanto 2, = , cioé u(z) = M per
ogni x € Q. O

Teorema 2.3.3. (Principio del massimo (risp. minimo) debole per le funzioni subar-
moniche (risp. superarmoniche).)

Sia Q aperto connesso non vuoto limitato di RV, u € Co(ﬁ) e subarmonica (risp.
superarmonica) in ().

Allora

Sup u = sup u risp. infu=infu ).
Q a0 Q 00

Conseguenza importante: Sia 2 aperto connesso non vuoto limitato di RY,
u € C?(2) N C°(Q) armonica in Q.
Allora

(i) infu <wu(xr) <supu VzeQ,
[0]9) 90

(ii) sup |u| = sup |u] (teorema del massimo (per il) modulo).
o a0
(Per quanto riguarda il teorema del massimo modulo é sufficiente osservare che

|u| = max {u, —u}, oppure, che essendo v armonica (regolare) allora |u| & subarmo-
nica (regolare)).

Osservazione. Sia (2 aperto connesso non vuoto limitato di R", e siano
ue C*(Q)NC(Q) armonicain e wvea(Q)nC’Q)

tali che
v<u su Of.

Allora

v<wu in K.

Dimostrazione. Lafunzione u—v € C°(Q) ed & superarmonica in §; per il principio
del minimo debole
inf(u — v) = inf(u — v) > 0
1% (u— ) inf (u—v) >
e quindi B
v<wu in Q. 0O
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2.4 Problema di Dirichlet per 'equazione di Poisson (o
per ’equazione di Laplace nel caso omogeneo, f = 0)

Problema 2.4.1. Sia ) aperto connesso non vuoto, limitato di R;N ; assegnate
feCN) ey e C°0N) determinare, se esiste, u € C2(2) N C°() tale che

{ Au=f inQ (equazione di Poisson)

Uy =@ (condizione al contorno, di Dirichlet)

Teorema 2.4.2. (Teorema _di unicita)
Se esiste u € C?(2) N C°(Q) soluzione del Problema di Dirichlet per 'equazione di
Poisson, essa e unica.

Dimostrazione. Se u1,uy € C*(Q2) N C°(Q) sono soluzioni dello stesso problema,
alloraw = u; —us € C2(Q)NC°(Q) e

{ Aw=0 1in{
w|an = 0.
Allora, essendo

0=infw < w(z) <supw=0 VYVzec,
o9 o0

sihaw = 0in Q, da cui u; = uy (oppure da max |w| = r%%x|w| =0=w=0). O
0

Osservazione. L'unicita € conseguenza, sostanzialmente, del principio del massi-
mo nell'ipotesi di limitatezza per 2. Notiamo che se €2 non & limitato, 'unicita puo
non sussistere.

SiaN=2eQ = {(:171,:172) ER? 2z €R, — <23 < 7r};

il problema omogeneo

Au=0 1inQ
u=0 sudf)

ha soluzione v = 0, ma e.g. anche
u(xy, o) = ke senzy VkeR

e soluzione.
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2.5 Soluzione fondamentale per 'operatore di Laplace

Useremo ora la II identita di Green per trovare una formula integrale per la soluzio-
ne del problema di Dirichlet per I'’equazione di Poisson.
A tale scopo introduciamo la

Definizione 2.5.1. Soluzione fondamentale per il A (operatore di Laplace)
Sia 2° € R¥ fissato; definiamo ¢ “soluzione fondamentale (di polo x°) per il A” la
funzione (radiale)

i1og‘:1:fx0‘ se N =2
P(z—2%) =T(|z —2°)) = 27 SN N v e RV\{z°}.
N@ - Now |z — 2| se N >

Nel seguito, per semplicita di esposizione, ci riferiremo solo a I" in dimensione
N > 3.

Osservazione 2.5.2. Osserviamo che
M I(- —2°%) € C*RY\ {2%});
(i) AT (x—2%) =0 Vo e RN\ {2°};
(iii) I'(z — 2°) & sommabile in ogni Br(z°);

(iv) Vi=1,....,N

N2—-Nwy 2
1

Nwy ‘:Z? 7$0‘_N (1171 7$?)5

pertanto 9;I'(z — 2°) & sommabile in ogni Bg(2°);
™) Vi,j=1,...,N

&-jf(x—zo)* 1 {—N|x—z

_ 0‘—N—2
NwN

(IZ?]' — IZ?(]))($1 — IE?) + ‘IZ? — $0|_N 51j:|

0 sei#j,
doveéz-j:{ 1 sei=3j.

Nel seguito (Osservazione 3.3.7) vedremo che, nel senso delle distribuzioni in RY,
A,T(z —2%) = 6,0 oved,o &la (distribuzione) delta di Dirac di polo z°.

8cfr. Osservazione 3.3.7
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2.6 Rappresentazione di Green

Teoiema 2.6.1. (Rappresentazione di Green) _
Sia ) connesso, compatto di RN, di classe C* a tratti eu € C*(Q), allora
vzl e Q

u(z®) = /Qf(xfxO)Au(:r) dLN(z)Jr/

o0

or ou
[U(f)a(fffo)*F(ffxo)a

O] dH 1),
Dimostrazione. Fissato xz° € Q, dalla Il identita di Green, con

v(z) =T(z — .170)‘ V-RED)

ove B,(z°) C , si ha:

/ B [T(z — 2°)Au(z) — u(z) A, T(z — 2°)] dL N (z)
O\ B, (2°)

=0
= [ I =a0 50 — u©) Gt O] a0

— zo @ —u 8_1—‘ _ zO N-1
" /BB,_,(J,-O) I )81/ ©) (&) v (€ )] dH ().

Osserviamo che:

lim Iz — 2°)Au(x)dL N (z) = / Iz —2°)Au(z)dL™ (z),
00" JO\ B, (a0) Q

in quanto I'(z — 2°) & sommabile in un intorno di z° e (poiché Au € C°(Q)) Au &
limitata;

inoltre
0
o<|[  re-aFrom @) = | [ revue e m e
0B, (20) v 0B, (20)
1
< 2—N N—1 .
< 7]\7(]\7 — 2)WNQ s%p|Vu|Nng F 0;

infine (osservato che v(¢) € interno a B,(z°))

ar 0 N-—1 / N-—1
(£ — dH =-I dH
/ o MG E ) = 10 / o OB
1
= —W/M ( O)H(«E)dHN‘l(E),
per cui

3 lim U g
o0—0t OB, (x9) ov

(& —a®) dH V7€) = —u(2?).
In definitiva (passando al limite per ¢ — 07) si ha:

u(z®) = /Ql"(ac — 2N Au(z)dL N (z)

+ [ e (€% —Dle - ") 5h©) v g D
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Conseguenza importante. Se inoltre Au = 0in(, si ha

ou

(€—2%) —D(E—a%) - (O] dH (). @D

Ve Q u(2?) :/ [u(§)8r ey

Ko (91/

Osservazione 2.6.2. La formula (2.1) e utile per discutere la “regolarita” delle fun-
zioni armoniche:

le funzioni armoniche sono C*, le derivate di qualsiasi ordine di una funzione ar-
monica sono funzioni armoniche.

Osservazione 2.6.3. La (2.1) esprimendo « in €2 in termini dei suoi dati di Cauchy «
ou
ov
soluzione esista (vedremo nel seguito che il problema di Cauchy per 'equazione
di Laplace in generale non ha soluzione (nemmeno localmente)).

D’altra parte, per il teorema di unicita per il problema di Dirichlet per Au = 0, la
soluzione e univocamente determinata dal solo valore di u su 9.

Per ottenere un integrale su 952 che dipenda solamente dai valori alla frontiera e
non anche dalla derivata normale introdurremo la cosiddetta funzione di Green di
Q.

e su 0f) rappresenta la soluzione del problema di Cauchy in 2, purché una tale

2.7 Funzione di Green

Sia h € C%(Q) e Ah = 0in . Applicando la I identita di Green ad u e h, si ha

0= [ lu©Le) - ne L) anv1(e).
IR AGRIGE

Sommando, membro a membro, con (2.1) si ha

UI’O — U a_G .TCO _ .TO % N-1 .TO
@)= [ |u05ea - cleaEo] o vaten

avendo posto

G(&,2") =T(& —2%) + h(8).

Definita .
G:OxQ—-R

(y,2°),cony # 2% = G(y,2°) = T(y — 2°) + h(y),
G&,2°)=0 VeEeon, 2’ e

(e in questo caso G si chiama funzione di Green (relativaad (2 e A)) siha

(@) = /m u(«f)aa—f(f,xo)d’}-[ N-l(g) va® € Q. 2.2)
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Osserviamo che per determinare G si deve risolvere in 2 un particolare problema
di Dirichlet omogeneo:

Ah =0 inQ
(&) =-T(E—-2") VeEeo (2°€Q)
pertanto (in virtt del teorema di unicita) la funzione di Green se esiste & unica.

Lidea & quindi che la risoluzione di una classe di problemi di Dirichlet omogenei in
Q) consente di determinare G e risolvere, tramite la (2.2), tutti i problemi di Dirichlet,
omogenei e non.

La funzione di Green relativa a Bg (0).
Sia Q = Bp(0); consideriamo la riflessione rispetto alla sfera 9Br(0):

yeER<o>\{0}w=|%y

y=0—7y=o0.

Definiamo per ogniy € Br(0), 2° € Bg(0) cony # z°

Glyaty = Tl =D = () r(-a*)  seyz0

I'(|z°[) = T(R) sey = 0.
Osservato che per y # 0 si ha:

() g = () e (|- )

possiamo scrivere, per ogniy € B(0), z° € Br(0) con y # x°

R lyl o
=I{|—y— Sz
(’Iyl R

).

0
G(y,xo):F(\/IYI2+IXOI272y~x0)fl“ \/R2+<—|Y|I|§|> 2y~x0)-

Osserviamo che G(y, 2°) = G(2°,y).
La G = G(y.z°) cosi definita & la funzione di Green relativa a Bz (0); infattil’adden-

do
(40
]

R
G(&,2°) =0 V&€ dBR(0), 2° € Br(0).

€ armonico rispetto ad y e

Tenendo presente la (2.2), calcoliamo

IG (&, 2Y) _ {QG(y,xo)] _ {QG(y,xo)}
v (&) o) lyisie-r Oyl Liyi-iei=r

=———— -2V >0 V&€ aBg(0), 2° € Br(0).
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Nel seguito porremo

_9G(&,2°) R |2
K(&a%) = aw(€)  NwnR

|¢ — 2°|7N  (nucleo di Poisson)

e osserviamo che K (¢, z%) & una funzione armonica rispetto ad z", in quanto deri-
vata (direzionale) della G(¢, z°) che & armonica rispetto ad 2°, per ogni ¢ € dBr(0).
In definitiva, per (2.2), se u € C?(Bg(0)) &€ armonica in Br(0), si ha

R? — IwOIQ/ u(§) -
u(2’) == =t dH N v2° € Br(0
) =Novk 0B (0) 1§ — 2N © =(0) (2.3)
(integrale di Poisson).
Si puo provare che la rappresentazione (2.3) diu & valida anche se
u € C?(Bgr(0)) N C°(Br(0)) anzicché u € C?(Br(0)).
Osserviamo che se in (2.3) prendiamo 2° = 0 (centro di Bz(0)), allora

_ 1 -
w0 = e o MO,

che e la proprieta del valor medio per le funzioni armoniche.

Osserviamo, anche, chese u = 1in B r(0), da (2.3) si ottiene

1= / K& 2% dHN"1¢)  Va® € Br(0). (2.4)
OBRr(0)

Abbiamo dimostrato che ogni v € C?(Br(0)) N C°(Br(0)) con Au = 0 in Br(0)
e rappresentabile come in (2.3). Vale anche il viceversa, come mostra il seguente
teorema:

Teorema 2.7.1. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della soluzio-
ne dal dato ¢, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace in Br(0))
Assegnata p € C°(0Bg(0)), la funzione definita in Br(0) da:

Rz ¢(€) N-1
u(z) = NonR /(98R(0) T dH (&) Vaz e Bgr(0)

e armonica in Br(0); inoltre per ogni &, € 0Br(0)

3 lim (o) = e().

I*}fo
JJEBR(O)

Pertanto
u € C%(Br(0)) N C°(BR(0)) e u=¢ su OBRg(0).
Infine (per il teorema del massimo modulo):

sup [u[ = sup |g|.
Br(0) 9BRr(0)
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Dimostrazione. Che la funzione u = u(z) sopra definita sia armonica in Bg(0) se-
gue dal fatto, gia osservato, che il nucleo di Poisson K (¢, z) & armonico rispetto ad
x, per ogni & € OBR(0).

Per definizione di limite, provare che

3 lim  u(z) = ¢(%o)

I‘)EO
ZEBR(O)
equivale a provare che:
Oc
Ve>030.>0 : VazeBr(0) |—z|< 5 = lu(z) — ¢(&o)| < e.

Sia e > 0; per la continuita di ¢ in &, € dBg(0),

>0 : VE€IBR(0) [§—&l| <o = (&) — (&)l <e.

Siax € Bg(0) tale che |&) — x| < 5—28 Si ha

u(e) — o) = /aB , KE2@ a6~ pler)

» x - N-1
per7(2.4) /633(0) K(f, )[50(5) 90(50)] dH (5)

e quindi
(@) — p(&)] < / K(&,2)0(6) — p(&o)] diN1(¢)
8Br(0)
= / K(,2) [0(€) — p(c0)] dH V1)
{ecoBr(0):1e—col<s. }
+ / K& ) 0(6) — plo)] diN1(e).
{ecoBr(0): 1e-co125. }
Ora
K(&2) |o() — pl60)] dHN1(€) <e,
{¢coBr(0);16-col<s. }
e poiché

| — x| > |§ — & — &0 — =
sihasu {¢ € 0Br(0); [€ — &l > b}

e
— > _ — = —
E—al26. -3 =13
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e quindj, il secondo integrale,

K(& ) (&) — p(&o)| dH Y1)
{¢coBr(0); 16—t0l25. }

B R27|:L'|2 . 1 o
= NenB / o 1ele) el 1(€)

{e€oBr(0); 1660125, }

R? — |af? <2>N N-1
—— (=) -2 su NwnyR
NwNR (Sg aBRI()O)|<p| N

N
2 _
(B? — |=f?) (5—) -2 sup || RV72.
e BR(0)

Poiché per « € Br(0) — & € 0Bg(0), si ha || — R, segue che anche

/ K(6,2) [o(€) — pl6o)] dHN1(E) <.
{ecoBr(0); 1e—¢0l25. }
In definitiva, risulta
lu(z) — p(&o)| < 2e.

Osserviamo che il ragionamento precedente & locale; ciog, se ¢ € sommabile, limi-
tata su OBg(0) e continua in ¢, € dBr(0), allora

u(z) = (&) quando r € Br(0) = ¢&. O

2.8 “Caratterizzazione” delle funzioni armoniche

Abbiamo gia provato che ogni funzione armonica soddisfa la proprieta del valor
medio.
Proviamo, ora, che:

Teorema 2.8.1. Seu € C°(Q) e verifica la proprieta del valor medio allorau é armo-
nica in (2.

Dimostrazione. Basta provare che u & armonica in ogni Bg(y) con Bg(y) C €.
Fissata Br(y) C , osserviamo che u € C°(0Bg(y)), pertanto il problema

Av =0 in Bgr(y)
v=1u sudBr(y)

ha, come gia dimostrato, un'unica soluzione v € C?(Bg(y)) N C°(Br(y)).
Consideriamo -
w:=v—u€ C°'(Bgr(y))

e osserviamo che w (e quindi anche —w) verifica la proprieta del valor medio (in
quanto tale proprieta & lineare, v verifica la proprieta del valor medio in quanto e
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funzione armonica e u la verifica per ipotesi), pertanto, per il principio del massimo
debole
sup |w| = sup |uw| =0,
Br(y) OBRr(y)

quindi w = 0, ciog u = v in Bg(y), quindi u coincide con v (armonica) in Br(y). O

2.9 Limite uniforme di successioni di funzioni armo-
niche

Teorema 2.9.1. Sia (u;) una successione di funzioni armoniche in <, tale che
uj = u infl.

Allora
u e armonica in Q.

Dimostrazione. Poiché u e limite uniforme di funzioni continue in Q2 € anch’essa
una funzione continua in Q.

La tesi conseguira se proviamo che « soddisfa la proprieta del valor medio.

Ora,

1

VieN e VBg(y) CcQ uj(y):wNRN/B ()uj(m)dEN(x)
R\Y

e passando al limite per j — +oco si ha

1 N
u(y) = on RN /BR(y)u(x)dE (x). O

2.10 Sul concetto di problema ben posto secondo Ha-
damard e Principio di riflessione di Schwarz

Osservazione 2.10.1. Osserviamo che avendo provato per il problema di Dirichlet
per 'equazione di Laplace in Br(0) un teorema di esistenza, unicita e dipendenza
continua della soluzione dal dato, tale problema al contorno si dice BEN POSTO
secondo Hadamard.

Notiamo inoltre che dalla dipendenza continua della soluzione dal dato, segue che
se (p;) C C°(0BR(0)) e p; = ¢ € C°(0Bg(0)) allora la successione di problemi

Au; =0 in Br(0
iy r(0) o)
Uj = @j su dBg(0)
per j — oo ha come problema limite
Au =0 in Br(0
. i (Pso)
U= sudBg(0).
Infatti da
sup |u; —ug| = sup |¢; — x| — 0,
Br(0) OBR(0) 4, k—+00
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segue che la successione (u;) € di Cauchy nello spazio di Banach

(C*BrO); | lco@aoy)

e quindi esiste v € C°(Br(0)) che & anche armonica in Bx(0) in quanto limite
uniforme di (u;) successione di funzioni armoniche.

In conclusione possiamo dire che la dipendenza continua della soluzione dal dato
esprime il fatto che I'operatore di Green

G:pc C°AOBR(0)) = G(p) = u € C°(Br(0)) N C*(Br(0))
Au=0  inBg(0)

unica soluzione di
u=q su dBg(0)

€ continuo.

Osservazione 2.10.2. Ora vogliamo dare un esempio, dovuto ad Hadamard, che
mostra come, in generale, rispetto a ragionevoli convergenze, il problema di Cau-
chy per I'equazione di Laplace non & ben posto, perché pur avendo esistenza della
soluzione, questa puo non dipendere con continuita dai dati di Cauchy.

Sia N = 2,Q = {(z1,22) € R%; 2y € R,z» > 0} e consideriamo il problema di
Cauchy, per ogni j € N,

Av? (z1,22) =0 in
uw(21,00=0 Va; €R

sen(j x1)
J

ul, (21,0) = Vz; €R.

Perognij e N

. ] h(q
W (1, 22) = sen(j fcl)jszen (J2) 7

“Poniamo )
u? (1, %2) = p(x1) - Y(x2);
pertanto da v/ (z1,0) = (1) - 9(0) = 0 per ogniz; € R, siha

. Pertanto

¥(0) =0;
da u{cz(xl,o) = p(x1) - ¢'(0) = m perognizi € R, siha
J
’(0) =1 (costante non nulla) e quindi p(z1) = w ;
J
da A (21,22) = ¢ (@1) - $(x2) + (1) - ¥ (w2) = Osiha
¢"(x1) =ko(x1) e ¢ (22) = —ki(z2).
. sen(j 1) . . . . . 2 .
Considerato che ¢(z1) = ———— dalla prima equazione differenziale si ha k = —j<;considerato che
senh(j z2)

1(0) = 0 ey’ (0) = 1 dallaseconda equazione differenziale si ha p(z2) =

j sen(jz1) senh(j z2)
uw! (z1,22) = - 2
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dove . ‘
. eJ$2 — e_JIQ
senh(jag) = —
e soluzione del problema in esame.
Osserviamo che
sen(jx 1
b)) 1
] ] Jj—+too

e quindi i dati del problema tendono a zero uniformemente rispetto a (1, x2) € Q.
Tuttavia,
lim |/ (21, 22)] = 400 Y (x1,22) € Q.

Jj—+o0

Teorema 2.10.3. (Principio di riflessione di Schwarz)

Consideriamo Br(0) in RN (N > 2); perx = (21,...,on_1,2n) € RY poniamo
x = (2',zy) dover’ = (x1,...,xn_1); Sia

B} (0) = {z € Bg(0); zn > 0},
By (0) = {z € Br(0); zn < 0}.

Siau € C?(Bf(0))nC° (F;{(O)), armonica in B} (0) conu = 0 in Br(0) N {zy = 0}.
Posto o
u(z) sex € Br(0)N{zy >0}
u(x) =
—u(acl,...,mN_l,—acN) S€$€§R(O)ﬂ{$N<O}

(w* e ottenuta dau prolungando la u come funzione dispari rispetto ad x ),

la funzioneu” e armonica in Bgr(0).

Dimostrazione. E chiaro che questo prolungamento di v, u*, & una funzione conti-
nua in Br(0) ed armonica in B}, (0) U By (0).
Il problema

Av =0 in BR(O)
v=u" sudBr(0)

ha, come & noto, un’unica soluzione v € C?(Bg(0)) N C°(Br(0)).

Peril fatto che il dato u* su 9 Br(0) € funzione dispari rispetto alla N-esima variabile
&n, sideduce che v & funzione dispari rispetto alla N -esima variabile z x (per (2.3)) 8
e in particolare v(z’,0) = 0(= u*(2’,0)). Pertanto v coincide con u* su B} (0) e su
9Bj;(0). Per il teorema di unicita v = u* in B, (0) U By, (0), quindi v = u* in B(0).

In particolare, u* & armonica in Br(0). O

8infatti, poiché u*(¢/, —€n) = —u*(&,6n) e K (&, —€én; ', —zn) = K(&',én; 2’z ) siha

vz, —zN) = —v(z’,TN) .
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Osserviamo che il principio di riflessione di Schwarz e valido per ogni aperto connes-
s0Q diRN (N > 2), che sia simmetrico rispetto all'iperpiano xn = 0 (cioe tale che se
(@',xn) € Qanche (¢/, —xn) € ).

La dimostrazione puo essere fatta localmente, ricorrendo quindi al caso particolare
di Br(0) gia dimostrato.

Osservazione 2.10.4. Siamo ora in grado di provare che il problema di Cauchy per
Pequazione di Laplace in generale non e risolubile, nemmeno localmente.

Consideriamo il problema di Cauchy per 'equazione di Laplace in
Q={(,on) eRY; 2’ e RV 2y >0}

Au(z’,zn) =0 in Q2
u(@’,0) =0 va' e RV
Uz (@',0) = (') Vo' e RV-L,

Sia u una soluzione del problema precedente; tale v € armonica regolare in ogni
B}(0) (al variare di R > 0), ciod u € C2(B7;(0)) N C°(B (0)) e Au = 0 in B};(0).
Inoltre w = 0in Br(0) N{zx = 0}.
Allora, conformemente al principio diriflessione di Schwarz, «* € armonica in Br(0)
e quindi v* & analitica reale in Bz(0). °
Pertanto anche

Qp(xl) = Uzy (117/, 0) = UZN (xlv 0)

& necessariamente analitica reale per ogni 2’ € RV ~1,
Ne deduciamo che il problema in oggetto puo avere una soluzione solo se il dato
o = p(z'), 2’ € RV~1, & analitico reale.

2.11 Disuguaglianza di Harnack per funzioni armoni-
che positive

Proviamo ora la disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche. La disugua-
glianza di Harnack esprime una notevole proprieta delle funzioni armoniche e po-
sitive in €2, precisamente il fatto che il rapporto tra il loro estremo superiore e il loro
estremo inferiore, calcolati in un arbitrario compatto connesso )’ contenuto in (2, &
limitato superiormente da una costante che dipende dalla dimensione dello spazio
euclideo, da 2 e dal compatto ' cui sono riferiti gli estremi.

Esponiamo successivamente un teorema di Liouville secondo il quale una funzione
armonica e positiva in tutto RY & necessariamente costante (cfr. Teorema di Liou-
ville 2.12.2 per un’altra dimostrazione) e un teorema sulla convergenza uniforme di
successioni monotone crescenti di funzioni armoniche.

Proviamo dapprima la disuguaglianza di Harnack nel caso particolare in cui €2 € una
palla di RY.

Lemma2.11.1. Sianoy € RY, R > 0 eu una funzione armonica e positiva in By (y).
Allora

sup u < 3V inf w. (2.5)
Br(y) Br(y)

9Per la dimostrazione della analiticita delle funzioni armoniche consultare il Teorema 8.5.4.
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Dimostrazione. Comunque si scelgano due punti z',2% € Bgr(y) C Bsr(y) appli-
cando il teorema del valor medio 2.1.3 si ottiene

1 1 / N 1 / N
pr— <
wu(z) N BN e u(z)dL ™ (x) < OnEN ot u(z)dL™ (x)

da cui
1
s us ey [ @ de ),
Analogamente
u(z?) = #/ u(z)deN () > ¥/ u(z) dL™ (x)
WN3VRY Jp. o) wn3N RN [, )
da cui

1
inf u>

> w(z)dL N (z).
Br(y) wn3N RN /132R(y) (=) (=)

In definitiva

1 1
— sup U < ———— w(z)dLN(z) < inf w

3N BR(E) = wn3NRN /Bm(y) (x) (z) < At
e quindi

sup u< 3N inf u.
Br(y) Br(y)

Teorema 2.11.2. (Disuguaglianza di Harnack, 1887)
Sia ) un aperto limitato di R , u una funzione armonica in ), u > 0. Allora per ogni
Q' connesso, ' cC Q19, esiste una costante c dipendente solo da N, ), Q) tale che

supu < cinfu. (2.6)
Q Q

Dimostrazione. 1l compatto e connesso {! pud essere ricoperto con un numero fi-
nito di palle Bg(w*) C Q,7=1,2,...,m, con centriw® € Q' (sia R < Zdwt (', 00)).
Siano ', 22 € ) tali che, senza ledere la generalita, »' € Br(w*), 22 € Br(w**7) per

qualche j > 1, e le palle siano numerate in modo che risulti Br(w') N Br(w'*!) # 0
perl=Fkk+1,...,k+75—1.

1073 notazione €’ CC Q indica che la chiusura Q' & compatta e contenuta in 2



2. Elementi della teoria (matematica) del potenziale (scalare): . .. 41

Applicando la stima (2.5) in ciascuna palla e combinando le disuguaglianze si ottie-
ne

u(xl) < sup u < 3N inf w
Br(wk) Br(wF)
< 3N inf u < 3N sup U
Br(w*)NBg(wkt1) Br(wk)NBr(wk+1)
< 3N sup u < 32N in u
Br(wk+1) Br(wkt?)
< 32N inf u <
Br(wk+1)NBR (wk+2)
< UHDN inf g < 3MHDN 4 (22) .
- Br(wk+i) -
Essendo z', 22 arbitrari, posto ¢ := 3("*+DV siha
supu < cinfu
o Q
e la dimostrazione & completa. O

Teorema 2.11.3. (Teorema di Liouville)
Siau € C*(RN), Au=0,u > 0inRYN. Allorau é costante in R" .

Dimostrazione. Sia m = %Rn]\f u > 0 e si consideri la funzione 7 = v — m. Allora
AV =0¢e ]iRan v = 0. Applicando la disuguaglianza di Harnack (2.5) alla funzione ¥

si ottiene
VR >0 sup ¥V < 3V inf ¥
Br(0) Br(0)
e, passando al limite per R — +o0, si hasup % < 0.
RN
Osservato che risulta
O=inf?¥ <sup? <0
]RN RN
siha 9 = 0 cioe u = m. O

Teorema 2.11.4. Sia (u,,) una successione monotona crescente di funzioni armoni-
che in un aperto connesso limitato Q) C RY e si supponga che esistay € ) tale che la
successione (un(y)) sia limitata. Allora la successione (u,,) converge uniformemente
ad una funzione armonica in ogni QY CC Q.

Dimostrazione. Poiché la successione € monotona

Ju(z) = lim up(z) < +oo.

n—-+oo

In particolare u(y) = lirf un(y) < +oo cioe
n—-+0o0

Ve>0 dv>0: Vn,m>v,n>m 0 <up(y) —um(y) <e.
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Si considerino ora ' CC Q e Q" connesso tale che Q' U {y} C Q" ccC Q. Perla
disuguaglianza di Harnack (2.6), se n,m > v

sup [un(2) = um(2)] < (N, Q7,Q) - inf Jun(2) —um(2)| < ¢(N,Q",Q) ¢
2€Q” zeQ”

che e la condizione di Cauchy per la convergenza uniforme. Quindi la succes-
sione (u,) converge uniformemente in ' e, poiché il limite uniforme di funzioni
armoniche € una funzione armonica, vale la tesi. O

2,12 Stima (interna) a priori del gradiente di una fun-
zione armonica

Teorema 2.12.1. Sia Q) aperto connesso limitato di R™ ; w armonica in ) ed ivi limi-
tata. Allora per ogni compatto K C ) si ha

N
sup |Vu| < — sup |ul,
K dx @

dovedy = dist (K,00) > 0.

Dimostrazione. Osserviamo che Vu = (0, ...,dyu) € una funzione vettoriale ar-
monicain €.
Sia Br(y) C €, allora, per la proprieta del valor medio,

1
Vu = / Vu(z)dL™ (x
W = oy [, VLN
1
- < / w(©v(€)dHN1(€) (peril teorema della divergenza)
wn R 9Br(y)
e quindi
N
, N-1 _
[Vu(y)| < vV stgllp lu| Ny RNt = 7 Slép .

Sia:)ra, y € Qesiad, = d(y,0) (funzione continua di y); per ogni 0 < R < d, si
ha Br(y) C © e quindi (per quanto gia provato)

N
Vu < — sup |ul,
Vuly)l < & Qpl |
eper R — d,:
N
[Vu(y)| < = sup |u] Yy € Q.
dy o

Sia, infine, K compatto, contenuto in (2 e sia

dx = mind, = dist (K,00Q) > 0;
yeK

allora N
|[Vu(y)] < — sup|u| perogniy € K,
dx o
e quindi

N
sup |[Vu| < — sup uf. O
K dg o
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Teorema 2.12.2. (Teorema di Liouville)
Seu e armonica e limitata in RN, allora u é costante.

Dimostrazione. Basta applicare la stima interna per il gradiente diu con K = Br(0)
e () = Byr(0); allora

N
sup |Vu| < — sup [y
Br(0) B2r(0)

e per R — +oo si hasup |Vu| = 0, pertanto u & costante in RY. O
RN

Teorema 2.12.3. (Teorema di compattezza per successioni di funzioni armoniche)
Sia (u;) una successione di funzioni armoniche in Q@ (aperto connesso limitato di
RN); se (u;) e equilimitata in ), allora esiste una successione estratta da (u;) che con-
verge uniformemente ad una funzione (necessariamente) armonica sui sottoinsiemi
compatti di (.

Dimostrazione. Dalla stima interna per il gradiente di una funzione armonica, se-
gue, stante la equilimitatezza di (u; ), che la successione (Vu;) € equilimitata su ogni
compatto contenuto in Q:

vV K compatto, K C

N
sup |Vu;| < — sup |u;]| < ¢ (cindipendente da j).
K dx @

Pertanto, per il teorema di Lagrange, la successione (u;) € equilipschitziana e quindi
equicontinua in ogni compatto contenuto in 2.
La tesi segue dal teorema di compattezza di Ascoli-Arzela. O

2.13 11 Problema di Dirichlet:
Il metodo delle funzioni subarmoniche
(di O. Perron, 1923)

Siamo ora in grado di affrontare la questione dell’esistenza della soluzione per il
problema (classico) di Dirichlet in un “arbitrario” Q aperto connesso limitato di R”.
La trattazione che seguiremo e quella del “metodo di Perron delle funzioni subar-
moniche” che sifonda sul principio del massimo e sulla risolubilita del problema di
Dirichlet su palle di RY.

Il metodo & semplice, elegante e separa il problema dell’esistenza nell’aperto 2 dal
comportamento della soluzione sulla frontiera 9f2.

Per completezza di esposizione del metodo ricordiamo la seguente definizione:
Definizione 2.13.1.

u  subarmonica in <d:e£ ue€C°(Q) e VBr(y) CQ
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Come gia fatto, indicheremo con () la classe delle funzioni subarmoniche in 2.

Ricordiamo, inoltre, il seguente

Lemma 2.13.2. (Principio del max debole) _
Se ) & aperto connesso e limitato diRY eu € o(Q) N C°(Q), allora

Supu = sup u .
Q a0

Definizione 2.13.3. Si definisce solleva_mento armonico di una funzione subar-
monicau € ¢(Q) relativo a Bgr (y), con Br(y) C , la funzione cosi definita

u(;y) sex c Q\BR(Q)

uy r(z) =

Av =20 in B —
I'unica soluzione di { R W) sex € Br(y) .

v=1u sudBr(y)

Lemma 2.13.4. Siau € () e Br(y) C Q; allora
() u(x) <uyp(r) Vee;

(i) uy,r € o(2).

Dimostrazione.

@) In Q\ Bgr(y) u = uy, g; inoltre, poiché u — u, r € o(Bgr(y)) N C°(Br(y)) dal
Lemma 2.13.2 segue che

sup (v —uy r) = sup (u—uyr) =0,
Br(y) 9Br(y)

e quindi
u—uyr <0 inBgr(y).

(i) uy r € C°(Q), inoltre in Q \ Br(y) uy, r = u e per u vale la diseguaglianza
del valor medio; in Br(y), uy,r € addirittura armonica e quindi soddisfa la
uguaglianza del valor medio. Peripunti ( € 9Br(y) si ha

1
uy,r(C) = u(() < thN/B(Ou(J:)dEN(x)
< (per (i) thN/B(Ou%R(x)dLN(x)

per ogni ¢t > 0 sufficientemente piccolo. O
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Definizione 2.13.5. Sia Q2 aperto connesso limitato di RY; ¢ : 9Q — R limitata;
posto
= 1 f M =
m 1519 2 S{;lé) i)

definiamo la classe

0,(Q):={uco(@NC’(Q); u<yp su 9Q}.

Osservazione 2.13.6.

0,(Q) #0 (in quanto le costanti < m sono in o,(9)) .

Lemma 2.13.7. Seu,us,...,u; € 0,(Q) allora anche

v = max {u1, us, ..., up} € 0,(Q).

Dimostrazione. E chiaro che v € C°(Q) e v < ¢ su d€; inoltre per ogni Br(y) C

Osservazione 2.13.8.
Vueo,(Q): ul@)<M Vze.

Infatti per il Lemma 2.13.2,

supu =supu < M.
Q 19}

Definizione 2.13.9. Ha senso allora definire la seguente funzione (di Perron):

W, : Q=R

x> Wy(z) = sup u(z).
u€o,(Q)

Lemma 2.13.10. La funzione di Perron W,, e armonica in Q.
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Dimostrazione. Siay € Qe Br(y) C €; sia0 < R’ < R e consideriamo una
successione (z;) C Br/(y). Risulta

We(zj) = sup u(xy)
u€o, ()

pertanto per le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore si ha

_ 1
VieEN,VEEN Fufeo,(Q): Wy(r)— - <ul(a;) < Wy(z))

k
e quindi
€, (Q) (k=1,2,...): knguf(xj) =Wy(z;) Vi=12,.... @27
Consideriamo (fissato k£ € N)
uF :max{u’f,...,uﬁ}.

Per il Lemma 2.13.7 risulta u* € 0,(Q); inoltre
uf(xj)guk(xj)ng(xj) VkeN, 1<j<k,
e quindji, per confronto, da (2.7), si ha che

akgglmuk(xj):w@(xj) Vi=1,2,.... (2.8)
La successione (u*) pud essere assunta equilimitata con m < u* < M (se necessa-
rio si consideri max {u*,m} € 0,(Q) per il Lemma 2.13.7, e verificante ovviamente
ancora (2.8) in quanto Vj € N v*(z;) < max {u*(z;),m} < W,(z;)).
Consideriamo, per ogni k, il sollevamento armonico u’; pdi u relativo a B r(y); de-
notiamo ancora, per semplicita, con (u*) tale successione equilimitata.
In definitiva la successione € equilimitata, ¢ formata da funzioni di o, (ﬁ), soddisfa
(2.8) ed & tale che in Bg(y) le funzioni u* sono armoniche.
Per il teorema di compattezza 2.12.3 esiste una funzione armonica W tale che (a
meno di successioni estratte)

u* = Win Br (y).

Per (2.8)
lim u”(x;) = Wy(z;) = W(z;) Vji=1,2,...

k——+o0
per cui W, coincide con una funzione armonica W nei punti della successione (z;)
fissata in Br/(y) (osserviamo che W dipende a-priori dalla scelta della successione
(z;) e dalla successione estratta da (u")). Sia, ora, € Bg/(y) e sia (z;) C Br (y) tale
che z; — =1 = z; si ha, per la continuita della corrispondente W,

lim Wy,(z;) = lim W(z;) =W =W,

j_lgloo o(z)) j—}r-il-’loo (25) (1) o(z1),

cioe W, é continua in Br/ (y). Siainfine (z;) una successione densa in Br/(y). Allora
W, coincide con una funzione armonica in ogni z; e quindi per la continuita, in
ogni punto di Br/(y). Cio significa che W, ¢ armonica in un intorno di y, e quindi
in tutto Q. O
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Il risultato precedente esibisce una funzione armonica W, che ¢ una possibile so-
luzione del problema classico di Dirichlet

Au=20 inQ
U= su of).

Nel metodo di Perron lo studio del comportamento su 02 della soluzione & essen-
zialmente separato dal problema dell’esistenza.

L'assunzione con continuita del valore alla frontiera e legata alle proprieta geome-
triche di 02 attraverso il concetto di funzione barriera.

Definizione 2.13.11. Sia ¢, € 99; una funzione Q¢, € o(Q) N C°(Q) tale che

Q50(§0) =0, Q&o(g) <0 VEe \ {EO}

si chiama funzione barriera relativa al punto ¢, e all'operatore di Laplace (osser-
viamo che, per il Lemma 2.13.2, risulta Q¢, < 0in ).

Il punto di frontiera &, € 952 si dice regolare se esiste una funzione barriera relativa
a &, altrimenti &, si dice eccezionale.

Lemma 2.13.12. Sia &, € 0N regolare; v : 92 — R limitata su 0%} e continua in &y;
allora
liminf W, (z) > (&) M (i)
I*}fo
e
ed anche
3 lim W, (z) = ¢(&o)- (ii)
et

Dimostrazione. (i) Sia Qg¢, la funzione barriera relativa a &;; siano ¢ > 0, k > 0.
La funzione u definita da

u(z) == () — & +kQg(x) Ve,
é di classe o(Q2) N C°(Q), e soddisfa

©(&o) — e+ kQe (&) < (&) — VE €09,
u(&o) = ¢(6o) — ¢

<
—~
o
~

|

Dimostriamo che u € 0,(Q), pertanto proviamo che u < ¢ su 09. Infatti,
poiché ¢ & continua in &y, in corrispondenza di ¢ > 0 fissato, esiste J. > 0 tale

che
VEe I |§—&l <de = p(&) —w(éo)l <e,
11
liminf f(z) := sup inf f(z) (minimo limite di f per x — xo)
T—xQ r>0 0<|z—zo|<T
limsup f(z) := inf sup f(x) (massimo limite di f per x — xo)

T—=To r>0 o<|z—zg|<r
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da cui

(&) > (&) —e > u(). 12

Quindi
u<ep su {| — &l < -} NI

Poiché Q¢, (¢) € limitata superiormente da un numero reale negativo per

{1€ — &| > 6:} N 09, possiamo trovare k = k(¢) > 0 sufficientemente grande
in modo che u < ¢ valga anche per {|¢ — | > .} N O

Allora u € 0,(0) e di conseguenza u(z) < W, (z) per ogni z € Q.

Ne segue che

(&) —e =u() = lim u(zr) <liminf W, (x),
z—E&o z—&o
€N e

da cui segue la tesi per 'arbitrarieta die > 0.

E sufficiente provare che

lim sup W, (x) < (&) -

Z—)fo
€N

Proviamo che
Wy(xz) < —W_y(z) Yoe.

Risulta
—W_,(z)=— sup wu(z)= inf (—u(z))= inf  U(x)
u€o—_,(Q) u€o—(Q) ~U€o-(Q)
dove si & posto U(x) = —u(x). Osservato che peru € o,(Q) e —U € 0_,(Q)

risultauw — U < 0OsudQeu—U € o(Q) N C°(Q), per il Lemma 2.13.2 si ha
u—U < 0in ) e quindi

sup u(z) < inf  U(z) Vze, 2.9
u€o, (Q) —Uco_,(2)
cioe
Wy(z) < —W_,(x) Vaoe
Applicando (i) a W_,, si ha:
liminf W_,(z) > —¢(&),

Z—)fo
e

e quindi

lim sup W, (z) < limsup (—W_,(z)) = —liminf W_,(z) < ¢(&). O
z—&o z—&o z—&o
z€Q z€Q e

12evidentemente per provare la (i) & sufficiente supporre ¢ semicontinua inferiormente in &y € 99Q.
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Osservazione 2.13.13. La relazione (2.9) vuol dire che la classe delle u € 0,(Q2) e
quella delle —U € 0_,(€2) (cioe delle U superarmoniche, regolari, con U > ¢ su 95)
sono separate.

Teorema 2.13.14. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della solu-
zione dal dato, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace)
Sia Q aperto connesso limitato diR" ; il problema di Dirichlet

Au=20 inQ
U= su o)

e risolubile in C%(2) N C°(Q) per ogni dato ¢ € C°(0N) se e solo se ogni & € 0N &
regolare. La soluzione é la funzione di PerronW,,. Inoltre (per il teorema del massimo
modulo)

sup [Wo,| = sup [¢].
Q oQ

Dimostrazione. Sia ¢ € C°(0f2) e ogni & € 0N sia regolare. Allora, per il Lem-
ma 2.13.10, W,, € armonica in Q e, per il Lemma 2.13.12,

3 lim Wy () = ¢(6) V& €00
x—&o
€N

Cio implica che, se 92 & formata da punti regolari e ¢ € C°(99), allora W,, € C°(Q)
quando poniamo W, = ¢ su 0.
Quindi _
W, € C?(Q)NC°(Q)
AW, =0 inQ
W, =9 su 0N
Viceversa, supponiamo che il problema di Dirichlet
Au =0 inQ
U= su df)

sia risolubile in C?(2)NC°(Q2) per ogni dato p € C°(9N). Sia &, € IQ. Consideriamo
v : 00 — R, definita da

e(§) = — 1€ — &l V¢ € 0.
Siha p € C°(00); siav € C?(Q) N C°(Q) 'unica soluzione di

Av=0 inQ
v() =—16—&| Ve
Definita
Qe (x) = v(x) Ve,

si riconosce facilmente che @)¢, ¢ una funzione barriera relativa a &, sicché &, ¢
regolare. -
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Rimane 'importante questione: per quali ) (aperti connessi limitati di R”) i punti
di frontiera sono regolari?

Sono note (generali) condizioni sufficienti in termini delle proprieta geometriche
(locali) di 012.

[lustriamo una di queste condizioni.

Definizione 2.13.15. () aperto connesso limitato di RV ha la proprieta della palla
esterna se

Vé-o € 0N HBR(y) : ER(y) nQ = {go}

Proposizione 2.13.16. Se} ha la proprieta della palla esterna, allora ogni punto di
0f) e regolare.

Dimostrazione. Sia &, € 92 e Br(y) tale che

Br(y) N = {&}-

Definiamo per ogni z € Q

lz—yP N —R>N  seN>3

xTr) =
Qe () log ——— se N = 2.
|z -yl

Si verifica facilmente che )¢, € una funzione barriera relativa a &,. O

Osservazione 2.13.17. Osserviamo che se Q2 e strettamente convesso (nel senso che
per ogni {; € 01 esiste un iperpiano Il¢, tale che II;, N Q = {&}) allora © ha la
proprieta della palla esterna.

Se N > 3 gliaperti {2 con “spine rientranti” (che puntano in 2) non sono ammissibili
per il problema classico di Dirichlet, come mostra un argomento di Lebesgue, per
il quale si puo consultare e.g. [5] alle pp. 77-78.

2.14 Potenziale Newtoniano e problema di Dirichlet per
I'equazione di Poisson

Abbiamo definito, per N > 3, la soluzione fondamentale (di polo z°) per il A:

0\ _ 1 _ ,0|2—N N o
I(z z)iN(Q—N)wNLE x° Vo e RY\ {2}

e inoltre, per Q connesso, compatto di RY, di classe C" a tratti, e per u € C?(Q)
abbiamo provato la formula di rappresentazione di Green (Teorema 2.6.1):

(€5 €~ 2°) = T~ )G am e

u(z?)

LF(x—xO)AIu(z)dﬁN(x)+/.

o
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per ogni z° € €.

Definito il potenziale (di dominio) Newtoniano di densita f, con f funzione limi-
tata e integrabile in (2,

wia) = [ Pe-n i@t e veeo,

dalla rappresentazione precedente risulta che « € somma del potenziale Newtonia-
no (di densita A,u) e di una funzione armonica.

Studiamo pertanto il potenziale Newtoniano di densita f; in particolare vediamo
sotto quali ipotesi sulla densita f il potenziale Newtoniano & C?, al fine di trovare
una soluzione (particolare) dell’equazione di Poisson.

Lemma 2.14.1. Sia ) aperto connesso limitato di R”, f limitata e integrabile in Q;
allora posto

w@) = [ e =) f)dL¥w)  Vaeo.
si ha

w e CHQ) e aiw(x):/Qail"(ac—y)f(y)dﬁN(y) VeeQ, i=1,...,N

dove 9; = 0,.

Dimostrazione. Per x € RY poniamo
vi) = | Ol —y) f) dL" ()
(v € ben definita perché 9;,I'(x — y) € sommabile e f & limitata). Per provare che
w € C1(Q) e d;w = v, costruiamo una famiglia di funzioni (w.).~o € C*(Q) tale che
pere — 07
We = W
diw, =X 0.
Per questo sia ¥ € C''(R) tale che

0<I9(t) <1, 0<¥(t)<2 VteR,

(ad esempio

0 pert <1
P(t) =512t +9t2 —2t> perl <t <2
1 pert > 2 ).
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3(1)

Figura 2.1: Grafico della funzione ¢

Definiamo pere > 0

wiw=[  T@ -09(

Sihaw. € CY(Q) (inquantoT'e C>* eveCh) e

lz—4l ; yl)f(y) acN(y) vz eRN.

€

ww) ~wee)= [ -y o2 rwac

|lz—y|<2e
da cui
w@) ~we@)| < [ )] at V) -supl ]
Bac () Q
Risulta
1
'z —y dENy:/ — Jr -y NdcN(y
/BW)| el )= [ el (v)
1 / N-—1 /28 2—N N-—-1 1
=— dH w 0 0 dL (o
N(N —2)wn 8B (x) @) 0 (@)
1 AT 42 2P
CN-2[2], 2(N-2 N-2
Quindi
N 2e2
lw(z) —w(z)| < | [T(z—y)| dL (y)-suplflzsup|f|~N 5
B2a($) Q Q o
da cui si ha

1im+ w. =w uniformemente sui compatti di RY (e quindi in Q).
e—0
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Ora proviamo che
Ojws = .

e—0+t

diwe(z) = 9 |D(z —y)- 0
JAC LR

o) o= [ 2 {re=n [1-0 (B2 }roracw

_ /|H|<2€ {81-1"(,73 —y) [1 —9 (@ﬂ CT(x — )00 (@) } fly)dLN(y).

Risulta
|

=) rac .

Poiché )
Tz —y)| < =N
Or (@~ )| < 5 o =o',
siha
1 _
/ ol =) dLN () < —— [ Je—yl TV dLN(y) =2
lo—y|<2e WN JBa. ()

da cui segue che
2
o) o< [ {lare -l e - ni 2} i) sl
lz—y|<2e € Q

2e2 2
§sup|f|~<25+ c -—>
Q

N-2 ¢
4e 2N
< -1 2 — | = .
<swplil- (224 5 ) =swlsl- (s )
Di conseguenza
lim Qw. =v uniformemente sui compatti di R" (e quindiin Q). O

e—0t

Lemma 2.14.2. Sia §) aperto connesso limitato diRY, f € C%*(Q) 0 < a < 1);
alloraw € C*(Q) e

/Q 0uT(@—y)[fW) = F@NALN (W) = f(@) | OT(@= v () aHNH(E)
Vze, i,j=1,...,N

dove )y e un qualsiasi aperto limitato contenente(), con frontiera di classe C* a tratti,
ef=0inQy\ Q. Inoltre

)

Aw(z) = f(z) VxeQ.

Osserviamo che si pud mostrare che
fec®@ # weC*Q)
(cfr. e.g. [13] a p. 54).
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Dimostrazione. Sia ¥ € C*(R) la funzione introdotta nella dimostrazione del Lem-
ma 2.14.1 e definiamo pere > 0

_ T(r — lz -yl N r
w@= [ ore-e (B ety veen

ve € ben definita perché 9;I" € sommabile, +} ed f sono limitate; inoltre si riconosce
chev. € C1(Q).
Ricordiamo che per il Lemma 2.14.1, posto

o(z) = / Ol (x — 1) (y) ALV (y)

siha
v=0w inQ,
inoltre si prova agevolmente che
[v(z) — ve(z)| < sup|f]- 2,
Q

da cui segue che
Ve =X W inQ.

e—0t
Posto

u(z) = /Q 0T (= y)lf (y) — f@)] AL (y) — f(2) - Ol (x = &) v; () dH ™ (€),
osserviamo che v € ben definita, in particolare il primo integrale e finito in quanto

05T (2 = )[f W) = F@ < e |z =y [flow [2 = 9" = en [floa [z —y[7V.
Proviamo che

0jve = u sui sottoinsiemi compatti di §2 (j=1,...,N),
e—0+

ne seguira che esiste 9;v = u, e poiché v = 9;w si avra in definitivaw € C?(Q) e

u = (’)ijw.
Proviamo dunque
ojve = wu.
e—0t
Si ha, posto per brevita
9. =1 (—'x _y|) ,
€
Opvs(x) = [ 9 ([0 (x —y)]V.) fy)dL ™ (y)

Q

= 9; (100 (z — )] V<) [f(y) — f(z)] L™ (y)

Qo

+/f(x) ; 9; (100 (x — y)]9e) AL (y)

[0, (0 (e )] 02) [f) ~ 1) 4L ()

—f(z) Ol (@ — €)v; (&) dHNT1(€)

Q0
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purché ¢ > 0 sia sufficientemente piccolo (per cui J. = 1); al secondo integrale si
e applicato il teorema della divergenza () ha frontiera di classe C' a tratti). Allora
per sottrazione, per 2 < d(z, 02),

fu(e) — jve(z)] = \ /| 20000 =} [0) ~ f] 42 )

IN

2L e wlifw - f@)de )

BZE( )

s [ ot -l - 1) N )
Bac(x)

< [f]o,a(4+%)2%a = 0

e—0t

Di conseguenza

0jve = u sui sottoinsiemi compatti di 2.
e—0t

Lultima disuguaglianza e ottenuta in virtu delle seguenti maggiorazioni:

2 ore -l - f@lac )
Bac(x)

E
< 2 foa— / dH Y (w) / TN N0 421 o)
~ € ’ NWN OB (z) 0

2 1 (2e)ott

=z N N
e Nwy wN a+1 [£lo.

S 4[f]0,a2a€a7

e

Per provare che
Aw(z) = f(x) Vre,

fissato = € Q) sia )y = Br(x) contenente Q2. Da

x) :/Q iU (z—y) [f(y) — f(2)] dﬁN(y),f(z) O (x— &) v;(€) dH Nﬁl(é)

Q0

i,j=1,...,N,
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siha
N
Aw(m) = Z@”w(ac)

1=1 N
- / D0l (x = y)f(y) — f@)]dLN (y)

Br(z) =1

N
- 0; _ i dH N1
f(x)/BBR(w); Tz — &) v (&) dH (€)
N
B= — I =& &~ N—1
= 0 f(x)/z g\fR.ZNWN e le ¢ dHN1(9)
- 1| Z R A
le—¢|=R ; Nw §|N+1
= — ﬁ N—1
= Je )NwN /z—gl—R |x_€|N+1 dH (&)
= f(m)—Ni RNTINwy RN
N
= f(x). O
BRisulta

AT —y)[f(y) — f@)]dLN(y) =0 (0<r < R);
Br(=)\Br(z)
inoltre A, T'(z — y) [f(y) — f(z)] € sommabile in Br(z), pertanto

/B ( )Axl“(x—y) [f(y)—f(@)]dc N (y) = lim Aol (@—y) [f(y)—f ()] dL N (y) = 0.

=0t JBR(2)\Br(z)
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Siamo ora in grado dirisolvere il problema di Dirichlet per ’equazione di Poisson:
ue C*(Q)NCQ)
Au=f in
U= su df)

conp € CO0N) ed f € C**(Q) (0 < a < 1) funzioni assegnate.

Sussiste il seguente teorema.

Teorema 2.14.3. (Teorema di esistenza, unicita e dipendenza continua della solu-
zione dai dati f e ¢, per il problema di Dirichlet per l'equazione di Poisson)
Sia Q aperto connesso limitato di R con frontiera formata da punti tutti regolari.
Perogni f € C%*(Q) (0 < a < 1) ey € C°(0), esiste (unica) u € C*(Q) N CY(Q)
soluzione di
Au=f inQ
U= su oS
Si ha
u=v-+w
dove w e il potenziale Newtoniano di densita f, ev e l'unica soluzione del problema
Av=0 inQ
V=@ —w su of.

Inoltre

sup |u| < cost - | sup || + sup|f]
Q o Q

(u dipende con continuita dai dati f e p).

Dimostrazione. Poiché siamo nelle ipotesi del Lemma 2.14.1 e del Lemma 2.14.2
risulta .
w e C* Q)N CcHAQ), Aw=f.

Sia v € C2(Q2) N C°(Q) I'unica soluzione del problema
Av=0 in Q2
V=@ —w su 0N
(si noti che 2 ha frontiera formata da punti tutti regolari e ¢ — w € C°(99)).

Posto
U:=v+w

risulta .
uweC*()NC'Q), Au=finQ, u=psudil.

Inoltre poiché (per N > 3)

; _ 2N N
w0 < | P @l
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ed f e limitatain , si ha
sup |w| < cost - sup |f]
Q Q

(dove la costante dipende da N e da diam 2), e quindi

sup |u| < cost - | sup|p|+sup|f] ] - O
Q o0 Q

Osservazione 2.14.4. Cisono altri metodi per dimostrare il risultato di esistenza del
Teorema 2.14.3 (cfr. [5]); il metodo variazionale negli Spazi di Hilbert sara discusso
nei Capitoli9 e 8.



