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Introduzione. -

Sia M una varietà differenziabile di classe C~ e di dimensione n.

Si indichi con ':s l'algebra delle funzioni reali differenziabili su M,

con 'f: 1'3 -modulo dei campi vettoriali differenziabili, con,rr ( (r,S)€N2)•
l'J--modulo dei campi tensoriali differenziabili di specie (r,s), con

~ 00 ~r ~
~ - Et , l . al gebra dei campi tensori al i di fferenzi abi l i e con ..v

r ,5=0 '"C/ 5

l''j-modulo (algebra di Lie su R) delle derivazioni di ::r

In un precedente lavoro (5] si è introdotta la definizione di pseudoco~

nessione lineape di specie (r,s) come generalizzazione della nozione dl

pseudoconnessione l ineare: una p.6eu((,'u·ltne-H.(.cne UneaJte r <u 6pe.c<.e

(r,s) su M è definita da un 's-omomorfismo

di in ,3)

Indicato con i 1 modulo degli '3-omomorfi smi di

?\ D € '?s( d 1~, per ogni ~ si efinisce un campo tensoria e A di spe-

cie (s+l ,r), considerato come applicazione di -3:': x 6 in 'S ' ponendo

per ogni T €.r: e per ogni f €~ A(T ,f) = DTf

Alcune proprietà di tali pseudoconnessioni utili per il seguito sono le

seguenti:

i) Per definire una pseudoconnessione lineare di specie (r,si occorre

A €,,,",5r+ le basta assegnare un campo tensoriale ~ e un'applicazione

t5-lineare B : T ~ BT di~: nell' ~-modulo degli R-endomorfisml dl

~ tale che sia soddisfatta la seguente proprietà
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ii) Se f è una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) definita

da D €~: e se U è un aperto di M, esiste un'unica pseudocon-

nessione lineare di specie (r,s) fU su U tale che

chiamano eomponenti di r rispetto (U,.)

Inoltre se (U,.) con .~(Xl, ... ,xn ) è una carta locale di M, si

j l ... ) h
le funzioni A. S

l l ... l
r

e definite nel modo seguente:

(D
U
)· .

J , ... J Se . .
'1 ... l

r

(Du)· . ek=
eJ l J S

i l i
r

con a J l .. J J l
S ,

e. = e. !il . . . !il e. !il e Iil ... Iil e
l l .. l l l l

r r

In questa nota si espongono alcune proprietà delle pseudoconnessioni line~

ri di specie (r,s) Precisamente nel §. l si introduce la nozione di pseudo­

derivata covariante, di pseudodifferenziale covariante e si definisce un cam­

po tensoriale a carattere torsionale; nel § 2 vengono dimostrati alcuni teor~

mi di esistenza e di estensione; nel § 3 infine vengono studiati gli omomor-

fismi di in t k
e se ne trovano alcune proprietà.
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1. PSEUDODERIVATA E PSEUDODIFFERENZIALE COVARIANTE DI UN CAMPO

TENSORIALE.

Sia r una pseudoconnessione lineare di specie (r.s) (con r.s) 1 (O.O))

su M definita da Del: • per ogni T er: e per ogni KeX. DTK si

chiama p6eudod~vata eov~nte di K rispetto a T. Per ogni Ke~:

considerato come applicazione '3-mu1ti 1ineare di J1'x ...x~ (s'

volte) in :r~' . si chiama p6eudocU66eJlertz-iale eovevu.a.nte di K. e si in­

dica DK. il campo tensoria1e di specie (s+r'.r+s') (considerato come ap-

plicazione ~-multi1ineare di "Y2x .. ,x~.x;3:::
s'volte

•. ''l'''' r1n ~
O

definito da:

(DK)(X ......X "T) = (DTK){X1 •...•X ,).. s s

Se Ke ~ è somma di campi tensoria1i di specie diverse. si chiama

p6eudocU66eJlenz-iale cov~nte di K. e si indica DK. la somma degli pseu­

dodifferenzia1i covarianti dei campi tensoria1i delle varie specie.

Si prova che

Proposizione 1.1.- Se r'
K e"1" • • a.UOlUl peJl 091U Xl" •• X , e")i? e pe;r

~s s

(DK){XI' ....X "T)=DT(K(XI"'X ,))- .~ K(XI' ....DTX.•...•x .
s s l~l l S

Se KeX. D(DK) = D2K si chiama p6eudoeu.66eJlertz-iale covevu.a.nte HL<'nal' di

K. e in generale DffiK. pseudodifferenzia1e covariante m-esimo di K. è definl­

to induttivamente da:



Se

- 5 -

j l .•. j h
sr. . sono le componenti di r rispetto ad

'1 ... l k
r

di DX sono:

una carta locale (U,4» di M con 4>= (xl, ... ,x
n

) e se xi sono le com

R6nenti di X eJe rispetto alla stessa carta locale, allora le componenti

j l ••• j h
X s
i l ... i

r

Infatti posto e. @ ... @
'1

j l J
e. @ e @ ..• @ e S

l
r

ri sulta:

=X'(D) ..
U :1" ·J se. .

') ... l
r

e +
h

aX h

a kx

r

In generale se K eXs'
i l ... i ,

ha componenti K. .r
J l ... J ,

s

rispetto alla carta

locale (U,4», le componenti di DK sono:

+
r '
1:

>=1

il ... h ... i, h) •.. h hr s '::'
K. r
Jl ... J, kj ... k h

s r
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Se r è una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) definita da

D F 1'1 t . l A ....., s+ l d f' . t d€oli
s

' campo enSOrla e € 4"r e 1n1 o a

sere considerato come applicazione ~-lineare ~

A(T,f) = DTf può es

di X r
in '.:E ta

s

le che ad ogn i T e ~r associa
s

Jl.(T) ex definito per ogni f e ~ da

Nel seguito con abuso di notazione si indicherà ~ con A.

Fissato w e:r:, si ponga per ogni ( ) 'YJr+lXo ,Xl" .. ,X evt.
r

L (X.. , ... , X ) =
w" r

r l r-l i
= L,E(aH lA(X () 0 ... 0X ( ) 0w),X ] - - L (-l) A(Xa€l6r a o a r-1 a(r) 2 i=o a(o)

8 [X ,X ] 8 _.0 X 0 w) Ja(i) a(i+1) a(r)

o ... 0

dove con si è indicato l'insieme delle permutazioni di 10, ... r-

Ebbene l'applicazione S (Xo, ... X) ... S (X.. , ... X ) di
w r w v r

definita:

:)2r+l in');' così

S (X ,. _.X )
J.' o r D

X
X -L (X., ... ,X )

a(o) 0 ...0 XJ(r-l) 0 w a(r) w r

è un campo tensoriale di specie (l,r+l) che viene chiamato w-to~~ne

di -

Si osservi che per r = l, s = 0, ~ =l~ ifunzione di costante valo-

re l) si ottiene l'ordinario campo tensoriale di torsìone di una pseudocon-
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nessione lineare.

2 ESISTENZA ED ESTENSIONE DI PSEUDOCONNESSIONI LINEARI DI SPECIE (r,s).

Si proverà la seguente:

Proposizione 2.1.- Se M è una v~età ~compatta, pen og~ Ae~+l

e/>-ù>te una p6eudoconneM.{.()ne unewte f iLi. ,->pec.A.e (r,sl '->u M, t:a.t:.e che,

ùld~at.a con D .e.a. p,->eudoiLi.66enenz-W.wne covaJU.a.nte wpe.tt.o a f, U

Dimostrazione. Essendo M paracompatta, esiste una famiglia di carte

ammissibili (U <p) tale che
i' i ieI

è un ricoprimento di M localmente finito;a) (Ui)ieI

b) Vi e I U.
l

è compatto;

c) esiste una partizione dell'unità

(Ui)ieI

(f ) subordinata al ricoprimentui ieI

Per ogn i i e I si a f. una pseudoconnessione lineare di specie (r,S,
l

tale che, indicata consu U.
l

riante ri spetto a r

l

D.
l

, il campo tensoriale

la pseudodifferenziazione cova­

A. e"l'S+l(u.) definito
l.....llr l

Vg' e 'S(U.) ,VT'et"(U ;
l s l

da

A.(T',g') = DiT,g'
l

coi nei da con A!u
l

Per ogni i e I si indichi con D:
l

l'elemento di !r
s

definito così
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r O se ptu
l

YT e ~: ' YK e X, Yp e M (D~TK\ =
\ f.(p)(D· T K

1U
) peu

I se
l . l I U . P ,

\. . l
l

Sia ora D l'elemento di L: definito da

E D4 TK .yr
YK e :rD K =

YTe ~ ,
T ieI s

Se p è un qualunque punto di M, si indicherei con J la parte ( f 1 -

nita) di tale che per ogni i e J sia p e U. e per ogni l ~ J Sla
l

p ~ U .,

Allora per ogni g e ~ e per ogni T e -vr risulta:
~s

f (p)(D' T
l l IU.

l

" ,iU f,IP) (AiIT,U ,gIU))p" (A(T,g))p, ,
= (A(T ,g)) . I

p

Ricordando com'era stato definito l'omomorfismo <1> • l' r
. -lJ s

(cfr :5~ pago 3), la precedente proposizione è equivalente alla seguente

Propos i zi one 2.2. - Se M è una VaJue.tà. paJta.comr:xU-ta. (' vmomolti\.um,

f' sr ~ 'ì'""'Sr + l$ <il ~ ~ è 6UJtg e.U<.vo .

Si proverei ora la seguente:

Proposizione 2.3.- S~

U.na p6e.udoc.arIrIU<I-wYle UrIeaJte dA. <lpecu : r ,S) ,,, V, aLtc'w PelI "9Y1"

peV U<.6:te un .i.n;t:·HlC a.pvr..:to U dA. p <Y'C(('-<I,' tn V ed u-u..:te una pMu.d,
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.... f1tlUll.wne tineJl/l.e r d.<. llpeue (r. s) llU M

6.wru indo-tte llU U da r e da

:taLi. ehe le plleudoeonn~

1'.0.inc.idono .

Dimostrazione. - Per ogni p e V è noto che esistono f e ~ e un in-

torno aperto U di p incluso in V, tali che

e supp(f) c V.

Indicata con DV la pseudoconnessione covariante rispetto a

D l'elemento di j/ definito come segue:
S

_v
, sia

se qeV

se q~V

V
f ( q ) ( DT KIV)

IV q

r O

= l
\

vTeX
r

, VKe X , VqeM
S

E' immediato allora verificare che la pseudoconnessione lineare dl

specie (r,s) definita da D verifica l'asserto. I

Si prova facilmente la seguente:

Propos i zi one 2 4 - S-w 'J fu ~66~en~z.wne Cl'ViVUa.n.te ~00;P~U< .1(;

UneJl/l.e M; A e~+l XS + I
.ara L(I nt1 e.6.6 -<..O ne 6U peJ1 ogru e PeJ1 ogru H e , (il

r r+ j

B (' opeJta;(J)Jte de6A..nùO da:

VXe)? , VTer:

AU',ulUl {il cOPPw ,A,B: de6A..nA..4ce una plleudoeonnU6A..One UneaJte .1,

;peue r, s: llU M e, .(.n~ea.ta con D la p6eudo~'1~en~ZA..OYle c'l'viVUa.ni

H6pet:te a .t:'appiA..c.a2~'ne IA,HI + D

...... s+l 8 ~S+l ;u :J r

~. r~l CVs

Si osservi che la proposizione

ne 2.4 sfruttando i l noto teorema

2.1 segue immediatamente dalla propOS1Z10­

sull 'esistenza delle connessioni linearl s~
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varietà paracompatte.

3.0MOMORFISMI DI l; IN X~ ,SIMMETRIZZAZIONE E ALTERNAZIONE

DI l:
Sia ~: X: -+1:: un'applicazione s-lineare e per ogni D eX:

sia D :3::': -+,3) l'operatore definito da:

è un omomorfismo; inoltre se

E' immediato verificare che De

de11 ' 'j'-modu lo .t: ne11' ~ -modu lo

VKeX::

che l'applicazione '"~:D-+D

~ è un isomorfismo, anche ~ è un isomorfismo. Si osservi che affinché

~ sia un isomorfismo è necessario che sia h + k = r + s ed é noto che

se esiste un isomorfismo di ~o in:r1, allora per ogni quaterna (h,k,r,s)
~l o

di interi non negativi tali che h + k = r + s > O esiste un isomorfismo di

~ su X:
Segue allora che:

Proposizione 3.1.- Se g~ /L -'.. D: --..J .........-0
.} -mouu.v<. ~o e ~l

tolUl. peA ogyù qtULtvuw. (h. k. r. s) cU.. -i.n-tvu:. non negativ-i. t.t:tL<. ehe h+k=r+s>O,

gt.(. 'J -modui...<. !: e x.: <IO J10 .t.6omoJt6-i.·

In particolare si ha:

Proposizione 3.2.- Se la vaJt.(.etù M è paJtQeompatta,

qUlLteAlIil {h. k. r • s I cU.. -i.n-tvu:. J10 n negativ-i. t.t:tL<. che
!'r. • h
J -modu.f..-<. ,t k e .t :

ali.olUl. peJt o9 l'U

h+k; r+s:>O, gt-<
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Indicato con ~n (n ~l )il gruppo delle pennutazioni di Il, ... ,nj'

esiste un unico .automorfismo W
O di
o

è noto che per ogni

:r: tale che per ogni

(p,o)e~rX~

X
1

, .•. ,\ e:f e per ogni l 5.,.p
W , ••• ,W € ~1

;;(1) '\5)
= X 0 •.•@ X ( ) @ w 0 ••. 0 " .

p(l) P r

Posto T = (p,o) e ~/~ l'applicazione x (
T

che ad

ogni D € 1: associ a X
T

(D) e t: e definito da

è. per quanto osservato all'inizio di questo paragrafo, un automorfismo di ~:

Posto T
x (D) = D

T
Si dà la seguente

è una pseudoconnessione lineare di specie (r,sir

a11 ora per ogn i

Definizione 3.3.- Se

definita da D e.t:

nessione lineare di specie (r,s) definita da

T = (p,o) e;r x ~5' la pseudocon­

TD si chiama a600~ a

T e s i ind~ ca con
Tr .

Proposizione 3.4.- Se

[' di verifica i~ediata la seguente

j l ..• j h
A 5

i ... i
r

e 00 no te compo nen.ti.

cii una po eudoco nnuo,w ne une.aJte r cL<. opeue (r, s I tU..o pefto ad una c.aJt.ta

toe.a.te {U,$I, peA ogru. T = (p,ole gr x ~5 te componen.ti.

e
j l' .. j h

T . 5
r. .
'1' .. 1 kr

deUa. po·wdoco nnuo,wne. "

.tJLam{..te T oono d.a.:te da:
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= Aja(l) •. ·ja(5)h

ip(l)" .ip(r)

j .... j h
T' 5

"
i l ... i k

r

rja(l)" ·ja(5)h

i ... i k
p(l) p(r)

Definizione 3.5.- L'endomorfismo X di cl: definito da

x = -----;..:.....,-­
risi

51 chiama 6.unme-tJuzza.uone di
A r . r.L

s
· Per ogni D €!5' la pseudoconnessione

lineare di specie (r,s) definita da

pseudoconnessione definita da D.

x(D) si chiama 6~e-tJu:Za.ta della

Dalla definizione precedente segue che se " è una pseudoconnessione
lrdetenni nata da D €.t
s

' allora la pseudoconnessione simmetrizzata di

è determinata da

J I . "J h
5

'll"lk
r

risiD = ';";: U
T€~rx '5"

Per questo motivo e tenuto presente 3.4 .• se

ponenti della pseudoconnessione simmetrizzata

sono le componenti di

J l' . j h- s
A. .

l l .•. l• r
e

rispetto ad una carta ammissibile

j l . "j h
- 5

l l ... i k
r

(U,$) , le com-

di sono date da:

. j h
5

. l
r

= risi

j . "j h
'. A a(l) a(5)

(D,a)€/? xl! i ... i
. l)r "5 O ( l ) o ( r)
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Definizione 3.6.- Una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) si dice

a d~vata cova4iante ~~~a se coincide con la sua simmetrizzata.

Segue immediatamente che:

Proposizione 3.7.- Una p~eudoconn~~~ne ~n~e r ~ ~pe~e (r,sl ~

a. d~vata cova4iante ~,ùnme-òUca ~e e M.tO ~e peJt ogIÙ ,e Sr x~ r

co~~de con 'r.

InoltrI< è faci l e veri fi care che:

Proposizione 3.8.- Se X è la ~,ùnme-òUzzaz~ne~ .l: JU..i>uLta

xox=x.

Indicato con ~: il sottoinsieme di l: formato dagli elementi che

definiscono le pseudoconnessioni a derivata covariante simmetrica, risulta

e quindi:

Proposizione 3.9.-
-r

1s è un 6O:ttomodu.e.o ~

Posto per ogni ,=(p,a)e x
r s

dove per ogni pe ~r (ae~) si è posto E(p) = :l- l (E(a) =:1: l) a

seconda che la permutazione (a) sia di classe pari o dispari, usando

le notazioni precedenti si dà la seguente

p r
s

Definizione 3.10.- L'endomorfismo 0 di oV definito da
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e :
r! s !

si chiama aU€JtI1Clz.{.Ol1e di .:t:. Per ogni D E.z: la pseudoconnessione l ine~

re definita da e(D) si chiama p6eudocol1null-wne ctLteJtl'ULta. della pseud~

connessione definita da D.

E' immediato allora che la pseudoconnessione alternata di f determina-

ta da D E ,1 r ,è determi na ta da:
~s

r!s!

rispettor

e

sono le componenti di

(U,$), le componenti

e

ad una carta ammissibile

e che se

della pseudoconnessione alternata di r sono:

r!s!

j() ... j()hA o l o s

ip(I)·· .ip(r)

I

r! s !

Definizione 3.11.- Una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) si dice

Cl duUVCltc. covcvUirn.te ctLteJtnan.te se coincide con la sua alternata.

Sono di semplice verifica le seguenti:
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Proposizione 3.12. - Una. p6e.u.doc.onnu~.wne UneMe r dA.. ~peue

(r,s) det~nata da D é a deJUva.-ta. c.ovaJUa.nte a.UeJr.na.nte <I e e

oaio <I e peJr. og rU. T e e xli
1r 65

TO=E(T) O.

Propos izi one 3.13. - Se 0 è a.UeJr.na.uone dA..

e o 0 = e

Proposizione 3.14.- Se x e e <lanG JviApeW.vamente.e.a ~.ùrrnd!U.zzaz.wne

e i I aUeJtna.z.w ne dA..

Indicato con

t r JviAuLta:
s

il sottoinsieme di ctr
s

formato dagli elemen-

ti che definiscono le pseudoconnessioni a derivata covariante alternante,

risulta
-v
~r

= e quindi
''v s

è un sottomodulo di

Aee~ pVl .fa pubbLi.c.az.wne

~u. paJteJte 6avOltevole de! PJt06. C. V'<' Com.ue
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