Introduzione. -

- w . - »
Sia M una varieta differenziabile di classe C e di dimensione n.

Si indichi con ’3 1'algebra delle funzioni reali differenziabili su M,

con ¥ 1'% -modulo dei campi vettoriali differenziabili, con 3:: ( (r,s)eN?)

1'¥ -modulo dei campi tensoriali differenziabili di specie (r,s), con

~ o >
S8 :S:: 1'algebra dei campi tensoriali differenziabili e con kY

rss=0

1" %-modulo (algebra di Lie su R) delle derivazioni di X

In un precedente lavoro [5] si & introdotta la definizione di pseudocon

nessione lineare di specie (r,s) come generalizzazione della nozione d1

pseudoconnessione lineare: una pseudcconnessccne Lanearne T dL specde

(r,s) su M & definita da un 'X-omomorfismo

: Py :
D:T -0, di ot 9 .
. r . . . . . T
Indicato con J&c i1 modulo degli % -omomorfismi di :g:s mn
,E, per ogni D eJ:; si definisce un campo tensoriale A di spe-

. . . . . r .
cie (s+l,r), considerato come applicazione di 3:9 x % in %, ponendo

per ogni T 6’3’/: e per ogni f e'% A(T,f) = D.f.

Alcune proprieta di tali pseudoconnessioni utili per il seguito sono le
seqguenti:
i) Per definire una pseudoconnessione lineare di specie (r,Ss) occorre
. s+1 . . .
e basta assegnare un campo tensoriale A e”z e un'applicazione
T

%-lineare B : T - BT di Er nell’ S-modulo degli R-endomorfismi d»
s

€ tale che sia soddisfatta la seguente proprieta

- r
B.(fX) = f Bo X + A(T,F)X vfe'k, ¥XeX, ¥Tel

A



mi di esistenza e di estensione; nel
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ii) Se T & una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) definita

T - . . .
da D er e se U @& un aperto di M, esiste un'unica pseudocon-
s

nessione lineare di specie (r,s) TU su U tale che

(DK) py = (DU)TIU(KIU) ¥Tey ¥Ke

Inoltre se  (U,¢) con ¢=(x!,...,x®) & una carta lTocale di M, si

jy.--3.b
chiamano component< di © rispetto (U,p) 1e funzioni Ai y
PR |
1 r
i;---jsh
e T, . definite nel modo seguente:
11...1rk
h Jp---ib 1 Jﬁ
EJ_,_...%S 11‘..11‘ e‘?l"'?s 11...1r h
11 1r ]_1 lr
, Jl'-»j's 3y
con e = , e, L =e @ ...0e Qe @ Qe
h _h 1, 1 1y 1
3X i3 r

In questa nota si espongono alcune proprieta delle pseudoconnessioni linea

ri di specie (r,s) Precisamente nel! §. 1 si introduce la nozione di pseudo-
derivata covariante, di pseudodifferenziale covariante e si definisce un cam-

po tensoriale a carattere torsionale; nel & 2 vengono dimostrati alcuni teore

T T . h
fismi di ljs in «£ e se ne trovano alcune proprieta.
k

§ 3 infine vengono studiati gli omomor-
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1. PSEUDODERIVATA E PSEUDODIFFERENZIALE COVARIANTE DI UN CAMPO
TENSORIALE.

Sia T wuna pseudoconnessione lineare di specie (r,s) (con r,s) # (0,0))

. r . ~r . .
su M definita da D egﬂs , perogni T el e perogni K e, D K s
chiama pseudoderivata covariante di K rispetto a T. Per ogni K 63;, ,

considerato come applicazione E-multilineare di X x ... xx2 (s

volte) in :{:; , si chiama pseudodifjerenziale covaruwante di K, e si in-
dica DK, i1 campo tensoriale di specie (s+r',r+s') (considerato come ap-

licazione A-multilineare di X ... g i r! defini :
D % re di R o S'voiixzs in zo efinito da

(DK)(xjs---sxsl !T) = (DTK)(XI""’XS')'

Se KeX & somma di campi tensoriali di specie diverse, si chiama
pseudodiffenenziale covarndiante di K, e si indica DK, la somma degli pseu-

dodifferenziali covarianti dei campi tensoriali delle varie specie.
Si prova che

Proposizione 1.1.- Se K EZZ' , allorna pern ogna Xl""xs' €EX e pen

ogm T EIZ , nisulta:

(DK)(Xgs o oX o T)=Dp(K(Xpae X 1)) (B K(Xp s sDeX o oX )

T s
Se K eX, D(DK) = D2K  si chiama pseudodifferenziale covaruante secenac di
K, € in generale DK pseudodifferenziale covariante m-esimo di K, e defini-

to induttivamente da:



0™k = p(D™ k)

j]_"'jsh ji-..jsh
Se A. B - T, ) sono le componenti di I rispetto ad
ii...1 11...1rk

una carta locale (U,¢) di M con ¢= (xi,...,x ) e se X' sono le com

ponenti di X €3 rispetto alla stessa carta locale, allora le componenti

jl...jsh
X, _ di DX sono:
11...1
Tr
jy...i h . jy... h h jpe-.d k
Xi o= x'r S __jﬁ%:_" A S
PP ool 1 e a1
1 r R r ax Tl r
J1---js I I
Infatti posto e. . =e, 0 ...0 e. @ e ©...0Q0c¢e risulta:
l]...l 1.1 1
r Tr
. : Jpe-+]
1 1 s 1
(DU) , (X"e,) = X (D) . e, + A(e, LX) e, =
el1- g i U e 1-ocds i 1, i i
0 i i1 i
r r
. i h h ]k
i J1 g X 1 g
= X' . + A. e
1, i1 h 3 k iy 1 h
r X r
r' Ly...i
. r .
In generale se K eizj . ha componenti K, , rispetto alla earta
s Jl...JS'
hl"'hsil"‘ir'
locale (U,¢), Te componenti K . ) di DK sono:
ky...k J7...]
1 ] '
r S
1, 'ir'
Khl hslI ir' Ahl .hsh E\KJ‘ js' E" Kll h. ir'rh] hsh?’
. = + . . -
Ky krjl" JS, k, ..kr 5% =1, Js' ky krh



Se T & una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) definita da

s+l

D eir, il campo tensoriale A € 3:!_ definito da A(T,.f) = DTf pud es
S

. . . f . . r .
sere considerato come applicazione ‘%-lineare <R di xs in ¢ ta

le che ad ogni T € z: associa  A(T) €)X definito per ogni f €% da

N = D.f.
Nel sequito con abuso di notazione si indichera A con A.
w

Fissato w ezz, si ponga per ogni (XO,Xl,...,Xr) e}frﬂ L (Xgs---sX )

]

r-1 i
= }:. A oe . 3 - - @ PR
Gagi(o){ [A(Xc(o) ® @ X 1, ® w) xo(r)] K D A(xg(o) ®
8 [X X }
[c(i)’ cr(i+l)] @ 8 Xy ®w) ]
dove con Lg si & indicato 1'insieme delle permutazioni di {0,...r:
X
. . . ) . . r+l1 . .
Ebbene 1 gpphcazwne S, ¢ (Xgsoo X ) =S (Xgsn X ) di ¢ in 22 cosi
definita:
1
S(X,...X ) =5 (% e(o)D X L (Xos.r-sX ) )
& Q
r 2 cegr Xo(o) ®...9 X:I(r-'l) ® w o(r) w r

& un campo tensoriale di specie (1,r+l) che viene chiamato w-Zfors«one

di r.

Si osservi che per r =1, s =0, w =1,:_Sr funzione di costante valo-

re 1) si ottiene 1'ordinario campo tensoriale di torsione di una pseudocon-



nessione lineare.
2 ESISTENZA ED ESTENSIONE DI PSEUDOCONNESSIONI LINEARI DI SPECIE (r,s).

Si provera la seguente:

Proposizione 2.1.- Se M 2 una varietd paracompatta, per ogni AeTe

esiste una pseudoconnessione Lineare T di specie (r,s) su M, Zate che,

indicata con D La pseudodifperenziazione covariante rispetio a T,

campo tensoriale (T,f) GZ: X% - D f e'¥ codncide con A,

Dimostrazione. Essendo M paracompatta, esiste una famiglia di carte

ammissibili
sibili (Ui,q>i)ieI tale che

a) (U.)

R e un ricoprimento di M localmente finito;
1

b) ¥i € I Ui & compatto;

c) esiste una partizione dell'unita (f‘)'eI
1 1
(U.)

1'1i€l

subordinata al ricoprimento

Per ogni i e I sia T, una pseudoconnessione lineare di specie (r,s,
1

su Ui tale che, indicata con Di la pseudodifferenziazione cova-
riante rispetto a r_l , 11 campo tensoriale Ai exzﬂ(ui) definito
da

A(T',9") = Dipug ¥g' € (U, ) ¥T T (U

coincida con A v

1

Per ogni i e I si indichi con D! 1'elemento di '  definito cosi
S



[ 0 se pgu.
1
Ve ,¥KeX ,V¥peM: (DK -=
s P e 0. KL ) se pel
| i 17 U, 1
U iP
L i
Siaora D T1'elemento di ﬂﬁr definito da
S
) ~T ~w
bk - I DifK Ve T, ¥vKe Y
T iel

Se p & un qualunque punto di M, si indicherd con J 1la parte (f1-
nita) di [ tale che per ogni ie€dJ sia peU, e perogni 1¢J sia
1
pEU. .
1

~T

Allora per ogni ge 5 e perogni Te 3. risulta:

(DTg)p ks (DiTg)p BT iT g!Ui)p -

=g P (Ai"'T'Ui’gfui)-’p = (A(T,g))_ .z.f(p) = (A(T,9)) . B

. R .. . . r s+l
Ricordando com'era stato definito 1'omomorfismo ¢ : ~

‘{)s - ré/(‘ ’

(cfr 5 pag. 3), la precedente proposizione & equivalente alla seguente

Proposizione 2.2. - Se M ¢ una vawuetd paracompatta, t'omomonfisme

o 4 +3/’S+l 0 surngettivo.

S r

Si provera ora la seguente:

Proposizione 2.3.- S« Vv una soltcvareta apenta de M ¢ s«4a

v
i una pseudoconnessione Lanearne dao specde r,s) su V, allona pen vgrd

PEV  2848%e un Anforne apente U da p o o«ncduse wn Vooed esqste una psewd



—VHes S
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I di specie (r,s) su M, Zali che Le pseudoconnes

Lone Laneare
Vv o
e da T coineldono.

sond indotte asu U da T
Dimostrazione. - Per ogni p € V & noto che esistono f € % eun in-
torno aperto U di p incluso in V, tali che
flu = ] e supp(f) e V.
. v . . . v .
Indicata con D la pseudoconnessione covariante rispetto a =~ , sia
D 1'elemento di ir definito come segue:
S
[0 se qgV
|
TeX = <
VEZS, e E voen (DTK)Q ? f(Q)(DV K,..) se gev
{ T,, Vg

£

specie (r,s)

v
' immediato allora verificare che la pseudoconnessione lineare d1

definita da D verifica 1'asserto. f§

Si prova facilmente la seguente:

+1
wma connessione Laneare su My pern ogne A eg ¢ pen cvgme  H ej}f
T

B

La difperenzaazione covarante tuspetle ao

v
S+ |
vl

Proposizione 2 4 - Sua
T+]

{"operatone defancto da:

" r
BTX = VA(T)X + H(T,X) ¥Xe X , VTezs .
Adona ta coppea  A,B. defanusce una pseudoconnessione £aneane a4
M e, wdwcata con D La pseudodisiernenzaazione covarant.

specae  r,S) au

"

N

&

wpette a v, L'applucazione  (A,H) - D e un K - coomongasme ds

S+] s+1 2T
® s
v gr*l WS
Si osservi che la proposizione 2.1 seqgue immediatamente dalla proposizio-
ne 2.4 sfruttando il noto teorema sull'esistenza delle connessioni linear: su
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varieta paracompatte.

3. OMOMORFISMI DI a{/: IN Lt ,SIMMETRIZZAZIONE E ALTERNAZIONE
T
DI ;’s .

. h . . .
Sia ¥ o Ik »'Bf un'applicazione E-]ineare e per ogni D €£:
S

sia D x: +:9 1'operatore definito da:

D= Dyy,) VKe X
E' immediato verificare che D e 0[32 e che 1'applicazione V:D-D

dell' ‘v=modulo V° nell' X -modulo B & un omomorfismo; inoltre se
5 S

k

- . - ’\" - 3 - - - - -
¥y @& un isomorfismo, anche ¥ @& un isomorfismo. Si osservi che affinché
y sia un isomorfismo & necessario che sia h + k=1r +s ed & noto che

. . . . . 1 .

se esiste un isomorfismo di 3:0 in 3‘/’ , allora per ogni quaterna (h,k,r,s)
1 o
di interi non negativi tali che h + k=r +s >0 esiste un isomorfismo di
T

su .

T X
Segue allora che:

proposizione 3.1.- Se gti  'Gmoduti Y. ¢ Q7 sono isomorgi, al-

Lona per ogni quaterna [h,k,r,s) di interd non negativd tali che h+k=r+s>0,
. . h T . .
gls 3' modudd «ﬁk e Ls s0n0 LB0MOAGA.

In particolare si ha:

Proposizione 3.2.- Se fLa varietd M @& paracompatia, allora pern ogma

quaterna (h,k,r,s) di Anterd non negativi ftali che h+k= r+s>0, g«
. 5h , T ) . .
% mo dud L aﬂk S A0N0 LSO0MONKAL.



- 11 -

Indicato con (;n (n >1 )il gruppo delle permutazioni di  {1,...,n;>
@ noto che per ogni  (p,o) € (gr xgs esiste un unico automorfismo ‘PZ di

r . . 1 S )
‘IS tale che per ogni Xl,...,xreﬁ e per ogni  w!,...,w eﬁ.

a s .
¥oo(X, ... X le .. = X ®...0 X ® ®... 8 .
0(18 X 8w &..8u) o(1) o(r) = °©

Posto 1t = (p,0) € g'rxgs 1'applicazione x (= ¥ ) che ad

ogni D ejz associa XT(D) € L: e definito da

x (D ip= Dwg(T)

P s e s . N . r
€, per quanto osservato all'inizio di questo paragrafo, un automorfismo d3 Lq

T

Posto XT(D) = D si da la seguente

Definizione 3.3.- Se r & una pseudoconnessione lineare di specie (r,s;

s 24 : = v v -
definita da D edLs , allora per ogni 1 = (p,o0) ekr X %s’ la pseudocon

nessione lineare di specie (r,s) definita da D si chiama assocaata a
T

tramite T e si indica con r .

E' di verifica immediata la seguente

jp---3 b jre--3h
Proposizione 3.4.- Se A, ) e T, ., dono Lo components

1L ...1 1yeesl
r 1

r
di una pseudoconnessione Lineare T ddi specie (r,s) mispetto ad una carta

Locale (U,¢), per ogni t = (p,o)€ gt X gs Le componenti

T S . T .
A . e T - della pseudoconnessione roassocdata a T

tuamite 1 so0no date da:



-12 -

i1 ... h 1 eee] h
TA?I ?s ) A?ofl) 'JO(S)
11 ...1 1 sk
1 r o(1) p(r)
jy.--3.h

oy ais)”
i ik
(1) o(r)
Definizione 3.5.- L'endomorfismo x di ‘j: definito da

1 )
ris! TEC XY T
S

-~

. . . r . ST .
s1 chiama swummetrizzazacne di Jﬂ . Per ogni D elis, la pseudoconnessione
4 S ;
lineare di specie (r,s) definita da x(D) si chiama simmetrizzata della
pseudoconnessione definita da D.
Dalla definizione precedente segue che se T & una pseudoconnessione

. r . . . .

determinata da D e‘g , allora la pseudoconnessione simmetrizzata di
S

& determinata da

= ] -

D = ris! {e’ x-mD
U Xr %
3 Jsh DRI
Per questo motivo e tenuto presente 3.4., se Ai i e -
bty b r
sono le componenti di - rispetto ad una carta ammissibile (U,9) , le com-
__]1 .jh ,__J].'Jh
. S S . . .
ponenti A ) e - - della pseudoconnessione simmetrizzata
1}..,11’ 11...1r
di - sono date da:
1. .1 h ] o] h
.y ]s 1 . Jo{l) Jo(s)

i Trist (g.o)e6 xe i i
- Yr 0 )egr 3s o(l) o(r)
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Ejlmjsh 1 gy do(s)"

z
. ) = m—— r, .
fre..i risl (p,c)egrxgs lp(l)...lp(r)k

Definizione 3.6.- Una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) si dice

a derivata covarniante simmetrica se coincide con la sua simmetrizzata.
Seque immediatamente che:

Proposizione 3.7.- Una pseudoconnessione Lineare T di specde (r,s) <

a derivata covariante simmetrica se e 50Lo se per ogni T € gr ng r

. . T
codnedde con T.

Inoltre & facile verificare che:

Proposizione 3.8.- Se X & La simmetrizzazione di jj';' nisulta

X0 X =X

Indicato con L; i1l sottoinsieme di {Lz formato dagli elementi che

definiscono le pseudoconnessioni a derivata covariante simmetrica, risulta

x(d{j:;) =$§ e quindi:

~

Proposizione 3.9.- j}: ¢ un sottomodulo di Jj

S

Posto per ogni t = (p,o0) € X
r s

e(t) = e(p)ee(o)

dove per ogni  pe€ gr {cegs) si & posto e(p) = 1] {e{(o)=F 1) a

seconda che la permutazione o (o) sia di classe pari o dispari, usando

le notazioni precedenti si da la sequente

Definizione 3.10.~ L'endomorfismo @& di i; definito da
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1
e = PE— by S(T)X
ris! ' g’ S;'
S té’rx T

. s ’ . . T . G - .
si chiama alfernazione di . Per ogni D-e‘g_ la pseudoconnessione linea
1 s =

re definita da o(D) si chiama pseudoconnessione alternata della pseudo

connessione definita da D.
E' immediato allora che la pseudoconnessione alternata di I determina-

tada D eijz , & determinata da:

] T

D =

— et} D
ris! TEC XU
gr ‘bs
ji...i b ji---3 h
S S . . B
e che se A, . e T, : sono le componenti di T rispetto
1y...1 i;...1 k
r r . . . .
. 031...Jsh " Jl...Jsh
ad una carta ammissibile (U,4), e componenti A, ) e T, ,
1y...1 Ip...1 K
r T
della pseudoconnessione alternata di I sono:
j1...3 h j eed] h
K 31 Js _ 1 - — (p)e(o) AJc(l) 3c(s)
Iya.. 1 ris! o)e¢ xy i RS
' 'y (r59) §r%3s o (1) " To(r)
. . j el h
...] h o(l
wiiedh oy e(p)e(o) ri() ‘i’(s)k
‘. . - lel J 2 “ ..
11...1rk ris! (p,d)ehrxss p(1) p(x)
Definizione 3.11.- Una pseudoconnessione lineare di specie (r,s) si dice

a derdvatc covarniante alternante se coincide con la sua alternata.

Sono di semplice verifica le seguenti:
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Proposizione 3.12. - Una pseudoconnessione Lineare T di specie

(r,s) deté&minaia da D ¢ a derdvata covariante alternante se e

s0lo se per ognl T € grxgs D = ¢(r) D.

Proposizione 3.13.- Se @ 2 alternazione di ciz risulia

Proposizione 3.14.- Se x e © so0no adspettivamente La simmetrizzazione

e L'alternazione di ;jr nisulita:
S

~
. - ; .. . T v s
Indicato con :ér il sottoinsieme di cés formato dagli elemen-
s

ti che definiscono le pseudoconnessioni a derivata covariante alternante,

. ™~ ~ i
-i ‘l o, {,* = \:I‘ . . \!/r - . /r
risulta O(qfs ) ag € quindi 4, &un sottomodulo di 4 g

Accettato pen La pubblicazione

su parene favorevole del Prog.C. DL Comite
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