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n. 1 - Lo spazio fibrato dei riferimenti proiettivi associato ad una varieta

differenziabile M.

m - -
Sia M una varieta differenziabile di classe € e dimensione n, Se p

e un punto di M, con T (M) si denotera lo spazio tangente in p ad M; 1in

P
TD(M) - {0} 1la relazione ® cosi definita:
X .Y €T (M) - {0} XRY )e=s==> xe R -{0}> Y =AX
P P p( ) ( P D) ( 3 P P)

e una relazione di equivalenza, 1'insieme quoziente Dp(M) = Tp(M) - {O}/R @&

1'insieme delle direzioni nel punto p della varieta M; se XpeTp(M) - {0}
la classe di equivalenza da esso individuata, che si denotera nel seguito con

Dp(xp), si chiamerad la direzione nel punto p 1individuata dal vettore tangen-

te X .
P

L'insieme rp(M) = Tp(M) ] DD(M) si pud munire di una struttura di spazio

ceometrico proiettivo ad n dimensioni; a tale scopo si1 consideri una carta lo

: . : J
cale (U,p) di M taleche pe U e sia {( 5;7-)p}]fjfﬂ la base naturale
di Tp(M) rispetto a tale carta; indicato con P 1o spazio numerico proiet
. . . n+1 n . .
tivo ad n dimensione e con ¢n : R - {0} - P la surgezione canonica,

1 "applicazione
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er ogni X €l (M ed X = A
per og ) p( ) ) ( 3x1)p
~ 12 n
K (D (X = ¢ (O,xy, 27, Y
S(D(X ) = o )
1 3
erogni D (X }) e D (M ed X = (2
per ogni D (X_) € D (M) =)



€ una bigezione e definisce quindi su TD(M) una struttura di spazio geome-

trico proiettivo ad n dimensioni, rispetto a tale struttura Tp(M) s1 chia

ma 1o spazio proiettivo tangente in p ad M e la bigezione Kp S1 chiama

sistema coordinato in p relativo alla carta (U,¢) prefissata in M.

51 osservi che 11 riferimento proiettivo relativo a K & la (n+2)-pla
- - - = - d

- - P
(00501102,...,Dn,U) essendo Oﬂ = OTD(M) 5 0] - Dp(( % )p):-..:

- - I
0, =D (( =) )s U= 2 (—

) , questo riferimento si chiamerd il rife-
n p axn p

ax!’p

rimento proiettivo nel punto p della varieta M, relativo alla carta (U,¢)

prefissata.

Sia ora  &(p) 1'insieme dei riferimenti proiettivi in peM e sia

@®(M) 1'insieme

(M) L S (p)

peM
questo insieme risulta lo spazio totale di uno spazio fibrato principale diffe
renziabile avente come varieta di base la varieta M e come proiezione 1'appli
cazione = w1 :%(M) ~ M che al riferimento proiettivo up, in peM fa corri
spondere 11 punto p stesso; per la costruzione di un tale fibrato si conside

ri nel gruppo lineare GL(n+1,R) la relazione ~ cosi definita:

A,BeGL(n+1,R) (A ~vB)e==> (dp e R - {0} 2 B =pA)

-

~ € una relazione di equivalenza, 1'insieme quoziente

E = GL(n+1,R)/n

.

e un gruppo rispetto alla legge di composizione interna:

"\ oF W\
GxG - G
v "y i
(A,B)-~ A -8B
AVEEAV
ove si sono indicaticonA, B le classi di n-equivalenza rappresentate da



-3 -

A e B rispettivamente e con A:-B i1 prodotto righe per colonne di A per B.
v
Sul gruppo G si1 consideri la struttura di varieta differenziabile de-

finita dall'atlante
A={(U , ¢ )}

aB’ aR Oiﬂ.,Biﬂ
ove UuB e ¢uB Sono:
Ny n,
UDLB ={A € G/A = (aYﬁ)QiYsﬁjﬂ aYS# 0 se (y,8) = (a,B)]
‘ n(n+2)
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A > (Zee 2l Son
a a T T g
B a B apB
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rispetto a tale struttura G € un gruppo di Lie.

Sull'insieme  &(M) dei riferimenti proiettivi associati ad M si costrui
sce "per incollamento” una struttura di varieta differenziabile; a tale scopo

sia peM ed (U,¢) wuna carta locale di M tali che peU, sia inoltre ¢U

1'applicazione
-] "\

.+ wm (U) > UxXxG

che al riferimentc proiettivo upe n_](U) fa corrispondere la coppia ordinata

(p,ﬂ) essendo A una matrice di GL(n+1,R) che rappresenta il cambiamento di
riferimento proiettivo nel passaggio dal riferimento proiettivo in p relativo

alla carta (U,¢), al riferimento up; questa applicazione @U e una bigezione

s1 considera allora su n—](U) la struttura di varieta differenziabile rispet-

to alla quale ¢, @& un diffeomorfismo; si pud osservare che se (ﬂ,&) e un'al-

U
tra carta Jlocale di M per la quale risulta UNU # @, allora la struttura
-]

differenziabile indotta da @E SU m (Urﬂﬂ) e la stessa di quella indotta
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da ¢U; resta cosi definita globalmente su 4?(M) una struttura di varieta
-1

differenziabile che induce su ciascun aperto = (U) di %(M) la struttura

differenziabile rispetto alla quale ¢, € un diffeomorfismo; la dimensione

U
di  S(M) & n(n+3).

. - ) : : -1 :
Per c¢i0 che sequira, sara utile osservare che per ogni u_ € = (U) esi-

P
stono tre carte locali: (W,0) in S (M), (V,¥) in M, (Uu6’¢as) in E; tali
che o (W) =V xU , inolt to ¢ - (DA ¥ (p)=(x K, K
= U( ) =V X 28’ inoltre posto U(up) = (pPoA), ¥(p)=(X sX 5...X ) ,
qj ™
¢uB(A) = (toostoys. ’taB""’tn n)’ si ha:
n .
O(u_) = (x},X%,.0oX ytoostogsee.st Lt

P

N,
I1 gruppo G opera differenzialmente a destra su %(M) tramite 1'applicazione

4"
v:Q%(M) x G > (M)
v Av
Y(u ,A -  ¥Y(u ,A
( ) ) ( ) )
cos1 definita: sia Rp : TD(M) .y il sistema coordinato relativo al riferi-
mento proiettivo up e ¥(M), indicata con T : P P ta trasformazione 11~
neare omogenea invertibile rappresentata dalla matrice A, w(up,ﬂ) e 11 rife-
rimento proiettivo ué relativo al sistema coordinato Ré = Tnﬁp.

g
51 pud concludere dopo queste considerazioni che la quintupla &=(&(M),G,¥,M,n}

e uno spazio fibrato principale differenziabile che prende i1l nome di spazio

fibrato deil riferimenti proiettivi associato ad M.

Prima di terminare questo numero, Si trovera 1'espressione delle funzioni
di transizione relative ad un ricoprimento di aperti coordinati della varieta

M; siano (U,9) e (ﬂ,@) due carte locali di M tali che UNU #8 e sia



¢.,m 1'applicazione:

Uu
_ \
- - Un
byg P UL -G §
P = oy glP) =Gy
dove 1a matrice C é quella che fa passare dal riferimento proiettivo

U U
in p relativo alla carta (U,¢) a quello relativo alla carta (ﬂ,@); si rico

nosce facilmente che la famiglia {¢U U} e la famiglia delle funzioni di tran

sizione del fibrato £ subordinata al ricoprimento (U} di M; 1’'espressione

della matrice CU i S scrive facilmente in quanto se (OT (M)’
p
D ((-—inT) ) D ({ - ) ) 2 ’ mﬁ_g ) e 1l riferimento proiettivo 1in
P ax ' p’? T D 5xN/p’? =1 ax™p g
relativo alla carta (U,¢) e (O D ((-—§~T) ) D (( E“-') ; ( —
g ' T (M)” p*t ay''p’7 T pt ayMp Ts=10 ays

e quello relativo alla carta (ﬂ,é) , allora poiché risulta

.
(%;g)p = gigﬂ(D)('ggﬁ)p, si ottiene:
//1 0 ........ 0
_3x] _ox]
s ( 3y1)(p) ( ayn)(D)




