SUMMARY. -

In this note the notion o4 projectave
pseudoconnexion L5 introduced and 40

me geometrnical properties are studded.

INTRODUZIONE. - Le pseudoconnessioni dal punto di vista dei fibrati, in-
trodotte da C. Di Comite in [2]| sono state studiate sempre dallo stesso
autore in particolare sullo spazio fibrato dei riferimenti lineari (pseu
doconnessioni lineari) e sullo spazio fibrato dei riferimenti affini (pseu

doconnessioni affini) (c.f.r.) [3]) di una varieta differenziabile M.

Seqguendo quest'ordine di idee in questa nota si introduce la nozioni di
pseudoconnessione proiettiva come pseudoconnessione nello spazio fibrato
¢§ (M) dei riferimenti proiettivi di M e se ne studiano alcune proprieta;

in particolare si dimostra che ogni pseudoconnessione proiettiva su M 1in

duce una pseudoconnessione lineare e viceversa.

Accellato pen La pubblicazione su proposia
def Prog. C. Do Comate
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n. 1 - Lo spazio fibrato dei riferimenti proiettivi associato ad una varieta

differenziabile M.

m - -
Sia M una varieta differenziabile di classe € e dimensione n, Se p

e un punto di M, con T (M) si denotera lo spazio tangente in p ad M; 1in

P
TD(M) - {0} 1la relazione ® cosi definita:
X .Y €T (M) - {0} XRY )e=s==> xe R -{0}> Y =AX
P P p( ) ( P D) ( 3 P P)

e una relazione di equivalenza, 1'insieme quoziente Dp(M) = Tp(M) - {O}/R @&

1'insieme delle direzioni nel punto p della varieta M; se XpeTp(M) - {0}
la classe di equivalenza da esso individuata, che si denotera nel seguito con

Dp(xp), si chiamerad la direzione nel punto p 1individuata dal vettore tangen-

te X .
P

L'insieme rp(M) = Tp(M) ] DD(M) si pud munire di una struttura di spazio

ceometrico proiettivo ad n dimensioni; a tale scopo si1 consideri una carta lo

: . : J
cale (U,p) di M taleche pe U e sia {( 5;7-)p}]fjfﬂ la base naturale
di Tp(M) rispetto a tale carta; indicato con P 1o spazio numerico proiet
. . . n+1 n . .
tivo ad n dimensione e con ¢n : R - {0} - P la surgezione canonica,

1 "applicazione

- n
K MYy - P
; Tp( )
cosi definita:
() =6 (1, k3 aeoh”
K { = D T D)
PP ¢ﬂ )
. ] 3
er ogni X €l (M ed X = A
per og ) p( ) ) ( 3x1)p
~ 12 n
K (D (X = ¢ (O,xy, 27, Y
S(D(X ) = o )
1 3
erogni D (X }) e D (M ed X = (2
per ogni D (X_) € D (M) =)



€ una bigezione e definisce quindi su TD(M) una struttura di spazio geome-

trico proiettivo ad n dimensioni, rispetto a tale struttura Tp(M) s1 chia

ma 1o spazio proiettivo tangente in p ad M e la bigezione Kp S1 chiama

sistema coordinato in p relativo alla carta (U,¢) prefissata in M.

51 osservi che 11 riferimento proiettivo relativo a K & la (n+2)-pla
- - - = - d

- - P
(00501102,...,Dn,U) essendo Oﬂ = OTD(M) 5 0] - Dp(( % )p):-..:

- - I
0, =D (( =) )s U= 2 (—

) , questo riferimento si chiamerd il rife-
n p axn p

ax!’p

rimento proiettivo nel punto p della varieta M, relativo alla carta (U,¢)

prefissata.

Sia ora  &(p) 1'insieme dei riferimenti proiettivi in peM e sia

@®(M) 1'insieme

(M) L S (p)

peM
questo insieme risulta lo spazio totale di uno spazio fibrato principale diffe
renziabile avente come varieta di base la varieta M e come proiezione 1'appli
cazione = w1 :%(M) ~ M che al riferimento proiettivo up, in peM fa corri
spondere 11 punto p stesso; per la costruzione di un tale fibrato si conside

ri nel gruppo lineare GL(n+1,R) la relazione ~ cosi definita:

A,BeGL(n+1,R) (A ~vB)e==> (dp e R - {0} 2 B =pA)

-

~ € una relazione di equivalenza, 1'insieme quoziente

E = GL(n+1,R)/n

.

e un gruppo rispetto alla legge di composizione interna:

"\ oF W\
GxG - G
v "y i
(A,B)-~ A -8B
AVEEAV
ove si sono indicaticonA, B le classi di n-equivalenza rappresentate da
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A e B rispettivamente e con A:-B i1 prodotto righe per colonne di A per B.
v
Sul gruppo G si1 consideri la struttura di varieta differenziabile de-

finita dall'atlante
A={(U , ¢ )}

aB’ aR Oiﬂ.,Biﬂ
ove UuB e ¢uB Sono:
Ny n,
UDLB ={A € G/A = (aYﬁ)QiYsﬁjﬂ aYS# 0 se (y,8) = (a,B)]
‘ n(n+2)
%8 " Vap 7 %05 Vag! R
nu .
A > (Zee 2l Son
a a T T g
B a B apB

<

rispetto a tale struttura G € un gruppo di Lie.

Sull'insieme  &(M) dei riferimenti proiettivi associati ad M si costrui
sce "per incollamento” una struttura di varieta differenziabile; a tale scopo

sia peM ed (U,¢) wuna carta locale di M tali che peU, sia inoltre ¢U

1'applicazione
-] "\

.+ wm (U) > UxXxG

che al riferimentc proiettivo upe n_](U) fa corrispondere la coppia ordinata

(p,ﬂ) essendo A una matrice di GL(n+1,R) che rappresenta il cambiamento di
riferimento proiettivo nel passaggio dal riferimento proiettivo in p relativo

alla carta (U,¢), al riferimento up; questa applicazione @U e una bigezione

s1 considera allora su n—](U) la struttura di varieta differenziabile rispet-

to alla quale ¢, @& un diffeomorfismo; si pud osservare che se (ﬂ,&) e un'al-

U
tra carta Jlocale di M per la quale risulta UNU # @, allora la struttura
-]

differenziabile indotta da @E SU m (Urﬂﬂ) e la stessa di quella indotta
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da ¢U; resta cosi definita globalmente su 4?(M) una struttura di varieta
-1

differenziabile che induce su ciascun aperto = (U) di %(M) la struttura

differenziabile rispetto alla quale ¢, € un diffeomorfismo; la dimensione

U
di  S(M) & n(n+3).

. - ) : : -1 :
Per c¢i0 che sequira, sara utile osservare che per ogni u_ € = (U) esi-

P
stono tre carte locali: (W,0) in S (M), (V,¥) in M, (Uu6’¢as) in E; tali
che o (W) =V xU , inolt to ¢ - (DA ¥ (p)=(x K, K
= U( ) =V X 28’ inoltre posto U(up) = (pPoA), ¥(p)=(X sX 5...X ) ,
qj ™
¢uB(A) = (toostoys. ’taB""’tn n)’ si ha:
n .
O(u_) = (x},X%,.0oX ytoostogsee.st Lt

P

N,
I1 gruppo G opera differenzialmente a destra su %(M) tramite 1'applicazione

4"
v:Q%(M) x G > (M)
v Av
Y(u ,A -  ¥Y(u ,A
( ) ) ( ) )
cos1 definita: sia Rp : TD(M) .y il sistema coordinato relativo al riferi-
mento proiettivo up e ¥(M), indicata con T : P P ta trasformazione 11~
neare omogenea invertibile rappresentata dalla matrice A, w(up,ﬂ) e 11 rife-
rimento proiettivo ué relativo al sistema coordinato Ré = Tnﬁp.

g
51 pud concludere dopo queste considerazioni che la quintupla &=(&(M),G,¥,M,n}

e uno spazio fibrato principale differenziabile che prende i1l nome di spazio

fibrato deil riferimenti proiettivi associato ad M.

Prima di terminare questo numero, Si trovera 1'espressione delle funzioni
di transizione relative ad un ricoprimento di aperti coordinati della varieta

M; siano (U,9) e (ﬂ,@) due carte locali di M tali che UNU #8 e sia



¢.,m 1'applicazione:

Uu
_ \
- - Un
byg P UL -G §
P = oy glP) =Gy
dove 1a matrice C é quella che fa passare dal riferimento proiettivo

U U
in p relativo alla carta (U,¢) a quello relativo alla carta (ﬂ,@); si rico

nosce facilmente che la famiglia {¢U U} e la famiglia delle funzioni di tran

sizione del fibrato £ subordinata al ricoprimento (U} di M; 1’'espressione

della matrice CU i S scrive facilmente in quanto se (OT (M)’
p
D ((-—inT) ) D ({ - ) ) 2 ’ mﬁ_g ) e 1l riferimento proiettivo 1in
P ax ' p’? T D 5xN/p’? =1 ax™p g
relativo alla carta (U,¢) e (O D ((-—§~T) ) D (( E“-') ; ( —
g ' T (M)” p*t ay''p’7 T pt ayMp Ts=10 ays

e quello relativo alla carta (ﬂ,é) , allora poiché risulta

.
(%;g)p = gigﬂ(D)('ggﬁ)p, si ottiene:
//1 0 ........ 0
_3x] _ox]
s ( 3y1)(p) ( ayn)(D)
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v

n. 2 - Applicazione aggiunta del gruppo G.

"y
Rispetto alla struttura di gruppo di Lie su G, definita nel numero prece-

47
dente la surgezione canonica p : GL(n+1,R) -~ G & un omomorfismo di gruppi

"
A - A

di Lie; denotato con e 1'elemento neutro di G e posta : p(e) g , S1
v v

identifica 1'algebra di Lie g di G con lo spazio tangente Ty(G) , e quindi

av

1'applicazione aggiunta di G rispetto ad un elemento prefissato
Ny v

o : . : . : : . .
C (C —&LB)O{Q!B{H) di G non e altro che 11 differenziale dell'applicazione
"\ N o " "\
f: G~ G nell'elemento neutro e di G, essa s1 indica abitualmente con
MRS
X > CxC

ad(C) : ¢ =+ g
(1)

o o

v
Sia allora Xg € TE(G) con XE = XB EEEJE , rispetto ad una carta locale
s
u , refissata in G; posto:
( i TY) p posto

2o xctaci® - ¢Y cf
2 B{ aCB C., CY B]
(1) Per semplicitad si omette i1 simbolo di sommatoria o<t en e S1 ricorda che
0 <
'indice vy & fissato. 0<B<n



n. 3 - Pseudoconnessioni proiettive.

Per semplicita di notazione si denotera nel seguitc con (M) 1o spa-

zio fibrato dei riferimenti proiettivi associato alla varieta differenziabile

M.

Def. 3.1.- Si chiama pseudoconnessione proiettiva su M ogni pseudoconnes-

sione sullo spazio fibrato &(M).

Sia I wuna pseudoconnessione proiettiva su M e sia A 11 campo tenso-
riale su M associato a T (c.f.r.|2]), si vogliono definire in modo analo-

go a quanto si fa per le connessioni proiettive, le.componenti di I rispet
_ locale di G prefissata. -
to ad una carta locale di M ed una cartﬁvgﬁ consideri a tale scopo, una carta

i

locale (U,¢) e sia {x }1{1<n il relativo sistema coordinato; si indichi

con o, la sezione locale di  %(M) definita su U la quale associa ad

ogni punto peU i1 riferimento proiettivo up relativo alla carta (U,9) e

sia W, la 1-forma su U a valori nell'algebra di Lie .Q di 6, definita

per ogni pelU e per ogni XpeTp{M) da (c.f.r.[2])



() (X)) = v (o), (A (X)) -7

SN (o) (X))
pr Pt oylp) T UTepTpTp oy (P)" " UT#ptp
dove v & 1'isomorfismo (c.f.r.|4]):
7,(P) ]
V v > g
o) oylp)
i
ENT .
y\P
; g
Fissata una carta locale (U ,¢ ) in G sia (& ) , la base corrispondente
YY XY o' U<ayB< N
(Q:E)#{fﬂﬂ’:’)
dell'algebra di Lie E; pDOSto
0 J B
W, u(fjﬁﬂx )Em
1T 3 J
Ay, = A, ——. & d x
i j axi @
2 2 3.2 . .. q . : L
le n +n (n+2) = n"+3n"  funzioni AL s r?ﬂ ST chiamano le componenti di
3 8 e bt
vl
I rispetto alla carta (U,¢) ed alla carta (U ,¢ ) prefissata in G .
e e s e o 17T "-f"“'l.!." 'Y"\!r : it T - o

Siano ora (U,¢) e (U,¢) due carte locali di M tali che UNU # @ e siano

. . * o
1 =1, , .. . . . . 1 o X
{X }; . ed {x }, .t i relativi sistemi coordinati, posto 6.., = —=y
T<i<n T<i<n il 3 X
-3

“zxi

- » G B [ ' - =

6., =—= e 8., = ——c+ra-k', S1 prova a3 sequente proposizicne:
1 oX | ikt SUES | & o

Prop. 3.1. = Sia I' una pseudoconnessione preiettiva su M e siang

[ SRR E—— e e I e T 1y A N N Y U . LT T B L S L e LT L s s - EEm e s e

i ::I v 1- ! _,{1 ' . - " - gy v B . PR
A.,T. e A., T. le componenti di T velative rispettivamente zile
J J B —— J b ] ! 8" . — - - R - S = e i e 2

- - v
carte (U,p) e (U,9) di M ad alla carte locale (U, .¢0.,) d1 &, aliora n

om0 b -

in UNU si ha:

-— - e

(1) Si precisa che in questo numero gli indici latini variano nell'insieme
(1,2,...,n} mentre gli indici greci nell'insieme {0,1,2...., v,..., 00}

1'indice corrispondente alla carta iocale (U ,¢ ) prefis

essendo , v
YY O YY

sata 1n G.



o aQ J k
r.,,,=T. 0.5,6 .
J'K jK 3 K
it i ] = N
TJ.O = IJO Oﬂjl ’3_! Lo
1! i ] k oi' h  Ja.h’ <i' 1
= + A v = e
e T T % Y Y TR e B T
Dimostrazione.
Per 1a prop. 1 del n. 3 di [2], per ogni peUriﬂ e per ogni XpeTp{M} r-
sulta
- — N S - :{ b6 - A }{ y ;1}1
(wg) (X)) = (@d(yg(P)) Kuy) (X )+oyg(A (X)) 2)
s \
dove Wuﬁ(p) e quell'elemento CUG di G rappresentato daila matrice
/1 0 1.
CUD = | con B :(Gﬁ‘)1ﬁi,i’{n e GL{n,R},
0 B - -
- v
5UU e la I-forma su UMNU a valori in g definita per ogni peM e per
ogni X €T (M) da:
g , p( )
) (K )
(§,,=) (X ) =6 UU’%p" p
uu YV (D
p- P it
essendo § la 1-forma canonica & su G calcolata nel punto vy -(p).
¥ =(p) i
Uu
Nella (2) sostituendo ad Xp il vettore tangente { méij') si ottiena!
3 -1 J o B J . 3
{ = E = [ - "L =) oY, A [ —— 3 (3)
‘mU)p( 3X )p ANTTALR RIS PR (euufp it pt o axd )p 3

Tenuto anche conto del n. 2, dalla (3}, seque

3 j ok k' 1 3 -a'_, 1 3 k =-.i' k'
we) (==3r-) =T 0%.,0. B, #0, 60,07, ES,+T7, 00, 0., 07, E., +
( U)p( X% )p ,Jk Ji ki o JG‘J J,O i ?1 Jku JIU {1 ; 3
h J =.h'_i -1 k!
+ A. 0., 6, 0. 60", E.
i it h Th'kt i
. A o 5
e da questa e dall'espressione (MU)G(-Tfjr }p = rj‘ﬂ,EJ; 1 ottengono in modo
. o A b9 o

ovvio le uguagiianze (1). B
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Prop. 3.2. - Ogni pseudoconnessione proiettiva I su M 1induce una pseudo-

. . o .
connesione lineare T e viceversa.

Dim.
Infatti fissata n E la carta locale (UOO,¢OO),per ognicarta (U,¢)
] C. . .

di M, si indichino con Aj, F?B le componenti di T rispetto a talr carte e
‘ 09 i 2 3 SRS B e
siponga I, =T7T1., allorale n+n funzioni A., I'.. sono le componenti ri-

gk Jk cJJk

spetto ad (U,®) di una pseudoconnessione lineare I in M in quanto per la prop.

3.1 se (U',¢') & un'altra carta locale di M tale che UNU' # @ si ha

it i 3 koSt h g shadt
e = T30 00 k'@" + A67.8, 0; O

Viceversa, indicato con L(M) lo spazio fibrato dei riferimenti lineari di

con 1 01}
B = )
0 A

e |1'applicazione ¢ : L(M) +-Q?(M) che ad ogni riferimento lineare

M, si considerino 1'applicazione ¢ : GL(n,R) -

e O/

n,
A =

Ep (X],Xz, R ¢ ) nel punto peM, associa il riferimento proiettivo
¢(Ep) cosi definito:

n
¢(£p) - (OT (M)!Dp(x])ﬁ :Dp(xn)i 151 Xi)

51 verifica facilmente che (2,y) € un omomorfismo di fibrati e quindi
O

per ogni pseudoconnessione lineare T si pud considerare la pSEUdOCOﬂHES-

o

sione proiettiva immagine di T tramite detto omomorfismo. (c.f.r. (3]
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4. Pseudoconnessioni proiettive riducibili.

Denotato con A'(P) 1'insieme dei riferimenti proiettivi in p che hanno co
me iperpiano all'infinito D (M),si vede facilmente che se uL e.v; sono due ri-
ferimenti di A'p, P

allora la trasformazione lineare omogenea invertibile del cambiamento di riferi

mento nel passaggio da ué a vé e rappresentata dalla matrice

(1 0
S a/;-’
con a € GL(n,R) e £ € Rn, quindi da una matrice del gruppo di Lie A(n,R)
(c.f.r.[4) pag. 125).

Se si pone
! — L__i /
ATM) = oy AP
€ si indica con V' 1'applicazione

y' A (M) x A(n,R) - A'(M)

(u75A) » v (u',A)

v
con w'(ué,A) ggi Y(u',A)

P

e con 7w la proiezione

per 1la prop. 5.3. c.f.r.E{]risulta che u = (A"(M),A(n,R),¥"',Myn’") & un sot-

n,
tofibrato ridotto del fibrato dei riferimenti proiettivi ¢ = [ {M},G,¥,M,x);
considerate allora le applicazioni

oo AY(M) > O¥(M)
g : A(n,R)~» E

cosi definite: F & 1'inclusione di A'(M) in &(M) e g & la restrizione del
la surgezione canonica GL(n+1,R) ~ E al sottogruppo A(n,R),per ogni pseudo-
connessione I su n 1'immagine TI' di I mediante 1'omomorfismo di fibrati (F,g)
(c.f.r.[3] ) & una pseudoconnessione proiettiva su M riducibile alla pseudocon

nessione I  su

N
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