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differenziabile di  x. 3e

dove v =p _ (v } & considerato come derivazione su

CAPITOLO

bt
b ce

PROBLEMI DI SMUSSAMENTO. -

Alcuni Lemmi.-

(1.1) Sia
ot ®,0) - (E,0)

: f . . . i
un PL-omeomorfismo. Allora esiste una triangolazione, U a1 R e una

S || . : L L. . | .
di E tale che ¢ sia simpliciale, si pud inolitre modificare o ¢

in modo tale che le origini siano vertici delle due triangoiazioni.

Consideriamo ora St(0,D) e prolunghiamo radialmente da J tutti 1 sim-
plessi della stella che contengono 0. Analogamente per St(C,T). 37 ottie-
ne cos1 una decomposizione D di R (risp. T di jEm} mediante "coni sim
pliciali" con vertici in O.

L'applicazione ¢ | St(0,D) si estende linearmente, in modc unico, a

N L . S ~
tutto R e costituisce ancora un PL-omeomorfismo, che indichiamo

H* -

Si vede facilmente che vale

(1.2) LEMMA . -

- . i "o .
S{ﬂ.ﬂ(} ¢ 1y P ' {E 3 O } - EL 3 '(.1 5 Jfﬂﬁ:i PL - 'meomo A LAMA . ‘ii_ {ohva
! i L !
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c1oé le applicazioni $. dipendono solo da cid che accade in un intorno

]

di 0, come & ovvio trattandosi di coni.

o | . m . _ , M
518 n la matrice in E e ?ﬁ la matrice riemanniana su kK
indotta da 5, C106€
) " * %, M % M
"= ¢ (n) b  (E) -7 (R
o)
Allora
(1.3) LEMMA. -
La metriica T 0 deferuminaita dala sua restmizione «n O od na dogs -

C:,u
ta do volume cosfante.

Dim, -

La prima affermazione discende dalfatto che ?b e "costante" su ogn-

cono simpliciale della decomposizione. Inoltre T na densita di voilume

3

costante poiché da

¢

seque om m ;ﬁ¢ m-1 s m m-1..n

| : = f = ;

IV{]_(O,R ) .m |Vﬂ | S-’;:’,,O ’ m-] l[b(vﬁ 2 SW,OJ'-b(Sm-I ]

S , O
o0
e quindi
m m m-1.
WOR ) =2 |V (O o= (S M= s
( D IVGORD = 5, o) s ly

. . . : . . m
inversamente, se abbiamo una metrica riemanniana definita solo in 0Oe¢ R

3

possiamo estenderia su tutto ﬁRm come nel Lemma (1.5) del Cap. 1. Se questa

metrica estesa ha densitda di volume costante, diciamo che la metrica rieman-

niana iniziale in 0 & "normalizzata". Quindi una metrica riemanniana su

con densita di volume costante non & altro che un campo su M di metriche

riemanniane normalizzate.

M



2. LO SPAZIQ (M) .-

"y
Indichiamo con r(m) 1'insieme di tutte le metriche riemanniane nor

. | m . e . m
maiizzate in 0 € R rispetto a tutte le possibili decomposizioni di R

in coni simpliciali.

[ntroduciamo ora una topologia su T(m) .

* . : m . .. . .
5S1a D wuna decomposizione di R in coni simplciali con vertici in 0.

Per ogni cono simpliciale 1-dimensionale della decomposizione D, scegliamo

un punto su esso, differente da 0. Siano e ., questi punti che s

]5-1- p

pOSONo considerare anche come estremi di vettori uscenti da O.

Indichiamo con A 1'insieme di tutte le coppie di indici (i,j) per cui
e, e ej appartengono ad uno stesso 2-cono simpliciale della decomposizio
ne. Allora una metrica normalizzata in 0 & determinata dalla matrice (sim
metrica) a coefficienti reali

{{ei,ej:: ) (i,J) € A.

>e N € la cardinalita dell'insieme dei 2-coni simpliciali della decom-

posizione, ogni matrice del tipo precedente (e quindi ogni metrica riemannia

na normalizzata in 0) pud essere identificata ad un punto di LRN.
Naturalmente
p
N < +
<G) o+

dove al secondo membro compare la dimensione dello spazio delle matrici

simmetriche di ordine p.

. . . B o L
Quindi, fissata una decomposizione O di R, 1'insieme (D de
tutte le metriche riemanniane in 0 riceve una topologia, quella indotta da
\ . _ . N . . . .
R tramite 1'applicazione (D) - R che associa ad ogni metrica in

. N

J 11 punto di R corrispondente alla matrice associata. Indichiamo an-

cora con '(D) To spazio topologico di sostegno r(D). Sia o

A
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un raffinamento di D, allora p' >p da cui N' >N e quindi

(D) ¢ ~(D').

Allora sull'insieme

possiamo introdurre la topologia debole, cioé U c r(m) & per definizio

ne aperto in “(m) se e solo se unr(D) € aperto in (D) per

ogni D.

3. L0 SPAZIO  ~(m).-

'3.1) Consideriamo ora 1'insieme PL(m) dei germi dei PL-omeomorfism

s(R" , 0) - (E,0)

L'insieme P1(m) pud essere dotato di struttura di gruppo con l'usua:

.. . L. : o m m
composizione tra applicazioni avendo identificato E con R .

Indicato con O(m) 11 sostegno di PL(m) costituito dalle trasformazion-

R | | B . :
ortogonall di E  si consideri

M= PLMD 6 ()

Poiché O0(m) 1in generale non & normale in PL(m), 1'insieme quoziente 1in

generale non & un gruppo.

L0 sSpazio "(m) & fondamentale nella teoria dello smussamento. Intanto
vale 11 sequente teorema che permette di identificare "(m) con m

prima introdotto.

'3.2) TEOREMA. -

Sea o AL germe det  PL-omeomorpasme



Allorna L'applicazione

r..'-...-

i

Vo PLim] —=>T1m. G —s T

S aattorzza thamcte La corrlspondenza bDAUAVCCa

Dim. -
o . m . . , m .
Poiché una trasf. ortogonale di E  non cambia la metrica di E ., si
na chiaramente
PL(m) —— “{m)
/f
T . f )
(m)
dove 7 € la proiezione canonica. Si vede facilmente che O & surietti-

. _ * , : m -
va. Infatti, considerata una metrica normalizzata v in 0 e R , per i’

lemma princiaple (2.1) del Cap. 1 esiste un PL-omeomorfismo ¢ : (R ,0)= (E ,0)

tale che T
b

]

Y.

supponiamo ora che

siano due PL-omeomorfismi tali che o~ = 1 . Allora sempre per ii lemma
21 P2

prima ricordato si conclude che ¢, e ¢, differiscono per una trasforma-

zione ortogonale. Cio prova 1'iniettivita di o |

. m . . e
(3.3) Sia M una PlL-varieta. Per ogni punto x € M indichiamo con

) 1o spazio topologico di tutte le metriche riemanniane normalizzate in x.
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Allora

M) = ng X

e 10 spazio totale di un fibrato (localmente banale) su M con fibra “(m).

~a quanto precede segue che

(3.4) PROPOSIZIONE. -

Jgnd metrica eemanniand con denscta do volume costante su M ¢ una 5@:15

1 contonua ded 4ibrato r{M).

Ua questa proposizione e dal lemma principale segue

(3.5) TEOREMA. -

La vareeta combanatorea M ammette una struttuna diagperenzaabole compais

oo con La struliuna combanatonda se 2 sode Se 8451 und SezA0ne gLobaal

n (M), Ognd sezione continua n M) defanisce uno sumussamenic,

Junque le ostruzioni a smussamenti su M si possono interpretare come

ostruzioni alle sezioni del fibrato E=(r(M),M,p) di

fibra T(m; {con
nessa per archi).

Ora, come e noto, le ostruzioni s1 trovano nei gruppi di coomo
logia

' (M5 7 (T(m)))

della varieta M

la fibra.

a coefficienti nel gruppo d'omotopia (i-1)-dimensionale del

,1

4. LA_RELAZIONE DI CONCORDANZA

(4.1) S1 denoti con S(M) 1'insieme deile sezioni continue in T(M]
e quindl degli sumussamenti di M. Se o« € S(M), indichiamo con M |3
varieta differenziabile M

con la struttura indotta da =

e

[n S(M) esiste la reiazione di equivalenza " " " del diffeomorfismo

M diffeomorfa a Mﬂ
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Ora vogliamo introdurre un'altra relazione di equivalenza, pil adatta a

classificare gli smussamenti.

Siano x ,8 € S(M). Essi sono detti concordanti (nel senso di Milnor)

in simbolji a v B, se esiste v € S(MxI) tale che

o(MxI) =M xOUM x 1,
' Q 3

51 vede facilmente che la relazione di concordanza & una relazione di equi

valenza. Si pud inoltre dimostrare che

ma non & vero il viceversa ([3]).

Tenendo conto poi dei risultati del paragrafo precedente, & facile vedere

che:

(4.2) PROPOSIZIONE. -

v LB <==> a g odove s 2 «ndecata cen "o " Llusuale nedazeone
d'omotopia di seziond.
Dim.
Infatti se x v et Mo~ o(M) esiste un'appl. continua
r - Mx I - (M)
tale che
v(x,0) = a(x) vix,1)} = 6(x)
C10é esiste una y € S(MxI) tale che
v | (Mx0) = «a y [(MxT) = ¢
cioé a € B sono concordanti.

L'inverso € ovvio.

-
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[ndicando con S(M) = S(M)/~ le classi di concordanza di S(M),
e con M r(M)] le classi di omotopia delle applicazioni M - r(M) (i

cul lTivelli sono sezioni) dalla proposizione precedente segue

(4.3) COROLLARIO. -

GLL Anscemd S(M) e LM,F{M]} S0N0 AN CoUspondenza bAuncve
e, An s4mbol
S(M) = [M,T(M)]

m

W

(4.4) In particolare, se M =S si ha

Ora per m < 3, Munkres e Smale hanno dimostrato che tutti gli smussamen

I || . . .
ti di S sono concordanti, lo stesso ha dimostrato Cerf per m= 4. Quindi

ﬂm(T(M)) = ( m < 4.



