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CAPITOLO I

UNA CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PER LO SMUSSAMENTO.

1.PREMESSE

(1.1) Sia M una PL-varieta di dimensione m e
or -
K ={a } o € A 0 <r<m r = dim A
8/ - _ o

11 complesso simpliciale associato ad una triangolazione di M. Nel segui-

to identificheremo M con il suo schema combinatorio K che pensiamo rea

: . . . N . . :
11zzato in modo euclideo in R (anche se ciG non & necessario).

Sia inoltre T wuna struttura combinatoria riemanniana di classe C° su
m

M: ci0oé ad ogni simplesso massimale (chiuso) o = A e associata una strut
o hd
tura riemanniana continua I  tale che
a
FrfoAnt =T |onr
o] T
per ogni coppia o, t di simplessi "vicini" (cioé tali che or-

sia un (m-1)-simplesso di K). Si dice anche che la struttura riemanniana

e C°-compatibile,

Se x e |K|] =M allora definiamo
-
A(X) = {a € A|x e 0 <r <m
o =r=
, r ,
AM(X)={a € A |X € A r=m;
roo_ . . N C . L .
Ora 4 € immerso in R , quindi ha una struttura differenziabile in-
N

dotta da quella di R ; ha senso quindi considerare lo spazio tangente

T (&.) a a; nel punto x.



Consideriamo ora cammini:

r't

Y
Az

. 1

d1 classe C1 uscenti da x e definiamo

[ - r‘
) |

VO(x,M) ={v]v =

La struttura riemanniana in M definisce una metrica piatta euclidea

r . : . ro.
su V (x,M), che & detto angolo solido tangente di aa in x. Per de-
finizione dim Vr(x,M) = r.
9
L] ﬂ_} - - L] l - L - 1".
Indicata con S' ) ta sfera unitaria di centro 1 origine di TX(L?;,
Ot o 9!

consideriamo 1 “"triangoli sferici”

Tr-l(ij) = V;(}c::.M)i"‘!Sr“1

a € A {X)
o

O 4 A

e . . r . .
Le relazioni d'incidenza tra i 4 {(a € A(X)) determinano relazioni
a
e ., , L. . |
d'incidenza tra i V {x,M); queste determinano relazioni d'incidenza tra
o

triangoii sferici. Possiamo allora considerare i complessi seguenti {con le

relazioni d'incidenza indotte):

V(x,M) = {V (x,M) la € A(Xx), 1 < r < m}
{1 Fl— P

2{x,M) = {Trﬂlfm e A(x) , 1 <r<m
::1 o e

Allora
T(x,M) € V(x,M).

L . m e Sm,
Chiamiamo poi misura dell'angolo Vﬂ(x,M) e la indichiamo EVZRX:M}

m
. m-1 . m- 1 . . .
la misurasu 3 S di v (x,M), che dipende daila metrica nel vertice
oo 2
La somma - .
) Q(x,M) = v GM)T

3

X .



& detta densita di volume di © 1in x. La varieta triangolata M e detta

a densita di volume costante se

cm=1
¥ XEM 2(x,M) = |S !m-1

Si osservi che la densita di volume & certamente costante in ogni punto

che non appartiene allo scheletro (m-2)-dimensionale.

(1.2) Esempio.-

Consideriamo la varieta bidimensionale tetraedro regolare con la metrica
. . C 3 Cis - . .
indotta da quelia di R™. Esso non ha densita di volume costante; nei verti-

Cl1 S1 ha infatt

Q(x,M) = 3 g = 1 # 21 = ES]E1

Ma & possibile modificare la metrica data in modo che essa diventi a

densita di volume costante. Nel caso particolare basta che la nuova metri

ca raddoppi gli angoli.

(1.3) Osservazione.-

in generale si vuole che un angolo « diventi B8 , Ci0@ C0S o = a

diventi cos B = D.

Si deve trovare un nuovo prodotto scalare (h..) tale che

1J
Nii v W b Gy: v wd
Vo s o SRS Vo wa £ SR
h..vve Vh,.ww Vg.. vV w Vg.. ww
1) 1] 1J 1)

Conoscendo 1 coefficienti (gij) ed applicando 11 principio d'identita

dei polinomi si ricavano i coefficienti (hij)'
2

In particolare se vogliamo B = lu e quindi cos B=2C0S a-| si ha

b = 2a2-1.



(1.4) Supponiamo d'ora in avanti che M sia a densita di volume costan
te. S1a x, € M un punto di M che possiamo sempre supporre essere un ver
tice; infatti, se non lo e, & sempre possibile, tramite una suddivisione,
far diventare x_, un vertice della decomposizione. £ la metrica indotta sul

1a nuova suddivisione ha ancora densita di volume costante.

Inoltre poiché dobbiamo verificare proprieta locali, possiamo limitare

le nostre considerazioni alla stella St(x,,M) che supponiamo abbia verti
i ) & | .
CT XosVasovsV . Ora St(x,,M) ¢ V(x,,M) e ogni angolo va(xD,M) C Vi(Xy,M)

na una struttura affine ben determinata; indichiamo con Sj 11 vettore

e i
XV, {(i=1,2,...n).

i

r , \ . _ roo. , .
Se V. €& St{xy,5t) si considera su A 11 campo Xi dl vettor
8/ .

L L] r r L L -
paralleli con X.s Che viene esteso a V (XosM) & . La metrica riemannia
2 O —

r i _ o _ -
na T ¢ determinata dail prodotti scalari

-
Y
o

(1.5) LEMMA. -

Cor Lo sxesse petesa e nofaziond s4 costrusca su Vix M) una metrica

(%) H'u":l-ir_
weemanneand costante ?x (M) ={ T } , o € Alx ), mediante L sequen
O & S
¢
te predotto scalane
< X, X, > <X X .> =€ Vix,, M)
L { £ { X ’
AlLoaa ToMY na densdLid do votume costante.
-
Dim. -
. =
La proprieta N 5m~1 = w(F, V(Xs,M) per =€ V(x,,M) fa in-



iy

tervenire solo il prodotto scalare < , > . Considerata la seguente omotopia
¢,
XX = <X.,X.> 0 <t < 1
‘ T’XJ t,g 175 (1-t)xe+te T
abbiamo
im < , > = qi.,x_> = < >
50 t,é 17 J X 3
Ora  a{&,V(Xxy,,M)) g’ é una funzione continua della variabile t, e
< >
T ot.e
quindi
(£.V(X5,M)) v 2{E,V(XgsM)) Vi < . ”E : -
[S t“‘a.O b
. .. M- | m- 1
= Him a(e,V(xe,M)) = 1im |S° | = |S |
N0 T (1-t)x st
che prova il lemma.
(1.6) LEMMA, -
# - F HLI .
Swa Vix M) dotate della mefrnica riemanniana Fx (M) e s
W - 'S, .
Av oy
PK Cix M) La metridca Andotfta su E[IO’M}' ALLona Fx (E{XU,MJ? na
9
¢ ¥

densita de vofume cosfante.

Dim. -

Sia £ € £{x,.,M) e VF(XG,M) un angolo solido che contiene -, allo-
X

ra

V (eV(x,,M)) =V {g,rr_](xo,Mﬁ @ R ¢
B |
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dove ® denota la decomposizione ortogonale (si1 osservi che i1l raggio

r-]

che contiene & & ortogonale alla sfera Sa (XosM)).

Da questa decomposizione si deduce

Com=1 |
Voo (g, Z(x _sM)) ]|
E -
VTﬁaaV(XnaM)} = — - s 15
At & m=2
S
Inoltre _
{ v — ) ] =
j(g,u(xD,M)) HEA‘(XQ)[Va (Q,E(KD,M))[
- Mm-2 . m=2
. 15 I (kM) = 2l ™y L ™2
ism'] a€N' (X)) o rSm-]I

tenendo conto anche del lemma precedente. |

2. IL LEMMA PRINCIPALE .

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente lemma fondamentale per i

sequito, dove si € indicato con £ 1o spazio IRm' dotato della metrica

euclidea ordinaria.

(2.1) LEMMA. -

Sia M una Pl-vardletad dao dimensione m e T und metrnlcd mAemannia-
na su M dd classe C a demsitd di velume costante. Allona ¥x € M

esaste un  PL-omeomorfLsmo

oix M) os Vix M) M elx ,MM{x | = C

vercgacante Lo seguent( propileia



(L) olx M)V (x M) con o € ﬁ{xﬂ) 2 un'Lsometra Aull' Aammagine
s { '

r—\.-
(2

L) elx M) 2 undee a meno d4 Lsometrde dd Em;
(UL six ,M) varda An modo continuo quando X VRACOANE  Un SuC Antoane
U s

stellalo.

(2.2) Osservazioni. -

La proprietda (i) dice che se o(X,,M) esiste,allora esso si pué costrui
L _ m
re come segue. Si parte da un angolo solido tangente massimale Vu(xn,M)

che rappresentiamo isometricamente in E  in modo tale che il vertice X,

di Vm(xg,M) vada in O eiEm, Chiamiamo tale 1sometria ¢](xg,M). Consi-

deriamo ora un altro angolo solido tangente massimale di V(x,,M) adiacente

al primo, se o(x,,M) esiste, allora b, (X,sM) pud essere esteso al

|

nuovo angolo in modo unico tale da yerificare(i) e cosi via.

Dim. del lemma. -

Procediamo per induzione sulla dimensione m di M. Per m= 2 1] teo-
rema & chiaramente vero.Infatti per ipotesi & possibile "sviluppare” sul pia
no (in modo isometrico)} le piramidi Vz(xﬂ,M) e poi si procede come indica-
to nell'osservazione precedente. Supponiamo quindi vero il teorema per m-]

e dimostriamolo per m.

Supponiamo allora di aver costruito ¢(X,,M) soddisfacente le proprie
ta 1) iv) e sia

(xo M) 5 S(xgM) — ST

la restrizione di o(Xs,.M) a DX sM).
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indichiamo con 1') - iv') le corrispondenti affermazioni di 1)-iv)
del teorema in cuil abbiamo cambiato 3 con ¥ V cont ed E con S. Al

lora (x,,M)  soddisfa i')-iv')

inversamente supponiamo di avere un'appl. ¥(xg.,M) che soddisfi 1')-1v’

Allora esiste una ed una sola possibilita di costruire i(XoeM)  in modo
tale che soddisfi i)-iv) e inoltre valga o= oA0T,
racciamo vedere ora come possa essere costruita Y (X sM)

Sia w. (1 <1 <) 1l vertice di c{x,,M) collineare con x. e x

dove X., X;,...,x_ sono 1 vertici della stella S5t(x,,M).

Vs
)
|
Koo~ o - :
0 | v j "W,
. J | J
e f
T o !.I
Ve T ;
|
.
W
K
Per prima proveremo che si pud costruire ¥(Xs,M) su St(wi,i), dopo
faremo vedere che (x ,M)  pud essere estesa su tutto “{x,,M). Ora

"(X,sM) & una varieta combinatoria di dimensipne m-1, sulia quale per 11 lem-

" - . “ h . " - | e 1
ma (1.6 si pud considerare 1a metrica T{Z(Xs,M)) di densita di voiume
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costante. Possiamo ailora appiicare a T{XxssM) T'ipotest induttiva. Dun-

que esiste un PL-omeomortismo

_ ; m-1
bgﬂwi,L{Xﬂ,M)) : V(Wiaiixng)) L
che soddisfa i)-1v).
.- . W= . . . .
Sia w. un punto di S e consideriamo i1 diagramma seguente
)
f
- , - W., { Xe oM _m-1
h'{ml.sﬂ':{xuﬁM)) tbﬂl _.i_? (—Eﬁ‘) . r
%
exp . exp.
Lw,f | P
. : ]
o ¢
§ bo(xg,M)
W . _
, ; e 1 -
Sttwi,zixﬂ,M}) - r S

L

dove exp- e come al soiito ['applicazione che associa ad un vettore tangen

-
J

. m=1. _m=1 m-1
i

te v e - (S '} = ¢t il punto di S a distanza | v da w. <Suila
. I
1
geodetica uscente da W, nella direzione v; analogamente per exr consi-
W .
derando la metrica (z(x.,M) . L'applicazione ?w (x.,M} e quella cne
_1"'

rende commutative 1l diagramma.

S1 osservi che ogni 1-simplesso (w.,w | ¢ St(w.,2(x,,M)) € un arco ai

i ; 3
cerchio massimo [essendo (XM} € Sm_]). L'appl. ¢ (x,,M} ha le se-
"
quentl proprieta.
1) porta ogni 1-simplesso  iw.,w., in un arco congruente di cerchio massi

. m- |
mo 1n S
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2) conserva 1'angolo tra ogni coppia di 1-simplessi [wi,wjj : iwi’wkj

appartenenti allio stesso 2-simplesso contenuto 1in St(wi,z(xﬂ,M});

3) € un omeomorfismo di un intorno dj W sull'immagine. Inoltre 1'ap-

plicazione i (x,,M)) soddisfa 1')-1i').
.i
_ . L . _ m- |
Noi ora costruiremo Y(x.,M). Fissiamo un simplesso massimale - €
X

I—'

Z(x,,M) e scegliamo un'immersione isometrica:

v (X,,M) : Tm*] > Sm*1.
o ot
0 o

Lo scopo & quello di estendere tale immersione a tutti i simplessi massima

19 di z2(x,,M) e quindi a tutto zI(x,,M).

. m-1 L. i . . 3
Sia T un qualsiasi simplesso massimale di r(x,,M). Esistera allo-
8!

ra almeno una catena (di simplessi massimali)

m-1  m- m- | m- 1
y (t o, ot T =1 )
) A O o
0 ] D
: | . m-1 m-1
tale che ¥i , 0 <1 < p-1 , dim(z N T ) = m-2.
— — . o,
] i+1
51 pud allora costruire induttivamente partendo da ¢ un'applicazione
continua P -1
g Uo7 + S
vy 1=0 .
1
con le sequenti proprieta
m- |
(a) v |1 = ¥ (Xg,sM)



- | m-1 m-1 m-1
D) (T J Y (1 ) = v (TDL N T )
R \ .
L BT L i+]
m-1 i . . : .
(C) ¥ in 0 <i<p e un'immersione isometrica.
¥ i - —
1
La condizone (b) pud richiedere che si debba ancora suddividere S(r, ,M)

che supponiamo si possa fare.
Poniamo allora per definizione

¥(Xo5M) | T = ¥ i1

Rimane da far vedere che tale definizione € ben posta, non dipende cigce

. m-| m-| 1
dalla scelta della catena congiungente T con ot o, una volta sceita
O

1'immersione iniziale v (XssM).
A
o

Innanzitutto notiamo che per 1'ipotesi induttiva, dato un qualsiasi sim-

nlesso r € (X,,M) (di dimensione arbitraria) e una immersione isometri

m- | . L. . . -
ca ¥ : - >S5S di un qualsiasi simplesso massimale o € St{t,LZ(Xo,M)),

3

allora esiste un'unica i1mmersione

- m- 1
che ot St(t,2(%xesM)) = S

(1)  estende Y in modo continuo,
(1) quando & ristretta ad un simplesso massimale di St{r,Z(Xg,.M))

& un'isometria.

Infatti ¢ & un'applicazione aperta sull'interno di St(t,5(Xxs,M))

\

Ritorniamo ora alla nostra questione.

. . . m-= | m- |
51ano e 5 due catene congiungenti 1 e T
) ;
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C . oam=1 , . ) .
Poiché S é semplicemente connessa per m > 3, allora esiste una "omotopia"

vy. (1 <J <N) che la collega,cioé una successione finita di catene v,

J J
Y= Y-! :YZ:---:YN = Y'
tale che ¥3 , 1 < J < N-1, 1le catene Fj € yj+1 sono della forma
- b, . = (a,b',cC
Y (a,b,c) Yie] ( )

dove a,b, b', C sono catene e b,b' sono contenute in St(t,I(X,,M))
per un (arbitrario) simplesso T € L{Xg4,sM).

Da queste considerazioni seque che ¥(x,,M) & continua.

L. m- 1 m-1 . . . ., m=1
Infatti siano T = T due arbitrari simplessi con dim(x |
O
m-1 . . m- | m- |
T ) =m-2 e sia vy una catena congiungente T con T
(X o
m- 1 ) . - HER m-1 .
Allora (YsTB ) & una catena congiungente T con T e quindi
o
Q

pud essere usata per definire ¥(x,,M) su entrambi i simplessi
m- | m- | L. , C. . .
T = T, , dalla definizione di queste restrizioni segue che V¥({x,,M)
: . m- 1 ~ . .
e continua su T A T: ] e quindl e continua.

Come si diceva prima, 1'ipotesi induttiva implica che Y(x,,M} €& aperta.

ﬁ . . m-1 m-1 .

[noltre Y(XosM) (Z(XesM)) € chiuso ed aperto in S ma S e connes

SO per cui vale
V(x_M) (2(x.,M)) = ™)

Poiché  v¥(x,,M) € una isometria locale si ha la diseguaglianza stretta

Mis [¥(Xq,M)(Z(X,,M))] < 2 Mis | ¥(Xq,M) (T
T €5(X,,M) 1
i

se e solo se ¥(x,sM) & non iniettiva. Ora il primo termine della di-
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] L - : : .
| poiché ¥(Xs,M) €& suriettiva; ma anche il se-

m-TI

. . M-
seguaglianza € |S

condo termine della diseguaglianza € 'S per 1'1potesi della metrica
con densita di volume costante, per cui si conclude che ¥(x,,M) e an-

che inlettiva.

51 conclude allora che “(x,,M) € 1'applicazione richiesta.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema che da una condizione analiti-

ca necessaria e sufficiente per 1o smussamento di varieta PL.

(2.3) TEOREMA DELLO SMUSSAMENTO. -

S

, , . : 5 A

Se T 2 una metuea aLemanniana do classe C con densata do vo-

tume costante sulla PL-varnieta M, allorna T degancsce una Stuwliu
, L . ] L |

na dafgernenziabile do classe C su M, compatibile con La struttura

combAnatonia.

Dim. -

Sia V(M) = ng V(x,M) (unione disgiunta) con la topologia naturale e

consideriamo il diagramma

M — V(M) —

> M

dove le applicazioni sono cosi definite

s(x) = 0 € V(x,M) p(V(x,M)) = X

(1)

>1 vede subito che esso individua un microfibrato equivalente al

microfibrato tangente di M

(}) Cfr. £3 dell'Appendice.
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A r
Mt o Mx M lom
Basta far vedere che un intorno della sezione nulla di V(M) & un intor-

no anche della sezione nulla di M x M.

51 considerino infatti M x M , con una triangolazione indotta dalia re
ticolazione di prodotto topologico, e St((x,x),MxM) per x € M. Ovvia-
mente St(x,x),MxM) & un intorno di (x,x) in M, ma anche un intorno di

(x,0) in V(M) come si pud vedere facilmente.

Infatti 1'affermazione (1) del lemma ci permette di introdurre una
struttura vettoriale sulla fibra di V(M) e 1la (ii) c¢i assicura che tale
struttura e ben definita. La proprieta (iii1) esprime la banalita locale.

Quindi i1 microfibrato tangente ammette una struttura vettoriale e per un
(2)

L . ] " . .
ziabile di classe C  compatibile con la struttura combinatoria.

teorema di Milnor si conclude che M ammette una struttura differen

(2.4) Osservazioni .-

Da quanto procede & chiaro che cosa debba intendersi per spazio tangente

ad M in un suo punto x,. Fissiamo 1a nostra attenzione al caso in cui

X, Sla un vertice di M, gli altri casi essendo contenuti in questo dopo

un'opportuna reticolazione.

. r _ . . * , .
Indichiamo con E 10 spazio vettoriale di dimensione r che contie-
Q

r C : - m
ne Vu e limitiamoci al caso r = m, ponendo per semplicita V = V .
X

Sia m
o XosM) ¢ V(x4 ,M) — E

1 'omeomorfismo del lemma (2.1) e

LA - 1 " . i AR
.=, Cfr. 1 Appendice (3.7)



1'isometria indotta. Ora b si estende ad un'isometria

> -k -~ k.

. 8

Sia v un vettore (uscente da x, e€) appartenente a Va. Allora
X

5> (v )=w €W e chiamamo
a o X
-1
Vr:p:" W
= (W)

che risulta unico.

Infatti se o : E - E & un'isometria risulta commutativo 1l seguente
diagramma
o e quindl
L3
\ -1 _
— e O - P oo =
0 . 0 2 aB & 91 A
E ",
,/’ N essendo
;a' t‘- . - (" V = 0 { V
_,-f/ ! 3 B ») E Illl A )
£ —
X E
o
a R
L'insieme vV , di tutti i vettori corrispondenti nel modo
o a€A{ Xy )

sopra detto costituisce per definizione 1o spazio tangente in x, aiia

PL-varieta M.

Concludiamo dicendo che cosa debba intendersi per funzione differenziabile

£ +-M->R in x. e M. Sia f : M >R una funzione continua tale che

ko

f = flv sia differenziabile per ogni o . Questo ha sensoc poiche su

V Ct esiste una struttura differenziabile canonica. Diremo che 1 e
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differenziabile di  x. 3e

dove v =p _ (v } & considerato come derivazione su

CAPITOLO

bt
b ce

PROBLEMI DI SMUSSAMENTO. -

Alcuni Lemmi.-

(1.1) Sia
ot ®,0) - (E,0)

: f . . . i
un PL-omeomorfismo. Allora esiste una triangolazione, U a1 R e una

S || . : L L. . | .
di E tale che ¢ sia simpliciale, si pud inolitre modificare o ¢

in modo tale che le origini siano vertici delle due triangoiazioni.

Consideriamo ora St(0,D) e prolunghiamo radialmente da J tutti 1 sim-
plessi della stella che contengono 0. Analogamente per St(C,T). 37 ottie-
ne cos1 una decomposizione D di R (risp. T di jEm} mediante "coni sim
pliciali" con vertici in O.

L'applicazione ¢ | St(0,D) si estende linearmente, in modc unico, a

N L . S ~
tutto R e costituisce ancora un PL-omeomorfismo, che indichiamo

H* -

Si vede facilmente che vale

(1.2) LEMMA . -

- . i "o .
S{ﬂ.ﬂ(} ¢ 1y P ' {E 3 O } - EL 3 '(.1 5 Jfﬂﬁ:i PL - 'meomo A LAMA . ‘ii_ {ohva
! i L !



