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INTRODUZIONE

Una varietà topologica M(paracompatta) è detta triangolabile se esiste un

omeomorfi smo

detto triangolazione, tra il sostegno di un complesso simpliciale localmente fi

nito(-)K ela varietà stessa. Il poliedro P - IKI si può pensare sottoinsieme di

qualche spazio euclideo R
N

. Un'applicazione

m
f : P -> R

è detta lineare a tratti (o PLcpiecewise linear) se esiste una decomposizion~

r
(f:,}(aeA,

a
O ::. r ::. m) di K •per CU1

r Rm
: Ò ->

a

è un'applicazio~e affine

~ = {( U. ,~ . ) ). I è detto
l 1 l e

rper ogni simplesso ò
Cl

PL se ogni omeomorfismo

E K(--). Un atlante di M

e PL

~. o 6~l: ~.(u.nu.) -> ~.(u.nu.)
J l 11 J J1 J

per la struttura lineare canonica di Rm. Una PL-varietà e una copp1a

(M,4» dove è un atlante PL massimale per M. Si dice anche che e

una PL-struttura per M.

Ogni PL-varietà (M,~) ha una triangolazione

T : P -> M

tale che ogn1 applicazione seguente è PL

-1 -l
T o~. : ~.(U.) -> p

l l 1

(t) Cioé in ogni vertice concorre un numero finito di simplessi (potendo essere
il compl~sso anche infinito).

~.. ) Cioé • r 1: r Lse a. sono l ve:rtici di ò e x = t.a.e 6 con t. - l , .11-•
l Cl l l l Cl l l

•
lora f{x) - h.f{a.).

l l l
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Una varietà PL con una triangolazione fissata, compatibile con la strut

tura PL, è detta combinatoria. Da quanto procede segue che ogni varietà

PL ammette almeno una struttura combinatoria, la quale in generale non è

unica; ogni varietà combinatoria poi induce una struttura PL. Perciò le

varietà PL e combinatorie spesso vengono confuse tra loro. Il loro stu

dio forma l'oggetto della topologia combinatoria.

Si può considerare la categoria

tà PL e i morfismi le applicazioni

PL e detta PL-isomorfismo.

PL i cui oggetti sono le varle-

PL. L'equivalenza nella categoria

Intuitivamente una varietà PL è una varietà di dimensione m con una

classe d'equivalenza di triangolazioni. Storicamente sono state formulate

le seguenti congetture:

1) Congettura della triangolazione:Ogni m-varietà topologica ammette

una struttura PL, o più in generale una triangolazione.

2) Hauptvermutung per le varietà:Due PL-varietà qualunque omeomorfe so

no PL-equivalenti.

Si è dimostrato (Poincarè, Rado, Papakyriakopoulos, Moise) che le due

congetture sono vere per m < 3. Invece R.C.Kirby e L.C. Siebenmann [4] han

no costruito esempi in cui le due congetture sono false per m~ 4.

Se M è invece una varietà differenziabile,la congettura l) è vera.

Più precisamente Cairn CD ha dimostrato che ogni varietà differenziabile

può essere triangolata, anzi Whitehead L14 J ha provato l'esistenza (e l'un.1

cità a meno di isomorfismi PL) di una triangolazione differenziabile campa

bile con la struttura differenziabile. Cioè su M esiste una triangolazione

T : IKI -+ M

tale che per ogni simplesso t::. E K, l'applicazione
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è un diffeomorfismo con l'immagine rispetto alla struttura differenziabile

di M.

Sorge allora spontaneo il problema inverso: data una varietà combinato

rla M, è possibile trovare su M una struttura differenziabile compatibi

le con la struttura PL, in breve uno "smussamento" (in inglese "smoothing")?

Munkres 1111 ha dimostrato che Cl sono ostruzioni a11 'esistenza di una

struttura differenziabile su una varietà M combinatoria e queste sono clas

. d' l' Hi(M,r i - l ) d 'l d' M rh 'lsllcoomoogla ove 1= , ... ,m= 1m e el gruppo
h-l

dei diffeomorfismi della sfera S modulo il sottogruppo invariante dei dif

feomorfismi che si estendono a diffeomorfismi del di,sco oh.

Ricordiamo che i gruppi

h = 1,2, ... ,6. (Invece per es.

h
r sono abeliani finiti
7 '" 8 '"r = 7l 28 , r =71 2 ).

Vh e
hr - O per

La teoria dello smussamento ha come oggetto il problema di studiare l'esi

stenza di smussamenti di varietà PL e di classificarli.

Se indichiamo con V~66 la categoria delle varietà differenziabili e

con Top la categoria delle varietà topologiche, le situazioni che si presen

tano possono essere illustrate schematicamente dal seguente diagramma

w
, PL

F

I Top

dove F è il funtore dimenticante e W il funtore di Whithead che ad una

data varietà differenziabile associa la varietà PL avente lo stesso so-

stegno e la struttura PL assicurataci dal teorema di Whithead.

Per ogni categoria si va allora alla ricerca di insiemi completi di inva

rianti che caratterizzino le classi d'equivalenza di varietà. Spesso la dif

ficoltà essensiale nel passaggio da una categoria a11 'altra risiede nel tra-
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durre adeguatamente i concetti propri di una categoria in concetti signi

ficativi anche per l'altra. Un esempio di ciò è il concetto di microfibr~

to introdotto da Milnor (1961), indispensabile nella teoria dello smussa

mento. (lO)

In questi appunti, che espongono risultati recenti di N. Te1eman [1~,

Sl affrontano gli aspetti analitici delle varietà PL • •1n una nuova V1S10-

ne diversa da quella seguita da Munkres, Hirsch, Lashof, Rothenberg. Infa!

ti estendendo la nozione di metrica riemanniana su varietà combinatorie, si

dimostra che le metriche così introdotte definiscono una generalizzazione

del concetto di smussamento, caratterizzando nello stesso tempo quali

delle tali metriche inducono uno smussamento nel senso usuale. Cioè si di-
mostra che su una varietà combinatoria M gli smussamenti sono in corri

spondenza biunivoca con le metriche riemanniane generalizzate a "densità di

volume costante" su M.

La presente trattazione può essere considerata anche un'introduzione

"geometrica" ai problemi dello smussamento. Infatti si dà anche una rea

lizzazione geometrica dello spazio PL(m)/O(m) che gioca un ruolo fonda

mentale nella teoria ormai classica dello smussamento. Esso risulta fibra

del fibrato

f(M) - UxeM
r
x

e 10 spazio topo10gico di tutte le metriche "riemanniane norma-dove r
x

1i zzate" l n x.

Allora la varietà combinatoria M ammette una struttura differenziabile

se e soltanto se esiste una sezione globale continua di r(M). Ogni seZlO

ne continua in r(M) definisce uno smussamento.

(lO) Cfr. l'Appendice.
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C A P I T O L O I

UNA CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PER LO SMUSSAMENTO.

l .PREMESSE-

(1.1) Sia M una PL-varietà di dimensione m e

r
K =(b. )

a
a € A O < r < m

il complesso simpliciale associato ad una triangolazione di M. Nel segul

to identificheremo M con il suo schema combinatorio K che pensiamo rea

lizzato in modo euclideo in RN (anche se cià non è necessario).

è associata una strut

Sia inoltre r una struttura combinatoria

M: cioè ad ogni simplesso massimale (chiuso)

tura riemanniana continua r tale che
o

• •nemanmana
m

o = b.
a

di classe su

per ogm COppl a o , T di simplessi "vicini" (cioè tali che arT

Sla un (m-l)-simplesso di K). Si dice anche che la struttura riemanniana

e CO-compatibile.

Se x € IKI = M allora definiamo

r
A(X) = la € A I x € b.

a
r

A'(x)=la € A Ix € b.
a

,

,

O < r < m}

r = m}

Ora b.
r

è immerso in RN
, quindi ha una struttura differenziabile in

a

dotta da quella di RN; ha senso quindi considerare lo spazio tangente

a b.
r nel punto x.
a
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Consideriamo ora cammlnl:

À : fO,11- -
r

-+ 6
a

di classe Cl uscenti da x e definiamo

r
V (x,M)
"

•
={vl v - \(0)

r
€ T (6 ) ,

x a
\(0) = xl

M definisce una metrica piatta euclideaLa struttura riemanniana in

su Vr(x,M), che è detto angolo
r

finizione dim V (x,M) = r.
a

solido tangente di
r

!~ ln x.
a

Per de-

Indicata con r-l
S

a,X
l a sfera unitari a di centro l'ori gi ne di

consideriamo i "triangoli sferici"

r-l
T ( x,M)

a
a€A(x).

Le relazioni d'incidenza tra i
r

6 (Cl € A(x) ) determi nano re l az ion i
Cl

d'i nci denza tra l rV (x,M); queste determinano relazioni d'incidenza tra'
"

triangoli sferici. Possiamo allora considerare l complessi seguentl (con le

relazioni d'incidenza indotte):

V(x,M)
r la € !\(x), l- {V (x,M) < r < m}
" - -

l:(x,M) . r- l I
€ A(x) l < r < m}- t T l a. ,

"
All ora

l:(x,M) c V(x,M).

Chiamiamo pOl mlsura dell 'angolo m
V (x,M) e la indichiamo

a
mIv (x,M)
a m

,

la m~surasu
m-l

S
a,X

di m-l
T (x,M), che dipende dalla metrica nel vertice
"

x.

La somma
n(x,M) - (x,M) Im
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e detta densita di volume di r 1n x. La vari eta triangolata M e detta

a densita di volume costante se

VxeM
m-l

:l(x,M) = 15 I lm-

Si osservi che la densita di volume è certamente costante in ognl punto

che non appartiene allo scheletro (m-2)-dimensionale.

(1.2) Esempio.-

Consideriamo la varietà bidimensionale tetraedro regolare con la metrica

indotta da quella di R
3

. Esso non ha densita di volume costante; nei verti

ci si ha infatti

Q(x,M) - 3
n

3
- n I 2n

l
= 15 h .

Ma è possibile modificare la metrica data in modo che essa diventi a

densità di volume costante. Nel caso particolare basta che la nuova metrl

ca raddoppi gli angoli.

(1. 3) Osservazi one.-

in generale si vuole che un angolo

diventi cos B = b.

diventi B
. -, Cloe cos ~ = a

l Jw w
a I O• •

chescalare (h .. ) tale
lJ

• •

b g"vlwJ
- a"i ,- li j' /

Vg .. V W Vg ..
l J l J

nuovo prodotto
, J

v w
1 I i j
V h..w W

1J

h' .1J

Si deve trovare un

Conoscendo 1 coefficienti (g .. ) ed applicando il principio d'identità
lJ

dei polinomi Sl r1cavano i coefficienti

In particolare se vogliamo
2

b = 2a - l .

B - 2a

( h .. ) .
lJ

e quindi cos
2

B=2cos a-l S 1 ha
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(1.4) Supponiamo d'ora ln avanti che M Sla a densità di volume costan

te. Sia Xo € M un punto di M che possiamo sempre supporre essere un ver

tice; infatti, se non lo è, è sempre possibile, tramite una suddivisione,

far diventare Xo un vertice della decomposizione. E la metrica indotta sul

la nuova suddivisione ha ancora densità di volume costante.

e ogni angoloCl

Inoltre poiché dobbiamo verificare proprietà locali, possiamo limitare

le nostre considerazioni alla stella St(xo,M) che supponiamo abbia vert~

{(Xo,M) c V(xo,M)
Cl

ha una struttura affine ben determinata; indichiamo con S.
1

i 1 vettore

xov. (i=1,2, ... n).
l

r r -
Se v. e t- c St(xo,St) Sl considera su 6 il campo X. di vettori

1 Cl Cl 1

paralleli X. , che viene yr (xo,M)
r

La metrica
. .con esteso a 6 • r1 emannl a

1 " Cl

r
determinata dai prodotti sca1arina r e

a.

- - yr< X. , X.> ~ e
1 J -

" Cl

(15) LEMM~. -

V(x ,MI'.,

'" "'fL.
co.o.t:an..te IM) ={

,
"l.-l.emanrt-ta.na r r J ,

X Clo
.te Iywdot.t.o ~ca.ta.'e

Cl € A(x ), mecu.[mte ~r oeguul
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tervenire solo il prodotto scalare '"< , >_. Considerata la seguente omotopia
~

abbiamo

- - ''I,...

<X"X'>t
1 J ,~

- -
-<X.,X.>

1 J (l-t)xo+t~
o <t < l

1i m < ,

t"o

" -
:> - <X. ,X.>
t, E; 1 J Xo

•

Ora il( ~,V(x o ,M))
< , '">

t,~

e una funzione continua della variabile t, e

quindi

,.«(,V(xo,M)) '"
< , ;.

~
l i m
bo

< ,
'v

>
t,~

lim ~(~,V(xo,M))
<

t--.-o '

che prova i 1 lemma. I_.

(1.6) LEMMA, -

- 1im
>
(l-t)xo+t~ t~

ISm- 1I = ISm- 1 I

'"S-<.a V(x .,\{} do.tIùo della me-ou:.c.a • • IM)
.

/t.L emIlYlIUill'la r e 6<A
" Xc, o -'" •

'"r I=Ix ,,Ii): to. me-ou:.c.a tYldo:Ua 6[( I(X , MI • AU.OIt./l " ("(x , M) ) ha.,
x o o x v

C o

deYL6.Lta cU. volume. c.o6.tante.

Dim. -

ra

r
V (xo.M)

a
un angolo solido che contiene :, a11 0-

r
V (~V(xo,M))
~ .
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dove

che contiene

denota la decomposizione ortogonale (si osservi
r-l

è ortogonale alla sfera S (x.,M)).
Cl

che il ragglo

Da questa decomposizione si deduce
m-l

IV (~, E(X ,M))I
Cl o--

Ism-21

Inoltre

tenendo conto anche del lemma precedente. ~

2. IL LEMMA PRINCIPALE.

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente lemma fondamentale per il

seguito, dove si è indicato con r m lo spazio Rm dotato della metrica

euclidea ordinaria.

(2 . l) LEMMA. -

S.i.a M una PL-vaJU.e.ta dA. cUmeYL6J.one m e r W'lO. mU!ùc.a JL.i.emamua-

.n 'u M ~; - o" 'e ca d ;,~ ~; n '"' U \i,~ 'J lU c.u.v.>'J a eYL6.0<..u lU vo<-wne c.o~;tan-te. ",-,-o1I.a ."- € M
C'

u~.te un PL-omeomo1I.6~mo

$Ix ,MI: V(x ,MI ~ JEm
o C'

$Ix ,MI Ix J ; Co co
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( \ $(x ,M) I li.
(x. ,~.I) A(X ) - un I AJ.> ome."tJUa -6uU' ooagùte;z, V c.on a e e

o a O O

lui ~(x ,M) - • cL<. AJ.>omw'<'e cL<. F'.e u.ru.eo a meno Io

I . . \ <:,( x , Mi
•

moda w~ùu.w quando peJtc.oMe .i.~li.I1Ceu.. ViVtA..a -tn x un f.>uo
o o

~.:te.ua.to .

(2.2) Osservazioni. -

La proprietà (i) dice che se ~(xo,M) esiste,allora esso si può costrul

re come segue. Si parte da un angolo solido tangente massimale

di ym(xo,M) vada in O e I
m

. Chiamiamo tale isometria

che rappresentiamo isometricamente in [m ln modo tale che il vertice

~l(x.,M). Consi

deriamo ora un altro angolo solido tangente massimale di Y(xo,M) adiacente

al primo, se ~(x.,M) esiste, allora

nuovo angolo ln modo unlCO tale da verificare(i) e COSl Vla.

Dim. del lemma. -

Procediamo per induzione sulla dimensione m di M. Per m = 2 il teo-

rema è chiaramente vero. Infatti per

no (in modo isometrico) le piramidi

i potesi è
2

V (x.,M)

possibile "sviluppare" sul pia

e poi si procede come indica-

to nell'osservazione precedente. Supponiamo quindi vero il teorema per m-l

e dimostriamolo per m.

Supponiamo allora di aver costruito

tà i) i v) e s l a

~(x.,M) soddisfacente le proprle

la restrizione di

- 11 -
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Indichiamo con i') - iv') le corrispondenti affermazioni di i)-iv)

del teorema in cui abbiamo cambiato ~ con f, V con 1 ed E con S. Aì

lora sùddisfa i')-iv').

Inversamente supponlamo di avere un'appl. f(Xo,M) che soddisfi

Allora esiste una ed una sola possibilità di costruire

tale che soddisfi i l-iv) e inoltre valga , I c
• ! Lo ,

Facciamo vedere ora come possa essere costruita

Sia w.(l<i<n)
1

il vertice di ~(x"M) collineare con x. e .<.
1

dove sono 1 vertici della stella

w·l
.\\,. ,

,
! w.

J

v'l
~
I

Per pr1ma proveremo che Sl può costruire ~(xc ,M) su St(w. ,~), dopo
l

faremo vedere che può essere estesa su tutto

di densità di volume

m-l, sulla quale per i l lem-

metrica

è una varietà combin3toria di dimensione
'""vf(L(Xo,M) )ma (1.6) si può considerare la
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costante. Possiamo allora applicare a

que esiste un PL-omeomorfismo

l:(xc,M) l'ipotesi induttiva. Dun-

m-l
.... I

che soddisfa i)-iv).

Sia w. un punto di Sm-l e consideriamo il diagramma seguente
i

~o(w. ,1.( XC ,M)
l i

m-l-t

m-l
S

exp
w. ~

1 '

•

I

l

exp_
w.

1

è come al solito l'applicazione che aSSOC1a ad un vettore tangen

te Su ì l a

cons1-

W.
l

da

ex~
w.

•

e quella cne

a distanza

v; analogamente per

m-l
S

. L'applicazione

i l punto di

nella direzione
'.,
)(z(xo>M)

W.
l

derando la metrica

exp
w·

1
•

T ( Sm- I \ .
v E - I •

W.
l

geodetica uscente da

dove

rende commutative il diagramma.

Si osservi che ognl l-slmp]esso

cerchio massimo (essendo c(x",M)

,
!W.,VI.~
• 1 Y

,m-l)c ~ .

c St(w.,z(x.,M)) e un arco 01
1

L'appl.

guenti proprietà:

l) porta ogni l-simplesso .' .
~w. ,w'J in un arco congruente di cerchio maSS1
• 1 J

ma 1n
•m-I

S ,
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2) conserva l'angolo tra ogni coppIa di l-simplessi

appartenenti allo stesso 2-simp1esso contenuto in

sull 'immagine. Inoltre l'ap-3) è un omeomorfismo di un intorno di

o/(xc,M). Fissiamo un simplesso massimale E
a

m-l

W.
I

i')-ii').soddisfaplicazione

Noi ora costruiremo
G

Z(xo,M) e scegliamo un'immersione isometrica:

m-l
: 1" -

a
o

m-lS .

Lo scopo è quello di estendere tale immersione a tutti I simplessi massIma

li di z(xo,M) e quindi a tutto L(xQ,M).

Sia m-l
T un qualsiasi simplesso massimale di

a
L(xo,M). Esisterà allo-

ra almeno una catena (di simplessi massimali)

m-l m-l m-l
"(::(1,1, ... ,T

0
0

al 0p

m-l
- T )

a

ta le che ~i , o < 1 , p- 1 d . ( m-l
, 1m T

O.
I

m-l
IìT )-m-2.

°i+1

Si puo allora costruire induttivamente partendo da ~ un'applicazione
a

o

conti nua p m-l
'U : .U T

Y 1=0 a.
l

m-l
S

o
,
••"

•
"'(a )

con le seguenti proprietà

m-l
T
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(b)
m-l

• (I
Y Ct., l

m-l
) M (I )-

y Q,. 11+

m-l
~ (I

Y Q, •
l

m-ln I )
Q,. l1+

(c)
m-l

'11 I-. ,
y a_

l

o < l < p e un'immersione isometrica,

La condi zone (b) può richiedere che Sl debba ancora suddividere

che suppon1amo Sl possa fare.

Poniamo allora per definizione

~(Y_ ,M)

m-l
I

Cl

m-l- ~ II
.( Cl

Rimane da far vedere che tale definizione e ben posta, non dipende c10è

dalla scelta della catena congiungente
m-l

I
Cl

m-l
con I , una volta sceìta

Q,

o

l'immersione iniziale

Innanzitutto notiamo che per l'ipotesi induttiva, dato un qualsiasi Slm-

plesso

ca ~

I € L(xo,M) (di dimensione arbitraria) e una immersione isometri
m-l

: c ~ S di un qualsiasi simplesso massimale o € St(I,L(Xo,M)),

allora esiste un'unica immersione

che

( i ) estende '"a
1n modo continuo,

(ii) quando è ristretta ad un simplesso massimale di St(I,L(Xo,M))

e un'isometria.

Infatti • è un'applicazione aperta sull 'interno di St(-,,';(xo,M)).

Ritorniamo ora alla nostra questione.

Siano e •
, due catene congiungenti I

Cl
)

m-l
e T

m-l •

- 1S -
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D ' h' Sm- l, 01 C e e semplicemente connessa ~r m > 3, allora esiste una "omotopia"

y,
J

(l<j<N) che la collega)cioé una successione finita di catene y,
J

tale che Vj, l < J < N-l, le catene sono della forma

y, • (a,b,c)
J

v, l = (a,b' ,c),J+

dove a,b, b', c sono catene e b,b' sono contenute in St("r(xo,M))

per un (arbitrario) simplesso

Da queste considerazioni segue che ~(xo,M) é continua,

,

e qui ndi

m-l
1

a

m-l
Te

con

con

m-l
T

a
O

m-l
T

a
o

d b't" l' d1'm(lm-lrue ar l rarl slmp eSS1 con
o

m-l
Tee

y una catena congiungente

m-l

e una catena congiungente

T
a

Allora

Infatti sl ano

m-lTe ) = m-2 e Sla

m-lh,T e )

può essere usata per definire ~(xo,M) su entrambi i simplessi

m-l m- l
T
a

e Te ; dalla definizione di queste restrizioni segue che w(xo,M)

é continua su m-l
1 (ì

a

m-l
"e e quindi è continua,

Come Sl diceva prima, l'ipotesi induttiva implica

lno ltre ~(xo,M) (r(xo,M)) è chiuso ed aperto in

che
m-l

S

e aperta,

e connes

so per CU1 vale

Poiché ~(xo,M) è una isometria locale si ha la diseguaglianza stretta

r
T~'h (x,,,M)
a,

l

r m- l .
Mis '~(Xo,M)(T )J

- a,
l

se e solo se e non iniettiva, Ora il prlmo termine della di-
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per un (arbitrario) simplesso

Da queste considerazioni segue che ~(xo,M) é continua,

,

e qui ndi

m-l
1

a

m-l
Te

con

con

m-l
T

a
O

m-l
T

a
o

d b't" l' d1'm(lm-lrue ar l rarl slmp eSS1 con
o

m-l
Tee

y una catena congiungente

m-l

e una catena congiungente

T
a

Allora

Infatti sl ano

m-lTe ) = m-2 e Sla

m-lh,T e )

può essere usata per definire ~(xo,M) su entrambi i simplessi

m-l m- l
T
a

e Te ; dalla definizione di queste restrizioni segue che w(xo,M)

é continua su m-l
1 (ì

a

m-l
"e e quindi è continua,

Come Sl diceva prima, l'ipotesi induttiva implica

lno ltre ~(xo,M) (r(xo,M)) è chiuso ed aperto in

che
m-l

S

e aperta,

e connes

so per CU1 vale

Poiché ~(xo,M) è una isometria locale si ha la diseguaglianza stretta

r
T~'h (x,,,M)
a,

l

r m- l .
Mis '~(Xo,M)(T )J

- a,
l

se e solo se e non iniettiva, Ora il prlmo termine della di-
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seguaglianza è jSm-l! poiché 'l'(x.,M) è suriettiva; ma anche il se-

condo termine della diseguaglianza e Ism-ll per l'ipotesi della metrica

con densità di volume costante, per cui si conclude che

che iniettiva.

Si conclude allora che 'l'(x.,M) è l'applicazione richiesta. _

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema che dà una condizione analiti

ca necessaria e sufficiente per lo smussamento di varietà PL.

(2.3) TEOREMA DELLO SMUSSAMENTO. -

PL-va/ÙW
l

cf.a.6M C

M, a..UoJta r de.6-<-1Ù6 c. e. una "bw;ttu

"u. M, c.ompa..:U.bile. C.011 {a ".t/uL'ttll.Aa

c.omb'<'na.toJWI .

Dim.-

Sia V(M) = U
xeM v(x,M) (unione disgiunta) con la topologia naturale e

consideriamo il diagramma

sM- ......, V(M) p, M

dove le applicazioni sono così definite

s(x) - O e V(x,M) p(V(x,M)) - x

Si vede subito che esso individua un microfibrato (l) equivalente al

microfibrato tangente di M

(1) Cfr. §3 dell 'Appendice.
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M Mx M

Basta far vedere che ur. intorno della seZlone nulla di V(M) e un intor

no anche della sezione nulla di Mx M.

Si considerino infatti Mx M , con una triangolazione indotta dalla re

ticolazione di prodotto topologico, e St((x,x),MxM) per X € M. Ovvia-

mente St(x,x),MxM) è un intorno di (x,x) in M, ma anche un intorno di

(x,O) in V(M) come si può vedere facilmente.

Infatti l'affermazione (i) del lenvna ci permette di introdurre una

struttura vettoriale sulla fibra di V(M) e la (ii) Cl assicura che tale

struttura è ben definita. La proprietà (iii) esprime la banalità locale.

Quindi il microfibrato tangente ammette una struttura vettoriale e per un

teorema di Milnor (2) si conclude che M ammette una struttura differen

ziabile di classe cl compatibile con la struttura combinatoria:j

(2.4) Osservazioni.-

Da quanto procede è chiaro che cosa debba intendersi per ~azlo tangente

ad Min un suo punto XC' Fissiamo la nostra attenzione al caso in CUl

Xo sia un vertice di M, gli altri casi essendo contenuti in questo dopo

un'opportuna reticolazione.

Indichiamo con E
r

lo spazlo vettoriale di dimensione r che contie-
"

ne { e l imi ti amoci al caso r - m, ponendo per semplicità vm
- V •

a a "
Sia

l' omeomorfi smo de l lemma (2.1) e

(2) Cfr. l'Appendece (3.7)
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~ - ~! : V 7 ~ (V ) _ W c E
m

Cl ex (). a. ex

l'isometria indotta. Ora

: E
a

Sl estende ad un'isometria

E.

Sia v un vettore (uscente da Xo e) appartenente a V . Allora
a a

9 (v ) - W € W e chiamiamo
Cl Cl o. ex

che risulta unlCO.

Infatti se D : E 7 E e un'isometria risulta cOlMlutativo il seguente

di agramma

p
a

~

c.. ,. \

,

•
-D,

o

e quindi
- l

p0.6 - o6 o o Q - J .
ab

E

"'". • D..... 8,
E ------~.E

a •
~

p
aB

essendo
v - o (v)

B aB

L'insieme ( v) ( )
a a€A X01

di tutti i vettori corri spondenti nel modo

sopra detto costituisce per definizione lo spazio tangente in Xo alla

PL-varieta M,

Concludiamo dicendo che cosa debba intendersi per funzione differenziaDile

una funzione continua tale che

sla differenziabile per ogn1 Il, Questo ha senso poiché su

V c E esiste una struttura differenziabile canon1ca. Diremo che f e
a a
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differenziabile di Xo se

v f

" "
v f =

y y
• • • • • • • • •

dove 'I - p
•, (v )

\ \..i
è considerato come derivazione Su ,'

I .

CAPITOLO II

PROBLEMI DI SMUSSAMENTO. -

Alcuni LelTl1li .-

(1.1) Sia
,,,,m O"
IL , )

un PL-omeomorfismo.

di [m ta 1e che

Allora esiste una triangolazione. D dl ~m e una

• sia simpliciale, si può inoltre modificare D T,

ln modo tale che le origini siano vertici delle due triangolazioni.

Consideriamo ora St(O,D) e prolunghiamo radialmente da Cl tutti i 51m

plessi della stella che contengono O. Analogamente per St(O,T), Si octie-
- m - m

ne così una decomposizione D di R (risp. T di [ì mediante "coni 51111

pliciali" con vertici ln O,

si es tende l i nearmente, 1 n modo uni CO, a~ l St(O,D)L'applicazione
nn .tutto " e costltuisce ancora un PL-omeomorfismo, che indichiamo

Si vede facilmente che vale

(1.2) LEMMA.-

9 C.·'lJ1I
c'

S-UtIlD
m

~1'~2: IJR ,01 du.e. PL -ome.omOli.·~ t:~m,L. Al.. LU.W.,

, ,,-
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cioè le applicazioni -
$. dipendono solo da ciò che accade ln un intorno

l

di 0, come è OVV1O trattandosi di com.

Sia n la matrice ln [m e r
4'

indotta da ~ , Cloe

*" $ (n), -
<b

Allora

(1.3) LEMMA. -

la matrice riemanniana su R~

La me.J!U.c.a

tii eLi.
ò

voiwne c'v ~ tante..

Dim.-

La prima affermazione discende dalfatto che

cono simpliciale della decomposizione. inoltre

costante poi chè da

r (v,w) - n($(v), t(w))
$

e "costante" su Oqnl

ha densitè di volume

segue
'. r. m-l •

I $ IVm
I "I - fì S

m a a,O m-l
S
a,O

m
=I$(V

a

e qui ndi
m

r.(0,R )

Inversamente, se abbiamo una metrica riemanniana definita solo in m
OlO R ,

possiamo estenderla su tutto R
m

come nel Lemma (1.5) del Cap. l. Se questa

metrica estesa ha densità di volume costante, diciamo che la metrica rieman-

niana iniziale ln O è "normalizzata". Quindi una metrica riemanniana su M

con densità di volume costante non è altro che un campo su M di metriche

riemanniane normalizzate.
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2. LO SPAZIO

Indichiamo con

malizzate in O e llm

ln coni simpliciali.

'\.

~(m) l'insieme di tutte le metriche riemanniane nor

rispetto a tutte le possibili decomposizioni di

Introduciamo ora una topologia su
0,

ì{m) .

Sia D una decomposizione di llm ln coni simplciali con vertici in O.

Per ogni cono simpliciale l-dimensionale della decomposizione D. scegliamo

un punto su esso. differente da O. Siano el •...•ep questi punti che si

posono considerare anche come estremi di vettori uscenti da O.

Indichiamo con A l'insieme di tutte le coppie di indici (i .j) per CUl

e. e e. appartengono ad uno stesso 2-cono simpliciale della decomposizi~
l J

ne. Allora una metrica normalizzata ln O e determinata dalla matrice iS1m

metrica) a coefficienti reali

«e .• e.> )
l J

(i,j)eA.

Se N è la cardinalita dell 'insieme dei 2-coni simpliciali della decom-

posizione. ogni matrice del tipo precedente (e quindi ogni metrica

na normalizzata ln O) può essere identificata ad un punto di RN.

Naturalmente

. .
rl emannl a

dove al secondo membro compare la dimensione dello spazio delle matrici

simmetriche di ordine p.

Quindi, fissata una decomposizione ~ dl' Rm• l" .., lnSleme ~(D) di

tutte le metriche riemanniane ln O rlceve una topologia, quella indotta da

}lN tramite l 'applicazione ~(D) .. RN che associa ad ogni metrica in

O il punto di R
N

corrispondente alla matrice associata. Indichiamo an-

cora con r(D) lo spazio topologico di sostegno r(D). Sia '"1'
•
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di D, allora p' > p da cui N' > N e quindi

Allora sull 'insieme

•

-( m) - l i m..
D

r(O)

""pOSS1amo introdurre la topologia debole, Cloe U c r(m) e per definll10

ne aperto

ognl D.

•ln "- (m l se e solo se un r(O) è aperto ln -(D) Der

3. LO SPAZIO ~(m).-

(3.1) Consideriamo ora l'insieme PL(m) dei germi dei PL-omeomorfism1

m
~(R , O)

L'insieme Pl (ml può essere dotato di struttura di

composlzlone tra applicazioni avendo identificato [m

gruppo con
m

con Il .

Indicato con O(m) il sostegno di PL(m) costituito dalle trasformaz'on o

ortogonali di I
m

Sl consideri

-(M) = PL(m) /O(m) .

Poiché O(m) in generale non è normale 1n PL(m), l'insieme quoziente ln

generale non e un gruppo.

LO spazlo "(m) è fondamentale nella teoria dello smussamento. lntantu

vale il seguente teorema che permette di identificare

prima introdotto.

:3.2) TEOREMA. -

S.w ~ .<.-e 9~/une dee PL -omeomoiL6-u..mo

:(m) con m
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Au:.o/l.a i:'appt-i.c.auol'1e

'\,

'. : PL(ml->f(m)

'\,

'" c(ml ~ f(m).

Dim.-

Poiché una trasf. ortogonale di [m non cambia la metrica di [m, Sl

ha chi aramente
c '\,
-' ~(m)

~~ \ .,
~(m )

PL(m)

va. Infatti, considerata una metrica normalizzata

dove rr é la proiezione canonica. Si vede facilmente che

ln

o é surietti-

° R
m .,e , per l I

lemma pri nci ap1e (2. l) del Cap. 1 es i s te un PL-omeomorfismo
m m

q, : (R ,0)- (E ,O)

ta le che = \'- .'
$

Supponiamo ora che

m
q,1,$2 : (R ,O)

slano due PL-omeomorfi sOli tali che - - A11 ora sempre per i l lemma- ,• •
$1 12

prlma ricordato si conclude che $1 e 0- differiscono per una trasforma-•

• ort090nale . Ciò 1'iniettività di Illone prova ~

J
~

(3.3) Sia r.fl una PL-varietà. Per ognl punto x e M indichiamo con
••

x
10 spazio topologico di tutte le metriche riemanniane normalizzate in x.
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Allora
u p

xeM 'x

è 10 spazlo totale di un fibrato (localmente banale) su M con fibra

Ja quanto precede segue che

(3. 4 ) PROPOSIZIONE.-

Ogl1-( mUlLi.ca .uemal'tYW:tna COH den.;d.à d.i. vofwne c.o!.>t.an.te!.>u ,\1 è una ~e:cc

.te c.ù/tUrtua dei 6-i.bJULto r (M) •

Da questa proposlzlone e dal lemma principale segue

(3.5) TEOREMA. -

L..t vaJUe;tà c.omb-i.;~,Ua AI amme;Ue una !.>.tJuLttu.J1.a d.i.66eAenz.i.ab.<.te c.,JlI1f.l'LU
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Dunque le ostruzioni a smussamenti su M si possono interpretare come

ostruzioni alle sezioni del fibrato E =(r(r4) ,M,p) di fibra ~ (m) (con

nessa per archi). Ora, come è noto, le ostruzioni si trovano Ilei gruppi di coomo

logia

della varietl M a coefficienti nel gruppo d'omotopia

la fibra.

4. LA RELAZì0NE DI CONCORDANZA

(i-I)-dimensionale del

e quindi degli sumussamenti di M. Se a e S(M), indichiamo con

varietl differenziabile M con la struttura indotta da a.

(4. l) Si denoti con S(M) l'insieme delle sezioni continue ln

M
a

"( M)

1a

In S(M) esiste la relazione di equivalenza del diffeomorfismo

M

"
diffeomorfa a M

••

r( M) =

- 25 -

Allora
u p

xeM 'x
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Ora vogliamo introdurre un'altra relazione di equivalenza, più adatta a

classificare gli smussamenti.

Siano a,S € S(M). Essi sono detti concordanti

ln simboli a '" S, se esiste y € S(MxI)

(nel senso di Milnor)

tale che

a(Mx I) = M x O U M x l.
y" 8

Si vede facilmente che la relazione di concordanza e una relazione di equl

valenza. Si può inoltre dimostrare che

et rv B => (l ~ B

ma non è vero i l Vl ceversa ([3] ) .

Tenendo conto poi dei risultati del paragrafo precedente, e facile vedere

che:

(4.2) PROPOSIZIONE. -

o. '\, B <-> a" B dDve.~.(. e .i..tf.cii..c..ata. C.Crt "'\. " .e.'u.-~u.a..te. !Leta=l,'~le

d'orno top.W. d.i.. .~ ez.i..o rU..

Dim.

Infatti se esiste un'appl. continua

tale che

'( : M x I -+ r(M)

y(x,O) = ,,(x)

cioè esiste una y € S(MxI) tale che

y I (MxO) = u

cioè u e S sono concordanti.

L'inverso e OVV10. -

y(x,l) - s(x)

y l(t~xl) - G
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Indicando con S(M) = S(M)/~ le classi di concordanza di S(M),

e con [M, r(M)] le classi di omotopia delle applicazioni M-> r(M) (i

cui livelli sono sezioni) dalla proposizione precedente segue

(4.3) COROLLARIO. -

SIIAI e [M,fIM)] M l'W .i.rl C.OllA.lA po rld erlza bili.uvo

c.a, .(rl ~.<.mbou

SI M) -;; [M, r IMI]

'C m
(4.4) In particolare, se M= S si ha

= TI (r(M)).m

Ora per m< 3, Munkres e Smale hanno dimostrato che tutti gli smussame.'2

ti di Sm sono concordanti, lo stesso ha dimostrato Cerf per -m = 4. Quindi

TI (r(M)) = O
m

m < 4.
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APPENDICE

Cenni sul fibrato tangente ad una varietà topologica e SUl microfibrati (~)

Come è noto (f91), dal punto di vista intuitivo, una varietà differen-- .
ziabile può essere caratterizzata come una varietà topologica tale che per

ogni punto esista uno spazio tangente che varii con continuità al varlare

del punto. Il concetto di spazio tangente è strettamente legato a quello di

struttura differenziabile: infatti esso coinvolge la nozione di derivata,

operazlone che perde significato su una varietà dotata di una struttura to

pologica.

Nell'intento di dare per una varietà topologica un concetto analogo a

quello di fibrato tangente per le varietà differenziabili, Milnor nel 1962

((9"1, [101) ha i ntrodotto l a nozi one di "mi crofi brato" e qui ndi di "rli cro

fibrato tangente" , che ha portato poi a quello di fibrato tangente ad

una varietà topologica.

La nOZlone di microfibrato è essenzialmente ottenuta da quella di fibr~

to tangente restringendo l'attenzione ad un intorno della O-sezione ed ab

bandonando ogni condizione di "linearità" cosicchè si usano solo condizio

ni topologiche; anzi la fibra su di un punto sarà un "germe" di uno spazio

topologico. Il termine "microfibrato" è dovuto ad A. Shapiro. L'uso dei ml

crofibrati ha trovato larga applicazione nei problemi di smussamento.

Premesse.-

(1.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce Rn-fibrato

su X una coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commutativo il

(~) [ INell'esposizione seguiremo l'articolo di R. Lashof 7 e la

laurea di C. Giammaruco, Il fibrato tangente ad una varietà
Un. Lecce, A.A.1979-80 (Relatore G.De Cecco).

tesi di
topologica,
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seguente diagramma

--7
i

"7
d
--"> X

e verificanti inoltre le seguenti condizioni:

Vx € X

tale che

esiste un intorno aperto

k : U xlRn_...,..

U di x ed un omeomorfismo

1) '. U x lR
n

p o k = pr
l

(x ,y) o-> X

2)
- l

k o slu = x O : U '- U
n

xlR y ......... (y,O)

X si dirà spazlo base, E spazio totale, (k,U) funzione coordinata e

- 1
p (x) fibra su x.

Si vede facilmente che ognl fibra di un jRn-fibrato ne omeomorfa ad lR .

(1.2) Una struttura di fibrato vettoriale su un jRn-fibrato è

una famiglia ((k ,U)l A di funzioni coordinate tali che
l). a' aE

l ) (U ì è un ricoprimento aperto di X;
a

2) Vx € uan Bs l'applicazione

-l
K, (k (x,y))

~"'1 n

è un isomorfismo lineare.
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Due strutture di fibrato vettoriale su (s,p) sono chiamate equlva

lenti se la riunione delle famiglie che le definiscono è ancora una strut

tura di fibrato vettoriale.

Un fibrato vettoriale n-dimensionale è un Rn-fibrato . .lnSleme con Urla

classe di equivalenza di strutture di fibrato vettoriale. Allora ogni fi
- l

bra p (x) ha una ben determinata struttura di ~pazio vettoriale su R

di dimensione n.

Basta infatti considerare la corrispondenza biunivoca

k
x

n
:1' +

-1
p (x) y .. k(x,y)

e,pos to

el + e, = k (Yl + Y2) ), el - kx( ),Y l ) .( x

(l .3) Se Xl
s1 - P,

~ Xl X -
s? P2 . X

2
-7'L e - ~ sono, 2 E2•

due IRn-fibrati, una coppla di applicazioni continue

f Xl + X2, è chiamata un'applicazione IRn-fibrata se

(1) p2<p = fPl

(2) s2f = $Sl

(<p,f), ~: [, -
,

(3) e un omeomorfismo Vx, E X,.
, I

Inoltre se (sl,Pl)

cazione fibrata è chiamata

e (s2,P2) sono fibrati vettoriali, un'appli

lineare se è lineare sulle fibre. Un'applica-

zione fibrata (lineare) è chiamata un'equivalenza fibrata (vettoriale) se

f = id
x

In tal caso risulta un omeomorfismo.
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Se p01 $ , ristretta alle fibre, è un isomorfismo di spazl vetto-

riali Vx € X, si dirà che ($,id) e un isomorfismo di fibrati vettori a-

li e scriveremo

2. Il fibrato tangente ad una varietà.

(2.1) Sia M una varietà differenziabile di dimensione n. Ricordia

mo che ad ogni punto x € M è associato lo spazlo tangente Tx(M), sp~

Z10 vettoriale di dimensione n, e che l'insieme

TM - {( x, v ) I x € M, V € T (M)}x x x

puo essere dotato di struttura topologica anzi differenziabile.

A11 ora
(J

M---+, TM T

• M

risulta un ffin-fibrato vettoriale differenziabile dove

o : x~ (x,O )
x 1T : (x,vxl.---. x

(2.2) Vogliamo ora illustrare le motivazioni che sono alla base

del concetto di fibrato tangente ad una varietà topologica.

Come è noto, se M è una varietà riemanniana (anzi una qualsiasi va

rietà differenziabile paracompatta), tramite l'applicazione esponenziale

è possibile definire l'applicazione

<l>:N-.MxM

(x,v ),-..(x,exp v )
x x x

dove N e un intorno della Q-sezione (J del fibrato tangente TM.
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Ebbene $ risulta un'immersione di N su un intorno della diagonale

ò (Ml c Mx M. Tenendo poi conto che e possibile trovare una funzione

differenziabile

tale che e(x) > O e

(v € T (M)
x x Il v Il < e(x)} c Nx - x

Vx € M,

Sl può definire l'applicazione

r : TM ... N

(x,v )x
e(x)v x
Ilvll+lx

che risulta anch'essa un'immersione. Allora

0/ = $ or: T(M) ... Mx M

1mmerge TM 1n un intorno della diagonale e soddisfa le seguenti proprle

tà

(a)

(b)

pr
l

. 0/ = n ; TM ... M

0/ • o(x) = (x,x) € ò(M)

Si può dimostrare il notevole teorema

(2.3) TEOREMA. -

SÀ.a M , E
p

l M
~

0/ : E ... Mx M un'~eAh~ne C ou un ~~no

"-
(o,p) = (a,n)

Si costruisce dapprima il seguente ~n-fibrato
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s' p'
M G ----->. M

dove G - U · T ExeM\ v e s(x) I v e tangente a
- l

P (x)}

s' : x l-----'>- O
Y

p':v..--.x

Si fa vedere pOl che

y-s(x)eE

veT E , Y - s (x) .
y

(s',p')

da CUl la conclusione.

'"- (s,p) e (s' ,p') ~ (o,n)

(2.4) Quanto detto chiarisce la seguente definizione.

Sia M una varietà topologica di dimensione n. Un Rn-fibrato

M
5 , E

p
M Sl dice fibrato tangente ad M se esiste un'im-

merslone

che porti

a)

b)

E su un intorno della diagonale e che soddisfi

0/ • s(x) = (x,x)

Si può far vedere (usando alcuni risultati di Kister [5 j) che oom
"

varietà topologica ammette un fibrato tangente unico a meno di equivalenze.

Si osservi che se una varietà topologica M ammette una struttura
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l'Rn-fibrato tangente di M, considerata come varietà topologica.

Questo ci dice che se M ammette una struttura differenziabile, allora

l'Rn-fibrato tangente ammette una struttura lineare.

3. Microfibrati.-

(3.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce microfi

brato su Xuna coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commuta

tivo il seguente diagramma

E

/' ,
s .

~,
/

...
X ,. X

id

•

e verificanti inoltre le seguenti condizioni

Vx E X esiste un intorno aperto u di x ed un j ntornu

aperto V di s (x) con

s(u) c V p(V) c U

ed un omeomorfismo n
k : U x JR -> V tale che

l )

2)

n
p • k = pr l : U x JR ~ U
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X si dirà lo spazlo base, E lo spazlO
-l

totale l p (x) l a fi bra su x, s

l'iniezione e p la proiezione del microfibrato.

Infatti si
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vede facilmente che s è iniettiva , p
-l

p (x) non è necessariamente omeomorfa a
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JR
n .
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brato" cioè "fibrato in piccolo".
l

(3.2) Si osservi che solo gli intorni di s(X) 1n E glocano un

sE'•
ruolo essenziale nella teorla.Per es. se E' è un intorno

di s(X) 1n E, allora si vede che il microfibrato X

è isomorfo al precedente.

arbitrario
pIE' ,. X

(3.3) Sia s = (s,p) un fibrato vettoriale di dimensione n su X,

con E spazio totale, p: E + X la proiezione ed s : X - E la sezio

ne nulla. Allora (s,p) costituisce anche un microfibrato, chiamato

il mi crofi brato soggi acente a s, e sarà denotato con ìsi.

(3.4) Sia M una varietà topologica e

l'applicazione diagonale, allora il diagramma

x..-. (x,x)

M ò, Mx M , M

costituisce un microfibrato, chiamato il microfibrato tangente ad M

che indicheremo t
M

.

Si dimostra facilmente (tenendo conto di quanto detto nel paragrafo 2)

che vale

(3.S) TEOREMA. -

t • IO,n). AUoJtau m-lCJw6,(b·'l.a.t:o òugg.w.cen.te

m.i.CJl.O 6.i.bJta..totangen.te cii. ,\1.
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(3.6) COROLLAR!O. -

Tale risultato si puo invertire. Vale infatti il seguente notevole

teorema dovuto a Milnor, Cairns, Hirsch :

(3.7) TEOREMA. -

1.1

(3.8) Concludiamo osservando che i concetti dl fibrato e di micrOTl

brato, pur essendo abbastanza distinti, sono strettamente legati dal se

guente teorema

(3.9) TEOREMA (Kister)

Se À è un eompR.u ~(' local1l1erLte 5ùt.i..:à' e dA.. dùneYL6-<-one (ùu_til, ,tl

iOlta ad ogru. m-<.CJto,\.Lona..te- ~u X è aMoeja..t.o UI'W ~pavc ,\i.bJtate- . .",

ec- a meno dt uomvJt '\ i.~,".i. dA. m.LCJto 5.i.bJ,{'~t.i.

Cioé, dato il microfibrato di dimensione n

sx __o ••..:;. E
p

--, x

esiste un insieme aperto El' s(X) ~ El c E, tale che

é un fibrato con fibra ~n e gruppo strutturale '1 gruPP8

tutti gli omeomorfi5m i dl R
n che conservano l'origine.
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