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INTRODUZIONE

Una varieta topologica M (paracompatta) € detta triangolabile se esiste un

omeomortismo - IK} —_ M

detto triangolazione, tra il sostegno di un complesso simpliciale localmente fi-

(%)

nito’ 'K ela varieta stessa. Il poliedro P = |K| si pud pensare sottoinsieme dj
qualche spazio euclideo ZRN. Un'applicazione
f:P » R"

é detta lineare a tratti (o PL=piecewise linear) se esiste una decomposizione

-
{&a}(a e A, O0<r<m) di K per cui

fla :a + R
a o
- : : . . r ( k) .
é un'applicazione affine per ogni simplesso A e K . Un atlante di M
A

b = {(Ui’¢i))iel e detto PL se ogni omeomorfismo

-1
.o o (U.DUL) - o (U.NU )
b5 0 85 2 0 (U NUS) >0, (U NU)

: : : N || C s - .
e PL per la struttura lineare canonica di R . Una PL-varieta & una coppia

(M,#) dove ¢ € un atlante PL massimale per M. Si dice anche che ¢ ¢

una PL-struttura per M.

Ogni PL-varieta (M,¢) ha una triangolazione
T :P->M

tale che ogni applicazione seguente € PL

(*) Cioé in ogni vertice concorre un numero finito di simplessi (potendo essere
il complesso anche ijfipnito).
/ . = . r 5 r
%%} Cioé se a. sono 1 vertici di A e X = & t.,a.€ A con & t. = I, al-
i o i i1 a 1 1
lora f(x) = 2t f(a.).
1101
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Una varieta PL con una triangolazione fissata, compatibile con la strut

tura PL, & detta combinatoria. Da quanto procede segue che ogni varieta

m

PL ammette almeno una struttura combinatoria, 1a quale in generale non &
unica; ogni varieta combinatoria poi induce una struttura PL. Percid le
varieta PL e combinatorie spesso vengono confuse tra loro. Il loro stu-

dio forma 1'oggetto della topologia combinatoria.

Si pud considerare la categoria PL i cui oggetti sono le varie-
ta PL e i morfismi le applicazioni PL. L'equivalenza nella categoria

PL é detta PL-isomorfismo.

Intuitivamente una varieta PL €& una varieta di dimensione m con una
classe d'equivalenza di triangolazioni. Storicamente sono state formulate

le seguenti congetture:

1) Congettura della triangolazione:0gni m-varieta topologica ammette

una struttura PL, 0 piu in generale una triangolazione.

2) Hauptvermutung per le varieta:Due PL-varietda qualunque omeomorfe so

no PlL-equivalenti.

51 & dimostrato (Poincaré, Rado, Papakyriakopoulos, Moise) che le due
congetture sono vere per m < 3. Invece R.C.Kirby e L.C. Siebenmann |4 | han-

no costruito esempi in cui le due congetture sono false per m > 4.

Se M & invece una varieta differenziabile,la congettura 1) & vera.
Pil precisamente Cairn [1] ha dimostrato che ogni varietd differenziabile
pud essere triangolata, anzi Whitehead |14 | ha provato 1'esistenza (e 1'uni
cita a meno di isomorfismi PL) di una triangolazione differenziabile compa

bile con la struttura differenziabile. Cioé su M esiste una triangolazione

T :]K M

tale che per ogni simplesso A e K, 1'applicazione



e un diffeomorfismo con 1'immagine rispetto alla struttura differenziabile

di M.

Sorge aitlora spontaneo il problema inverso: data una varietd combinato-
ria M, e possibile trovare su M una struttura differenziabile compatibi-

le con la struttura PL, in breve uno "smussamento" (in inglese "smoothing")?

Munkres |11] ha dimostrato che ci sono ostruzioni all'esistenza di una

struttura differenziabile su una varieta M combinatoria e queste sono clas

o . ] -1 : . .
si di coomologia H (M,r ) dove i =1,..., m=dimM e rh e il gruppo
. o n-1 : : : .
dei diffeomorfismi della sfera S modulo il sottogruppo invariante dei dif
feomorfismi che si estendono a diffeomorfismi del disco Dh.
. . : , h e e e h
Ricordiamo che i gruppi ' sono abeliani finiti ¥h e T =0 per

] 8 n,
h=1,2,...,6. . I = , [ = .
2 6. (Invece per es Z e Z,)
La teoria dello smussamento ha come oggetto il problema di studiare 1‘esj

stenza di smussamenti di varieta PL e di classificarli.

Se indichiamo con Di44 Tla categoria delle varieta differenziabili e
con Top la categoria delle varieta topologiche, le situazioni che si presen
tano possono essere illustrate schematicamente dal sequente diagramma

W F
Dikfy —— PL > Top

dove F & il funtore dimenticante e W 11 funtore di Whithead che ad una
data varietd differenziabile associa la varietd PL avente lo stesso so-

stegno e la struttura PL assicurataci dal teorema di Whithead.

Per ogni categoria si va allora alla ricerca di insiemi completi di inva-
rianti che caratterizzino le classi d'equivalenza di varietd. Spesso la dif-

ficolta essensiale nel passaggio da una categoria all'altra risiede nel tra-
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durre adeguatamente i concetti propri di una categoria in concetti signi-
ficativi anche per 1'altra. Un esempio di cid & il concetto di microfibra
to introdotto da Milnor (1961), indispensabile nella teoria dello smussa-

mento. (*)

In questi appunti, che espongono risultati recenti di N. Teleman [12],

si affrontano gli aspetti analitici delle varieta PL in una nuova visio-

ne diversa da quella seguita da Munkres, Hirsch, Lashof, Rothenberg. Infat
ti estendendo 1a nozione di metrica riemanniana su varieta combinatorie, si
dimostra che le metriche cosi introdotte definiscono una generalizzazione
del concetto di smussamento, caratterizzando nello stesso tempo quali
delle tali metriche inducono uno smussamento nel senso usuale. Cioé si di
mostra che su una varieta combinatoria M gli smussamenti sono in corri-
spondenza biunivoca con le metriche riemanniane generalizzate a "densita di

volume costante” su M.

La presente trattazione pud essere considerata anche un'introduzione
"geometrica” ai problemi dello smussamento. Infatti si da anche una rea-
1izzazione geometrica dello spazio PL(m)/0(m) che gioca un ruolo fonda-
mentale nella teoria ormai classica dello smussamento. Esso risulta fibra

del fibrato

(M) = U T
(M) XM X
dove Tx e 1o spazio topologico di tutte le metriche "riemanniane norma-

11zzate" in x.

Allora la varieta combinatoria M ammette una struttura differenziabile
se e soltanto se esiste una sezione globale continua dj r(M). Ogni sezio

ne continua in r({M) definisce uno smussamento.

(#) Cfr. 1'Appendice.
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CAPITOLO I

UNA CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PER LO SMUSSAMENTO.

1.PREMESSE

(1.1) Sia M una PL-varieta di dimensione m e
or -
K ={a } o € A 0 <r<m r = dim A
8/ - _ o

11 complesso simpliciale associato ad una triangolazione di M. Nel segui-

to identificheremo M con il suo schema combinatorio K che pensiamo rea

: . . . N . . :
11zzato in modo euclideo in R (anche se ciG non & necessario).

Sia inoltre T wuna struttura combinatoria riemanniana di classe C° su
m

M: ci0oé ad ogni simplesso massimale (chiuso) o = A e associata una strut
o hd
tura riemanniana continua I  tale che
a
FrfoAnt =T |onr
o] T
per ogni coppia o, t di simplessi "vicini" (cioé tali che or-

sia un (m-1)-simplesso di K). Si dice anche che la struttura riemanniana

e C°-compatibile,

Se x e |K|] =M allora definiamo
-
A(X) = {a € A|x e 0 <r <m
o =r=
, r ,
AM(X)={a € A |X € A r=m;
roo_ . . N C . L .
Ora 4 € immerso in R , quindi ha una struttura differenziabile in-
N

dotta da quella di R ; ha senso quindi considerare lo spazio tangente

T (&.) a a; nel punto x.



Consideriamo ora cammini:

r't

Y
Az

. 1

d1 classe C1 uscenti da x e definiamo

[ - r‘
) |

VO(x,M) ={v]v =

La struttura riemanniana in M definisce una metrica piatta euclidea

r . : . ro.
su V (x,M), che & detto angolo solido tangente di aa in x. Per de-
finizione dim Vr(x,M) = r.
9
L] ﬂ_} - - L] l - L - 1".
Indicata con S' ) ta sfera unitaria di centro 1 origine di TX(L?;,
Ot o 9!

consideriamo 1 “"triangoli sferici”

Tr-l(ij) = V;(}c::.M)i"‘!Sr“1

a € A {X)
o

O 4 A

e . . r . .
Le relazioni d'incidenza tra i 4 {(a € A(X)) determinano relazioni
a
e ., , L. . |
d'incidenza tra i V {x,M); queste determinano relazioni d'incidenza tra
o

triangoii sferici. Possiamo allora considerare i complessi seguenti {con le

relazioni d'incidenza indotte):

V(x,M) = {V (x,M) la € A(Xx), 1 < r < m}
{1 Fl— P

2{x,M) = {Trﬂlfm e A(x) , 1 <r<m
::1 o e

Allora
T(x,M) € V(x,M).

L . m e Sm,
Chiamiamo poi misura dell'angolo Vﬂ(x,M) e la indichiamo EVZRX:M}

m
. m-1 . m- 1 . . .
la misurasu 3 S di v (x,M), che dipende daila metrica nel vertice
oo 2
La somma - .
) Q(x,M) = v GM)T

3

X .



& detta densita di volume di © 1in x. La varieta triangolata M e detta

a densita di volume costante se

cm=1
¥ XEM 2(x,M) = |S !m-1

Si osservi che la densita di volume & certamente costante in ogni punto

che non appartiene allo scheletro (m-2)-dimensionale.

(1.2) Esempio.-

Consideriamo la varieta bidimensionale tetraedro regolare con la metrica
. . C 3 Cis - . .
indotta da quelia di R™. Esso non ha densita di volume costante; nei verti-

Cl1 S1 ha infatt

Q(x,M) = 3 g = 1 # 21 = ES]E1

Ma & possibile modificare la metrica data in modo che essa diventi a

densita di volume costante. Nel caso particolare basta che la nuova metri

ca raddoppi gli angoli.

(1.3) Osservazione.-

in generale si vuole che un angolo « diventi B8 , Ci0@ C0S o = a

diventi cos B = D.

Si deve trovare un nuovo prodotto scalare (h..) tale che

1J
Nii v W b Gy: v wd
Vo s o SRS Vo wa £ SR
h..vve Vh,.ww Vg.. vV w Vg.. ww
1) 1] 1J 1)

Conoscendo 1 coefficienti (gij) ed applicando 11 principio d'identita

dei polinomi si ricavano i coefficienti (hij)'
2

In particolare se vogliamo B = lu e quindi cos B=2C0S a-| si ha

b = 2a2-1.



(1.4) Supponiamo d'ora in avanti che M sia a densita di volume costan
te. S1a x, € M un punto di M che possiamo sempre supporre essere un ver
tice; infatti, se non lo e, & sempre possibile, tramite una suddivisione,
far diventare x_, un vertice della decomposizione. £ la metrica indotta sul

1a nuova suddivisione ha ancora densita di volume costante.

Inoltre poiché dobbiamo verificare proprieta locali, possiamo limitare

le nostre considerazioni alla stella St(x,,M) che supponiamo abbia verti
i ) & | .
CT XosVasovsV . Ora St(x,,M) ¢ V(x,,M) e ogni angolo va(xD,M) C Vi(Xy,M)

na una struttura affine ben determinata; indichiamo con Sj 11 vettore

e i
XV, {(i=1,2,...n).

i

r , \ . _ roo. , .
Se V. €& St{xy,5t) si considera su A 11 campo Xi dl vettor
8/ .

L L] r r L L -
paralleli con X.s Che viene esteso a V (XosM) & . La metrica riemannia
2 O —

r i _ o _ -
na T ¢ determinata dail prodotti scalari

-
Y
o

(1.5) LEMMA. -

Cor Lo sxesse petesa e nofaziond s4 costrusca su Vix M) una metrica

(%) H'u":l-ir_
weemanneand costante ?x (M) ={ T } , o € Alx ), mediante L sequen
O & S
¢
te predotto scalane
< X, X, > <X X .> =€ Vix,, M)
L { £ { X ’
AlLoaa ToMY na densdLid do votume costante.
-
Dim. -
. =
La proprieta N 5m~1 = w(F, V(Xs,M) per =€ V(x,,M) fa in-



iy

tervenire solo il prodotto scalare < , > . Considerata la seguente omotopia
¢,
XX = <X.,X.> 0 <t < 1
‘ T’XJ t,g 175 (1-t)xe+te T
abbiamo
im < , > = qi.,x_> = < >
50 t,é 17 J X 3
Ora  a{&,V(Xxy,,M)) g’ é una funzione continua della variabile t, e
< >
T ot.e
quindi
(£.V(X5,M)) v 2{E,V(XgsM)) Vi < . ”E : -
[S t“‘a.O b
. .. M- | m- 1
= Him a(e,V(xe,M)) = 1im |S° | = |S |
N0 T (1-t)x st
che prova il lemma.
(1.6) LEMMA, -
# - F HLI .
Swa Vix M) dotate della mefrnica riemanniana Fx (M) e s
W - 'S, .
Av oy
PK Cix M) La metridca Andotfta su E[IO’M}' ALLona Fx (E{XU,MJ? na
9
¢ ¥

densita de vofume cosfante.

Dim. -

Sia £ € £{x,.,M) e VF(XG,M) un angolo solido che contiene -, allo-
X

ra

V (eV(x,,M)) =V {g,rr_](xo,Mﬁ @ R ¢
B |
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dove ® denota la decomposizione ortogonale (si1 osservi che i1l raggio

r-]

che contiene & & ortogonale alla sfera Sa (XosM)).

Da questa decomposizione si deduce

Com=1 |
Voo (g, Z(x _sM)) ]|
E -
VTﬁaaV(XnaM)} = — - s 15
At & m=2
S
Inoltre _
{ v — ) ] =
j(g,u(xD,M)) HEA‘(XQ)[Va (Q,E(KD,M))[
- Mm-2 . m=2
. 15 I (kM) = 2l ™y L ™2
ism'] a€N' (X)) o rSm-]I

tenendo conto anche del lemma precedente. |

2. IL LEMMA PRINCIPALE .

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente lemma fondamentale per i

sequito, dove si € indicato con £ 1o spazio IRm' dotato della metrica

euclidea ordinaria.

(2.1) LEMMA. -

Sia M una Pl-vardletad dao dimensione m e T und metrnlcd mAemannia-
na su M dd classe C a demsitd di velume costante. Allona ¥x € M

esaste un  PL-omeomorfLsmo

oix M) os Vix M) M elx ,MM{x | = C

vercgacante Lo seguent( propileia



(L) olx M)V (x M) con o € ﬁ{xﬂ) 2 un'Lsometra Aull' Aammagine
s { '

r—\.-
(2

L) elx M) 2 undee a meno d4 Lsometrde dd Em;
(UL six ,M) varda An modo continuo quando X VRACOANE  Un SuC Antoane
U s

stellalo.

(2.2) Osservazioni. -

La proprietda (i) dice che se o(X,,M) esiste,allora esso si pué costrui
L _ m
re come segue. Si parte da un angolo solido tangente massimale Vu(xn,M)

che rappresentiamo isometricamente in E  in modo tale che il vertice X,

di Vm(xg,M) vada in O eiEm, Chiamiamo tale 1sometria ¢](xg,M). Consi-

deriamo ora un altro angolo solido tangente massimale di V(x,,M) adiacente

al primo, se o(x,,M) esiste, allora b, (X,sM) pud essere esteso al

|

nuovo angolo in modo unico tale da yerificare(i) e cosi via.

Dim. del lemma. -

Procediamo per induzione sulla dimensione m di M. Per m= 2 1] teo-
rema & chiaramente vero.Infatti per ipotesi & possibile "sviluppare” sul pia
no (in modo isometrico)} le piramidi Vz(xﬂ,M) e poi si procede come indica-
to nell'osservazione precedente. Supponiamo quindi vero il teorema per m-]

e dimostriamolo per m.

Supponiamo allora di aver costruito ¢(X,,M) soddisfacente le proprie
ta 1) iv) e sia

(xo M) 5 S(xgM) — ST

la restrizione di o(Xs,.M) a DX sM).
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indichiamo con 1') - iv') le corrispondenti affermazioni di 1)-iv)
del teorema in cuil abbiamo cambiato 3 con ¥ V cont ed E con S. Al

lora (x,,M)  soddisfa i')-iv')

inversamente supponiamo di avere un'appl. ¥(xg.,M) che soddisfi 1')-1v’

Allora esiste una ed una sola possibilita di costruire i(XoeM)  in modo
tale che soddisfi i)-iv) e inoltre valga o= oA0T,
racciamo vedere ora come possa essere costruita Y (X sM)

Sia w. (1 <1 <) 1l vertice di c{x,,M) collineare con x. e x

dove X., X;,...,x_ sono 1 vertici della stella S5t(x,,M).

Vs
)
|
Koo~ o - :
0 | v j "W,
. J | J
e f
T o !.I
Ve T ;
|
.
W
K
Per prima proveremo che si pud costruire ¥(Xs,M) su St(wi,i), dopo
faremo vedere che (x ,M)  pud essere estesa su tutto “{x,,M). Ora

"(X,sM) & una varieta combinatoria di dimensipne m-1, sulia quale per 11 lem-

" - . “ h . " - | e 1
ma (1.6 si pud considerare 1a metrica T{Z(Xs,M)) di densita di voiume
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costante. Possiamo ailora appiicare a T{XxssM) T'ipotest induttiva. Dun-

que esiste un PL-omeomortismo

_ ; m-1
bgﬂwi,L{Xﬂ,M)) : V(Wiaiixng)) L
che soddisfa i)-1v).
.- . W= . . . .
Sia w. un punto di S e consideriamo i1 diagramma seguente
)
f
- , - W., { Xe oM _m-1
h'{ml.sﬂ':{xuﬁM)) tbﬂl _.i_? (—Eﬁ‘) . r
%
exp . exp.
Lw,f | P
. : ]
o ¢
§ bo(xg,M)
W . _
, ; e 1 -
Sttwi,zixﬂ,M}) - r S

L

dove exp- e come al soiito ['applicazione che associa ad un vettore tangen

-
J

. m=1. _m=1 m-1
i

te v e - (S '} = ¢t il punto di S a distanza | v da w. <Suila
. I
1
geodetica uscente da W, nella direzione v; analogamente per exr consi-
W .
derando la metrica (z(x.,M) . L'applicazione ?w (x.,M} e quella cne
_1"'

rende commutative 1l diagramma.

S1 osservi che ogni 1-simplesso (w.,w | ¢ St(w.,2(x,,M)) € un arco ai

i ; 3
cerchio massimo [essendo (XM} € Sm_]). L'appl. ¢ (x,,M} ha le se-
"
quentl proprieta.
1) porta ogni 1-simplesso  iw.,w., in un arco congruente di cerchio massi

. m- |
mo 1n S
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2) conserva 1'angolo tra ogni coppia di 1-simplessi [wi,wjj : iwi’wkj

appartenenti allio stesso 2-simplesso contenuto 1in St(wi,z(xﬂ,M});

3) € un omeomorfismo di un intorno dj W sull'immagine. Inoltre 1'ap-

plicazione i (x,,M)) soddisfa 1')-1i').
.i
_ . L . _ m- |
Noi ora costruiremo Y(x.,M). Fissiamo un simplesso massimale - €
X

I—'

Z(x,,M) e scegliamo un'immersione isometrica:

v (X,,M) : Tm*] > Sm*1.
o ot
0 o

Lo scopo & quello di estendere tale immersione a tutti i simplessi massima

19 di z2(x,,M) e quindi a tutto zI(x,,M).

. m-1 L. i . . 3
Sia T un qualsiasi simplesso massimale di r(x,,M). Esistera allo-
8!

ra almeno una catena (di simplessi massimali)

m-1  m- m- | m- 1
y (t o, ot T =1 )
) A O o
0 ] D
: | . m-1 m-1
tale che ¥i , 0 <1 < p-1 , dim(z N T ) = m-2.
— — . o,
] i+1
51 pud allora costruire induttivamente partendo da ¢ un'applicazione
continua P -1
g Uo7 + S
vy 1=0 .
1
con le sequenti proprieta
m- |
(a) v |1 = ¥ (Xg,sM)



- | m-1 m-1 m-1
D) (T J Y (1 ) = v (TDL N T )
R \ .
L BT L i+]
m-1 i . . : .
(C) ¥ in 0 <i<p e un'immersione isometrica.
¥ i - —
1
La condizone (b) pud richiedere che si debba ancora suddividere S(r, ,M)

che supponiamo si possa fare.
Poniamo allora per definizione

¥(Xo5M) | T = ¥ i1

Rimane da far vedere che tale definizione € ben posta, non dipende cigce

. m-| m-| 1
dalla scelta della catena congiungente T con ot o, una volta sceita
O

1'immersione iniziale v (XssM).
A
o

Innanzitutto notiamo che per 1'ipotesi induttiva, dato un qualsiasi sim-

nlesso r € (X,,M) (di dimensione arbitraria) e una immersione isometri

m- | . L. . . -
ca ¥ : - >S5S di un qualsiasi simplesso massimale o € St{t,LZ(Xo,M)),

3

allora esiste un'unica i1mmersione

- m- 1
che ot St(t,2(%xesM)) = S

(1)  estende Y in modo continuo,
(1) quando & ristretta ad un simplesso massimale di St{r,Z(Xg,.M))

& un'isometria.

Infatti ¢ & un'applicazione aperta sull'interno di St(t,5(Xxs,M))

\

Ritorniamo ora alla nostra questione.

. . . m-= | m- |
51ano e 5 due catene congiungenti 1 e T
) ;
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C . oam=1 , . ) .
Poiché S é semplicemente connessa per m > 3, allora esiste una "omotopia"

vy. (1 <J <N) che la collega,cioé una successione finita di catene v,

J J
Y= Y-! :YZ:---:YN = Y'
tale che ¥3 , 1 < J < N-1, 1le catene Fj € yj+1 sono della forma
- b, . = (a,b',cC
Y (a,b,c) Yie] ( )

dove a,b, b', C sono catene e b,b' sono contenute in St(t,I(X,,M))
per un (arbitrario) simplesso T € L{Xg4,sM).

Da queste considerazioni seque che ¥(x,,M) & continua.

L. m- 1 m-1 . . . ., m=1
Infatti siano T = T due arbitrari simplessi con dim(x |
O
m-1 . . m- | m- |
T ) =m-2 e sia vy una catena congiungente T con T
(X o
m- 1 ) . - HER m-1 .
Allora (YsTB ) & una catena congiungente T con T e quindi
o
Q

pud essere usata per definire ¥(x,,M) su entrambi i simplessi
m- | m- | L. , C. . .
T = T, , dalla definizione di queste restrizioni segue che V¥({x,,M)
: . m- 1 ~ . .
e continua su T A T: ] e quindl e continua.

Come si diceva prima, 1'ipotesi induttiva implica che Y(x,,M} €& aperta.

ﬁ . . m-1 m-1 .

[noltre Y(XosM) (Z(XesM)) € chiuso ed aperto in S ma S e connes

SO per cui vale
V(x_M) (2(x.,M)) = ™)

Poiché  v¥(x,,M) € una isometria locale si ha la diseguaglianza stretta

Mis [¥(Xq,M)(Z(X,,M))] < 2 Mis | ¥(Xq,M) (T
T €5(X,,M) 1
i

se e solo se ¥(x,sM) & non iniettiva. Ora il primo termine della di-
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] L - : : .
| poiché ¥(Xs,M) €& suriettiva; ma anche il se-

m-TI

. . M-
seguaglianza € |S

condo termine della diseguaglianza € 'S per 1'1potesi della metrica
con densita di volume costante, per cui si conclude che ¥(x,,M) e an-

che inlettiva.

51 conclude allora che “(x,,M) € 1'applicazione richiesta.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema che da una condizione analiti-

ca necessaria e sufficiente per 1o smussamento di varieta PL.

(2.3) TEOREMA DELLO SMUSSAMENTO. -

S

, , . : 5 A

Se T 2 una metuea aLemanniana do classe C con densata do vo-

tume costante sulla PL-varnieta M, allorna T degancsce una Stuwliu
, L . ] L |

na dafgernenziabile do classe C su M, compatibile con La struttura

combAnatonia.

Dim. -

Sia V(M) = ng V(x,M) (unione disgiunta) con la topologia naturale e

consideriamo il diagramma

M — V(M) —

> M

dove le applicazioni sono cosi definite

s(x) = 0 € V(x,M) p(V(x,M)) = X

(1)

>1 vede subito che esso individua un microfibrato equivalente al

microfibrato tangente di M

(}) Cfr. £3 dell'Appendice.
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A r
Mt o Mx M lom
Basta far vedere che un intorno della sezione nulla di V(M) & un intor-

no anche della sezione nulla di M x M.

51 considerino infatti M x M , con una triangolazione indotta dalia re
ticolazione di prodotto topologico, e St((x,x),MxM) per x € M. Ovvia-
mente St(x,x),MxM) & un intorno di (x,x) in M, ma anche un intorno di

(x,0) in V(M) come si pud vedere facilmente.

Infatti 1'affermazione (1) del lemma ci permette di introdurre una
struttura vettoriale sulla fibra di V(M) e 1la (ii) c¢i assicura che tale
struttura e ben definita. La proprieta (iii1) esprime la banalita locale.

Quindi i1 microfibrato tangente ammette una struttura vettoriale e per un
(2)

L . ] " . .
ziabile di classe C  compatibile con la struttura combinatoria.

teorema di Milnor si conclude che M ammette una struttura differen

(2.4) Osservazioni .-

Da quanto procede & chiaro che cosa debba intendersi per spazio tangente

ad M in un suo punto x,. Fissiamo 1a nostra attenzione al caso in cui

X, Sla un vertice di M, gli altri casi essendo contenuti in questo dopo

un'opportuna reticolazione.

. r _ . . * , .
Indichiamo con E 10 spazio vettoriale di dimensione r che contie-
Q

r C : - m
ne Vu e limitiamoci al caso r = m, ponendo per semplicita V = V .
X

Sia m
o XosM) ¢ V(x4 ,M) — E

1 'omeomorfismo del lemma (2.1) e

LA - 1 " . i AR
.=, Cfr. 1 Appendice (3.7)



1'isometria indotta. Ora b si estende ad un'isometria

> -k -~ k.

. 8

Sia v un vettore (uscente da x, e€) appartenente a Va. Allora
X

5> (v )=w €W e chiamamo
a o X
-1
Vr:p:" W
= (W)

che risulta unico.

Infatti se o : E - E & un'isometria risulta commutativo 1l seguente
diagramma
o e quindl
L3
\ -1 _
— e O - P oo =
0 . 0 2 aB & 91 A
E ",
,/’ N essendo
;a' t‘- . - (" V = 0 { V
_,-f/ ! 3 B ») E Illl A )
£ —
X E
o
a R
L'insieme vV , di tutti i vettori corrispondenti nel modo
o a€A{ Xy )

sopra detto costituisce per definizione 1o spazio tangente in x, aiia

PL-varieta M.

Concludiamo dicendo che cosa debba intendersi per funzione differenziabile

£ +-M->R in x. e M. Sia f : M >R una funzione continua tale che

ko

f = flv sia differenziabile per ogni o . Questo ha sensoc poiche su

V Ct esiste una struttura differenziabile canonica. Diremo che 1 e
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differenziabile di  x. 3e

dove v =p _ (v } & considerato come derivazione su

CAPITOLO

bt
b ce

PROBLEMI DI SMUSSAMENTO. -

Alcuni Lemmi.-

(1.1) Sia
ot ®,0) - (E,0)

: f . . . i
un PL-omeomorfismo. Allora esiste una triangolazione, U a1 R e una

S || . : L L. . | .
di E tale che ¢ sia simpliciale, si pud inolitre modificare o ¢

in modo tale che le origini siano vertici delle due triangoiazioni.

Consideriamo ora St(0,D) e prolunghiamo radialmente da J tutti 1 sim-
plessi della stella che contengono 0. Analogamente per St(C,T). 37 ottie-
ne cos1 una decomposizione D di R (risp. T di jEm} mediante "coni sim
pliciali" con vertici in O.

L'applicazione ¢ | St(0,D) si estende linearmente, in modc unico, a

N L . S ~
tutto R e costituisce ancora un PL-omeomorfismo, che indichiamo

H* -

Si vede facilmente che vale

(1.2) LEMMA . -

- . i "o .
S{ﬂ.ﬂ(} ¢ 1y P ' {E 3 O } - EL 3 '(.1 5 Jfﬂﬁ:i PL - 'meomo A LAMA . ‘ii_ {ohva
! i L !
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c1oé le applicazioni $. dipendono solo da cid che accade in un intorno

]

di 0, come & ovvio trattandosi di coni.

o | . m . _ , M
518 n la matrice in E e ?ﬁ la matrice riemanniana su kK
indotta da 5, C106€
) " * %, M % M
"= ¢ (n) b  (E) -7 (R
o)
Allora
(1.3) LEMMA. -
La metriica T 0 deferuminaita dala sua restmizione «n O od na dogs -

C:,u
ta do volume cosfante.

Dim, -

La prima affermazione discende dalfatto che ?b e "costante" su ogn-

cono simpliciale della decomposizione. Inoltre T na densita di voilume

3

costante poiché da

¢

seque om m ;ﬁ¢ m-1 s m m-1..n

| : = f = ;

IV{]_(O,R ) .m |Vﬂ | S-’;:’,,O ’ m-] l[b(vﬁ 2 SW,OJ'-b(Sm-I ]

S , O
o0
e quindi
m m m-1.
WOR ) =2 |V (O o= (S M= s
( D IVGORD = 5, o) s ly

. . . : . . m
inversamente, se abbiamo una metrica riemanniana definita solo in 0Oe¢ R

3

possiamo estenderia su tutto ﬁRm come nel Lemma (1.5) del Cap. 1. Se questa

metrica estesa ha densitda di volume costante, diciamo che la metrica rieman-

niana iniziale in 0 & "normalizzata". Quindi una metrica riemanniana su

con densita di volume costante non & altro che un campo su M di metriche

riemanniane normalizzate.

M



2. LO SPAZIQ (M) .-

"y
Indichiamo con r(m) 1'insieme di tutte le metriche riemanniane nor

. | m . e . m
maiizzate in 0 € R rispetto a tutte le possibili decomposizioni di R

in coni simpliciali.

[ntroduciamo ora una topologia su T(m) .

* . : m . .. . .
5S1a D wuna decomposizione di R in coni simplciali con vertici in 0.

Per ogni cono simpliciale 1-dimensionale della decomposizione D, scegliamo

un punto su esso, differente da 0. Siano e ., questi punti che s

]5-1- p

pOSONo considerare anche come estremi di vettori uscenti da O.

Indichiamo con A 1'insieme di tutte le coppie di indici (i,j) per cui
e, e ej appartengono ad uno stesso 2-cono simpliciale della decomposizio
ne. Allora una metrica normalizzata in 0 & determinata dalla matrice (sim
metrica) a coefficienti reali

{{ei,ej:: ) (i,J) € A.

>e N € la cardinalita dell'insieme dei 2-coni simpliciali della decom-

posizione, ogni matrice del tipo precedente (e quindi ogni metrica riemannia

na normalizzata in 0) pud essere identificata ad un punto di LRN.
Naturalmente
p
N < +
<G) o+

dove al secondo membro compare la dimensione dello spazio delle matrici

simmetriche di ordine p.

. . . B o L
Quindi, fissata una decomposizione O di R, 1'insieme (D de
tutte le metriche riemanniane in 0 riceve una topologia, quella indotta da
\ . _ . N . . . .
R tramite 1'applicazione (D) - R che associa ad ogni metrica in

. N

J 11 punto di R corrispondente alla matrice associata. Indichiamo an-

cora con '(D) To spazio topologico di sostegno r(D). Sia o

A
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un raffinamento di D, allora p' >p da cui N' >N e quindi

(D) ¢ ~(D').

Allora sull'insieme

possiamo introdurre la topologia debole, cioé U c r(m) & per definizio

ne aperto in “(m) se e solo se unr(D) € aperto in (D) per

ogni D.

3. L0 SPAZIO  ~(m).-

'3.1) Consideriamo ora 1'insieme PL(m) dei germi dei PL-omeomorfism

s(R" , 0) - (E,0)

L'insieme P1(m) pud essere dotato di struttura di gruppo con l'usua:

.. . L. : o m m
composizione tra applicazioni avendo identificato E con R .

Indicato con O(m) 11 sostegno di PL(m) costituito dalle trasformazion-

R | | B . :
ortogonall di E  si consideri

M= PLMD 6 ()

Poiché O0(m) 1in generale non & normale in PL(m), 1'insieme quoziente 1in

generale non & un gruppo.

L0 sSpazio "(m) & fondamentale nella teoria dello smussamento. Intanto
vale 11 sequente teorema che permette di identificare "(m) con m

prima introdotto.

'3.2) TEOREMA. -

Sea o AL germe det  PL-omeomorpasme



Allorna L'applicazione

r..'-...-

i

Vo PLim] —=>T1m. G —s T

S aattorzza thamcte La corrlspondenza bDAUAVCCa

Dim. -
o . m . . , m .
Poiché una trasf. ortogonale di E  non cambia la metrica di E ., si
na chiaramente
PL(m) —— “{m)
/f
T . f )
(m)
dove 7 € la proiezione canonica. Si vede facilmente che O & surietti-

. _ * , : m -
va. Infatti, considerata una metrica normalizzata v in 0 e R , per i’

lemma princiaple (2.1) del Cap. 1 esiste un PL-omeomorfismo ¢ : (R ,0)= (E ,0)

tale che T
b

]

Y.

supponiamo ora che

siano due PL-omeomorfismi tali che o~ = 1 . Allora sempre per ii lemma
21 P2

prima ricordato si conclude che ¢, e ¢, differiscono per una trasforma-

zione ortogonale. Cio prova 1'iniettivita di o |

. m . . e
(3.3) Sia M una PlL-varieta. Per ogni punto x € M indichiamo con

) 1o spazio topologico di tutte le metriche riemanniane normalizzate in x.
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Allora

M) = ng X

e 10 spazio totale di un fibrato (localmente banale) su M con fibra “(m).

~a quanto precede segue che

(3.4) PROPOSIZIONE. -

Jgnd metrica eemanniand con denscta do volume costante su M ¢ una 5@:15

1 contonua ded 4ibrato r{M).

Ua questa proposizione e dal lemma principale segue

(3.5) TEOREMA. -

La vareeta combanatorea M ammette una struttuna diagperenzaabole compais

oo con La struliuna combanatonda se 2 sode Se 8451 und SezA0ne gLobaal

n (M), Ognd sezione continua n M) defanisce uno sumussamenic,

Junque le ostruzioni a smussamenti su M si possono interpretare come

ostruzioni alle sezioni del fibrato E=(r(M),M,p) di

fibra T(m; {con
nessa per archi).

Ora, come e noto, le ostruzioni s1 trovano nei gruppi di coomo
logia

' (M5 7 (T(m)))

della varieta M

la fibra.

a coefficienti nel gruppo d'omotopia (i-1)-dimensionale del

,1

4. LA_RELAZIONE DI CONCORDANZA

(4.1) S1 denoti con S(M) 1'insieme deile sezioni continue in T(M]
e quindl degli sumussamenti di M. Se o« € S(M), indichiamo con M |3
varieta differenziabile M

con la struttura indotta da =

e

[n S(M) esiste la reiazione di equivalenza " " " del diffeomorfismo

M diffeomorfa a Mﬂ
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Ora vogliamo introdurre un'altra relazione di equivalenza, pil adatta a

classificare gli smussamenti.

Siano x ,8 € S(M). Essi sono detti concordanti (nel senso di Milnor)

in simbolji a v B, se esiste v € S(MxI) tale che

o(MxI) =M xOUM x 1,
' Q 3

51 vede facilmente che la relazione di concordanza & una relazione di equi

valenza. Si pud inoltre dimostrare che

ma non & vero il viceversa ([3]).

Tenendo conto poi dei risultati del paragrafo precedente, & facile vedere

che:

(4.2) PROPOSIZIONE. -

v LB <==> a g odove s 2 «ndecata cen "o " Llusuale nedazeone
d'omotopia di seziond.
Dim.
Infatti se x v et Mo~ o(M) esiste un'appl. continua
r - Mx I - (M)
tale che
v(x,0) = a(x) vix,1)} = 6(x)
C10é esiste una y € S(MxI) tale che
v | (Mx0) = «a y [(MxT) = ¢
cioé a € B sono concordanti.

L'inverso € ovvio.

-
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[ndicando con S(M) = S(M)/~ le classi di concordanza di S(M),
e con M r(M)] le classi di omotopia delle applicazioni M - r(M) (i

cul lTivelli sono sezioni) dalla proposizione precedente segue

(4.3) COROLLARIO. -

GLL Anscemd S(M) e LM,F{M]} S0N0 AN CoUspondenza bAuncve
e, An s4mbol
S(M) = [M,T(M)]

m

W

(4.4) In particolare, se M =S si ha

Ora per m < 3, Munkres e Smale hanno dimostrato che tutti gli smussamen

I || . . .
ti di S sono concordanti, lo stesso ha dimostrato Cerf per m= 4. Quindi

ﬂm(T(M)) = ( m < 4.



APPENDICE

(*)

Cenni sul fibrato tangente ad una varieta topologica e sui microfibrati

Come € noto ([ijﬁ dal punto di vista intuitivo, una varieta differen-
ziabile pud essere caratterizzata come una varieta topologica tale che per
ogni punto esista uno spazio tangente che varii con continuita al variare
del punto. Il concetto di spazio tangente & strettamente legato a quello di
struttura differenziabile: infatti esso coinvolge la nozione di derivata,
operazione che perde significato su una varieta dotata di una struttura to

pologica.

Nell'intento di dare per una varieta topologica un concetto analogo a
quello di fibrato tangente per le varieta differenziabili, Milnor nel 1962
([91,710]) ha introdotto la nozione di "microfibrato" e quindi di “micro-

fibrato tangente” , che ha portato poi a quello di fibrato tangente ad

una varieta topologica.

La nozione di microfibrato & essenziaimente ottenuta da quella di fibra
to tangente restringende 1'attenzione ad un intorno della O-sezione ed ab-
bandonando ogni condizione di "linearitd" cosicché si usano solo condizio-
ni topologiche; anzi la fibra su di un punto sara un "germe" di uno spazio
topologico. Il termine "microfibrato" & dovuto ad A. Shapiro. L'uso dei mi

crofibrati ha trovato larga applicazione nei problemi di smussamento.

Premesse . -

(1.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce R -fibrato

su X wuna coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commutativo il

3 ) .
() Nell'esposizione seguiremo 1'articolo di R. Lashof ;7i e la tesi di

laurea di C. Giammaruco, Il fibrato tangente ad una varieta topologica,
Un. Lecce, A.A.1979-80 (Relatore G.De Cecco).




2
seguente diagramma
E
S \ P
.-’/ \%‘\1
¢ ‘x‘
X . > X
id
e verificanti inoitre le seguenti condizioni:
¥X € X esiste un intorno aperto U di x ed un omeomorfismo

KU xR — p(U)

tale che

ezl
'.-"-_I'-."

D ° k = pr, UxR -+ U (X,y) — X

-]
2) K eslU=x0:U ~UxR" vi— (y,0)

X s1 dira spazio base, E spazio totale , (k,U) funzione coordinata e

-] _
0 (x) fibra su x.

51 vede facilmente che ogni fibra di un ZRn—fibrato e omeomorfa ad Rn.

(1.2) Una struttura di fibrato vettoriale su un .Rn-fibrato (S,p, e

una famiglia {(kJ,U V1 ” d1  funzioni coordinate tali che
" o o

1) {Uj} e un ricoprimento aperto di X;

) ¥x € Uarn BR 1'applicazione

| : b
ol !
1 2 ::» . 1 e ;JII

e un isomorfismo lineare.



(el

Jue strutture di fibrato vettoriale su (s,p) sono chiamate equiva-

lenti se la riunione delle famiglie che le definiscono € ancora una strut

tura di1 fibrato vettoriale.

, . . : . L no_. .
Jn fibrato vettoriale n-dimensionaie @€ un R -fibrato insieme con una

classe di equivalenza di strutture di fibrato vettoriale. Allora ogni i-

. o
bra  p (x) ha una ben determinata struttura di spazio vettoriale su F

d1 dimensione n.

Basta infatti considerare la corrispondenza biunivoca

n —
k, R - p (x) y - K(X,y)
Ea t - b = 3 | '
Dosto e1 kxky]; e2 xkyz) definire
- f : \ _ ,
e] ¥ ez . kxxy] T yzf Ke] kxi y1)
. . S o)
(1.3) Se X, B 1 o X - X i pi_. X, SONG
& 1 | 7 E I
2
no_. _ . . . .. - ; -
due R -fibrati, una coppia di applicazioni continue (¢,f), 4: . - S s

f . X1 - XZ’ e chiamata un’'applicazione Rﬂ-fibrata se

(2) s, = s,
L |
. _ \ -] -] . g | y
(3) o1p, (x1; L Py (x]) > P, (f{x]); e un omeomorfismo ‘¥x, € X .
Inoltre se (s],p1} 3 (SZ’pZ) sono fibrati vettoriali, un'appli-

cazione fibrata & chiamata lineare se & lineare sulle fibre. Un'applica-

zione fibrata (lineare) & chiamata un'equivalenza fibrata (vettoriale) se

:ﬂ = X2 =X, f = idx In tal caso ¢ risulta un omeomorfismo.



Se poi ¢ , ristretta alle fibre, € un isomorfismo di spazi vetto-

riali ¥x € X, si dira che (¢,id) € un isomorfismo di fibrati vettoria-

11 e scriveremo

(g v
\ 'lf.ilp‘IJJ

H

(.Szﬁpz)

2. Il fibrato tangente ad una varieta.

(2.1) Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Ricordia-

mo che ad ogni punto x € M e associato lo spazio tangente Tx(M)’ spa

zio vettoriale di dimensione n, e che 1'insieme

™ = {(x,vx) | X € M, v, € TK(M);

puo essere dotato di struttura topologica anzi differenziabile.

Allora

T .Tr

M— ™ — M

| n .. ‘ . o
risulta un R -fibrato vettoriale differenziabile dove

o X r— (x,OK) T - (x,vx)h—+ X

(2.2) Vogliamo ora illustrare le motivazioni che sono alla base

del concetto di fibrato tangente ad una varietd topologica.

Come e noto, se M & una varieta riemanniana (anzi una qualsiasi va-
rieta differenziabile paracompatta), tramite 1'applicazione esponenziale

¢ possibile definire 1'applicazione
> : N - MxM

XV Ji—s{X,eXp V
( 3}()-—*1 px x)

dove N € un intorno della O-sezione o del fibrato tangente TM.



Ag

Ebbene ¢ risulta un‘immersione di N su un intorno della diagonale
6 (M) ¢ M x M. Tenendo poi conto che & possibile trovare una funzione

differenziabile
e: M - R

tale che e(x) > 0 e

(v, € TX(M) | i{vx[[ < g(x)} ¢ N ¥x € M,

s1 pud definire 1'applicazione

r : T - N

e(X)Vvy
A

(X#VX)**

che risulta anch'essa un'immersione. Allora

Yy=¢%or  :T(M) -MxM

immerge TM in un intorno della diagonale e soddisfa le seguenti proprie
ta

(a) pr}-%’:n:TMﬂ»M
(b) Y oo o(x}) = (x,x) € A(M)
51 pud dimostrare il notevole teorema

(2.3) TEOREMA. -

4 0
Sea M —— £ —— M un gibrato vettoriale digferenziabile

™ ¥ r - F] m -
di damensione n e ¥ : E->Mx M wun'dmmersione C  su un Antoino

ac  A(M)  soddisgacente Le condiziond {a) e (b) di sopra. Allora

(5, p]) = (g, m)

51 costruisce dapprima il sequente Rn-ﬁbrato



6
Si pf
M - G - M
-]
dove G = x%M{ V € Ta{x;E v € tangente a p (X))
' 1 X Ov y = s(x) € E
D' 1 Ve X veT £,y = s(x)
Y
51 fa vedere poi che
(s'5p") = (s,p) e (s',p') = (o,7)

da cui la conclusione.

(2.4) Quanto detto chiarisce la sequente definizione.

. s . L . n ..
S1a M una varieta topologica di dimensione n. Un R -fibrato

S .
M1 — L P, si dice fibrato tangente ad M se esiste un'im-
mersione
v . &£ >Mx M
Che porti E su un intorno della diagonale e che soddisfi
a) pry = ¥ = p
D) Yo« s(X) = (X,X)

+4

51 pud far vedere (usando alcuni risultati di Kister [ 5 ;) che ogni

:
varieta topologica ammette un fibrato tangente unico a meno di equivalenze.
51 osservi che se una varieta topologica M ammette una struttura

differenziabile, allora il fibrato vettoriale tangente immerso tramite

1'applicazione v IM =M x M 1incontrato in (2.2), rappresenta



n .. ‘ _ | o .
'R -fibrato tangente di M, considerata come varieta topologica.
Questo ci dice che se M ammette una struttura differenziabile, allora

n .. :
1'R -fibrato tangente ammette una struttura lineare.

3. Microfibrati.-

3.1) Siano X ed E due spazi topologici. Si definisce microfi-

brato su X una coppia di funzioni continue (s,p) che rendono commuta-

tivo 11 seguente diagramma

e verificanti inoltre le seguenti condizioni

¥ € X esiste un intorno aperto U o} X ed un intorno

aperto YV di s{x) con

s{U) ¢ v p(V) ¢ U
ed un omeomortismo k U xIRn - tale che
\ | n
1) p o« k = pry UxR - U (U,y) — u
2) k-]-s!U = X0 U= U X ka u ~ {(u,0)

. -1 .
0 spazio totale, p (x) la fibra su x,

7

X si dird lo spazio base, ]

["iniezione e p la proiezione del microfibrato.

Infattyl s1 vede facilmente che s e injettiva
-]
(

la fibra p '

N

un sottospazio topoiogico omeomorfo ad R . Da qui i1 termine "microfi-

. b e suriettiva e <he

(x) non e necessariamente omeomorfa a R , ma contiene

>



brato” cioé "fibrato in piccolo”,

(3.2) Si osservi che solo gii intorni di s(X) 1in E giocano un

-

ruoio essenziale nella teoria.Per es. se E' & un intorno arbitrario

S pIE_ |

di s(X) 1in E, allora si vede che il microfibrato X - E' - X

.

e 1somorfo al precedente.

(3.3) Sia ¢ = (s,p) un fibrato vettoriale di dimensione n su X,
con t spazio totale, p: E - X la proiezione ed s : X -t la sezio
ne nulla. Allora (s,p) costituisce anche un microfibrato, chiamato

il microfibrato soggiacente a g, e sara denotato con I3

(3.4) Sia M wuna varieta topologica e

At Me—s M x M X > (X,X)

|"applicazione diagonale, allora il diagramma

A pr]
M —> M x M — M

costituisce un microfibrato, chiamato i1 microfibrato tangente ad M

che indicheremo tM.

51 dimostra facilmente (tenendo conto di quanto detto nel paragrafo 2)

che vale

(3.5) TEOREMA. -

Swa M ouna varceta diagferenziabile paracompatia con gibratc tangente

\ o ar . ] ol ) LT . ‘ : N : .' e o \
T = l(o,n]. Allora & micnosilbrato soggacente T ¢ ASomeiae ak

mACKO pLbrato tangente di M.



L

(3.6) COROLLARIOD. -

Se La varietd M ammetile una sthultura didderenzianile, alloxra

o, I A o D - ) . Yo,
eseALe un j:{bf}Lfl-‘tL-’ vetltloaal e - see M tale cne ST .

fale risultato si puo invertire.Vale infatti il segquente notevole

teorema dovuto a Milnor, Cairns, Hirsch

(3.7) TEOREMA. -

Una varetd comoinatoria M ammette una struttura difsenenziabale
compatibile con quelda combinatonda se e sole se L€ sue mACrosLDaa

{0 langente ¢ equivalente ad un vettoniale,

13.8) Concludiamo osservando che i concetti di fibrato e di microfa

brato, pur essendo abbastanza distinti, sono strettamente legati dal se

guente teorema

(3.9) TEOREMA (Kister)

Se X 2 un complesse Locakmente Aindto e di dimensdone Lincta, ol -
Lora ad cgne microfibrate su X ¢ assocdato une spazdc 4ibratc, @it

ce a meno dd Lsomoriismi dd micne g bratd,

C1oé, dato 11 microfibreto di dimensione n

esiste un insieme apertoc t,, S(X) ¢ E

i
- a b8

e un fibrato con fibra R & gruppo strutturale i1 gruppo  H,in)

-
P

tuttt gli omeomorfismi di R che conservane 1'origine.

-
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