INTRODUZIONE . -

Dopo i1 primo lavoro di Mc Lean (1956), 1 semigruppi idempotenti (o0 ban-

de) sono stati ampiamente studiati, sotto diversi aspetti, da numerosi au-
tori (Kimura, Yamada, Petrich, Warne, Green, Rees, Gerhardt,...). So0lo una
parte del vasto materiale sui semigruppi idempotenti sparso in numerosi ar
ticoli si trova sistemata in modo organico nei piu moderni testi di Teoria
dei Semigruppi. Pertanto € sembrato utile raccogliere e sistemare, rispet-
tando per 1o pix 1o sviluppo cronologico, insieme ai risultati piu noti an
che moliti altri meno noti, ma interessanti, sulle bande in un apposito Qua
derno, che possa offrire un quadro pid vasto e completo della teoria qs

sviluppata e della problematica suscettibile di ulteriori ricerche.

[1 Quaderno consiste di due Parti, nettamente distinte per 1 temi studra

ti e divise, ciascuna, in due Capitoli.

Nella Parte [, 11 Capitolo 1 ha come punti centrali il teorema d1r decom-
posizione (di semireticolo) di un semigruppo idempotente (§ 2) e la classi
ficazione completa di Kimura e Petrich) delle bande. Da notare, inoltre .
nello stesso Capitolo, un esempio non banale di semigruppo idempotente e ur

primo studio dei semigruppi S totali (32 = S), che sono una generalizza-

Zzione deil semigrupp? tidempotentr

[1 Capitolo 2 e 1nvece dedicato alla caratterizzazione di varie Clasy’
di semigruppi idempotenti mediante identitda. Le identita che si considera-
no sono quelle definite e studiate da Kimura, e, successivamente, da Yama-
da.

Nella Parte 1II, il Capitolo 3 € essenzialmente dedicato ad un metodo
(di Petrich) di costruzione delle bande, dedotto da quello usato da .a!e-
ment per 1 semigruppi completamente regolari, con 1'uso di una espressione

esplicita dell'inviluppo traslazionale di una banda rettangolare.

[l Capitolo 4, infine, & uno studio delle bande libere e delle varieta
di bande.

Sono indicati vari problemi tuttora aperti.
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CAPITOLO I - BANDE

1. Bande. Bande particolari. Prime proprietda delle bande. tsempio di Banaa.

Un semigruppo idempotente (o bandd) € un insieme S # @ chiuso rispetto

ad una moltiplicazione associativa tale che per ogni elemento a di S m™

. 7
sulti: a = a.

Un semigruppo si dice anticommutativo quando nessuna coppia di suoi ele-

menti cemmuta, cioé presi comunque a,beS con a # b, risulta ab # ba.

Un semigruppo S si dice rettangolare se aba = a,

i

si dice zero-sinistro se ab = a,

st dice_zern—destro se ba = a

per ogni a,b appartenenti ad S.

[ semigruppi rettangolari, zero-sinistri, zero-destri sono tutti idempoten

ti Infatti sia S un semigruppo rettangolare, allora preso aeS r°

% 2 2 3

risulta a a aa =aa a-= a.

Sia ora S un semigruppo zero-sinistro (destro), allora preso aeS:

a da =4

Un semigruppo zero-sinistro (destro) é rettangolare.

Infatti per ipotesi ¥a,beS : ab = a(ﬁa = %), allora:

aba = (ab)a = a a = a (ﬁba = a(ba) = aa=a) , in quanto vale 1'idempotenza.

Sia data una banda S, per ogni aeS definiamo due insiemi Sa, Td nel

seguente modo:
Sa ={xeS/x=ax’ ,Ta = {xeS/x=xa; ovvero

Ax = Xe==—> xeSa . Xa = x&<== X € Ta'
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In Sa(*a) ci sonc tutti e soli gli elementi di S <che hanno a come uni
tda sinistra (destra).

Tali insiemi sono certamente non vuoti perché almeno a vi appartiene,

inoltre vale la sequente proprieta:

Sa=Sb*Ta=Tb:'a=b
Infatti:
Sa = Sb , aeSa a € Sb a =>ba
m—— > = a =D
Td = Tb , beTb b e Ta b =>,a

cosicché ogni elemento aeS viene caratterizzato dai due insiemi.

Lemma 1.1. - Sia S una banda. S é anticommutativa se e solo se per

ogni terna a,b,c € S: abc = ac.

Dimostrazione. -

Proviamo prima che la condizione & sufficiente, cioé supposto che

Va,b,c € S : abc = ac vogliamo provare che S & anticommutativa

Presi dunque a,beS con a#b risulta:

(a b)(b a) = a(bb)a =aba=2aa-=a
(b a)(ab) =Db(aa)b=bab=Dbb=2>
dove a b a=aa e bab=Dbb per 1'ipotesi fatta.

Ora se fosse a b = b a risulterebbe (a b) (b a) = (ba) (a b) cioé

a=b mentre €& a # b, se ne conclude che a b # b a.

Viceversa supposta S anticommutativa vogliamo provare che ¥a,b,Cc € S : abc =

ac.
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Da a(axa) = (axa)a, in quanto entrambi uguali ad axa , segue che
a = axa per ogni xe$S. Infatti se fosse a # axa, per 1'anticommutivita

di S, si avrebbe che anche a(axa) # (axa)a.

Allora presi a,b,c € S
per X = bc :

abc=abfcac)=albcla] c=ac a(bc) a = a

Lemma 1.2.- Una banda S & rettangolare se e soplose abc=ac

Ya,b,c € S (cioé sse S & anticommutativa).

Dimostrazione. -

Condizione sufficiente:

Se per una banda S siha abc=ac Va,b,ceS, allora aba

quindi S € rettangolare.

Condizione necessaria:

Supponiamo che S sia una banda rettangolare, allora V¥a,b,c € S:
a(bc)a = a, da cui abc = ab(cac) = (a(bc)a)c = ac.

temma 1.3.- In una banda rettangolare S si ha: Sa = Sab e Tb = 7
¥a,b € S.

Dimostrazione. -

Sa =ix € S/ x = ax , Tb = . x € S/x = xb:

Dal Lemma 1.1. risulta ax = abx per Cui ax = x <==> gbx = X ¥XE€3,

ne seque che S =S :
a ab

Inoltre xb = xab da cui xb = X <==% Xab = x V¥x € S, ne seque che

T =7
b ab
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Lemma 1.4. - In una banda commutativa S :
- = M

Sa Ta e Sab Sa Sb ¥a,b € S.
Dimostrazione. -

Poiché S & commutativa ax = xa per ogni x € S, da cuil Sa = Ta' Pro-

viamo ora che Sar'i S =S

b ab ’
Sia x € Sarﬁsb allora x = ax e x = bx, da cui
abx = a(bx) = ax = Xx , cioé X € Sab :
Sia ora X € Sab allora abx = x, ne segue che
2
ax = a(abx) = a bx = abx = x
bx = blabx) = (ba)bx = abbx = abx = x

In conclusione S ™S =§

- ~
per cui X € Sa Sb. X h ab -

Dal lemma precedente si deduce che ogni elemento di una banda commutativa
e caratterizzato da un solo insieme e che la moltiplicazione (tra elementi) e

rappresentata dall'intersezione tra i relativi insiemi.

Definiamo ora in una banda S due relazioni R e L come segue:

a Rb <> ab =»> e ba = a
va.bes alb<==> ab = a e ba=0>b
Lemma 1.5.- In una banda S risulta:
1) aRb cmm=> S =S
a b Va,bes.
2) aLb cmmm=y T = T



Dimostrazione.

1) Proviamo che la condizione € necessaria.

Presi a,D € S

Consideriamo

(ba)x

Ancora

(ab)x= a{bx) ax

t cosi si € provato che

Viceversa siano

Infatty da a €95

b

d

d

k)

aRb<===> ab = D 2 ba = a
ax = X ma a = ba da cui (ba)x
quindi X = bx, Cioé X € Sb
, ma b = ab da cui (ab)x = x
si ha ax = X ci0é X € Sa
= Sb.
Sa = Sb, vogliamo provare che ab =
Sa = Sb segue che a € Sb’ cioé
seqgue che D € Sa’ c10é ab = b.

Analogamente si prova la 2).

Le relazioni

R

e

L

immediatamente applicando i1 lemma 1.5. Infatti

aRa in quanto
aRb ===> DRQ
aRb, bRc == aRc

Analogamente per

L.

S
a

i
—

S
in quanto

perché

d

= X inoltre
(Sa ESD)
ed essendo
(5, €5,
ba = a.
ba = a e

sono relazioni di equivalenza, lo si vede



Lemma 1.6. -
1) aRb ==> caRcb (compatibilitd a sinistra di R)
2) aLb ===> aclhc (compatibilita a destra di L)
Dimostrazione. -
1) Dobbiamo provare che (ca)(ch) = cb e (cb)(ca) = ca
Infatti dall'ipotesi ab = b e ba = a quindi cab = ¢b

e cba = ca. Allora

(ca)(cb) = (ca)(cab) = (ca)(ca)b = cab = cb
(cb)(ca) = cb{cba) = (cb)(cb)a = cba = ca come volevamo.
2) Dobbiamo provare che (ac)(bc) = ac e (bc)(ac) = bc
Dall'ipotes] ab = a e ba = b quindi abc = ac e
pac = DC.
Allora
(ac)(bc) = (abc){ac; = a(bc}2 = abc = ac
2
(bc)(ac) = (bac)ac = b(ac) = bac = bc come volevamo.

Definiamo ora in S wun'altra relazione P  come segue:

a,bes aPb <==> ab_a =a e bab =b.

Lemma 1.7.- aRb e blc === 3aPc ¥a,b,c € 5.

Dimostrazione. -

Per il lemma 1.6. ‘aRb e blLc ===> caRcb e balca) e per ipotes

H

ba = a € cb = c: ne seque che caRc e alca, quindi (ca,c

-



e afca) = a cioé aPc.
Lemma 1.8 -
aLb 0 aRb ===> aPb e caPch e acPbc.
Uimostrazione. -

vobbiamo provare che aba = a , bab = b
(ca)(cb)(ca) = ca, (cb)(ca)(cb)
(ca)(bc)(ac) = ac , (bc)(ac)(bc) = bc

cb

]

nelt'ipotesi che ab=a e ba=Db oppure ab=Db e ba = a

infatti sia atb allora aba = {ab)a = a2 = a, bab = (ba)b = b2=b,

no-tre per ii Lemma 1.6 si ha che aclbc cioé

ac {bc) = ac e (bc)(ac) = bc  Ne segue che
(ca)(cb)(ca) = ci{ac)(bclga = ¢{ac) a = (ca]2 = Ca
(cb)(ca)(cb) = c! (bc)(ac)]b = c(bc)b =(cb)® = cb
(ac)(bc)| (ac) = (ac)? = ac
f(bc)(ac)}(bc} =(bc)2 = be
Sia invece aRb allora aba = (ab)a =ba =a e bab = (ba)b = ab

inoltre per il lemma 1.6: caRch cioé

(ca)(cb) = cb e (cb)(ca) = ca. Ne segue che



{cb}(caj(cb) = {(ca)(cb) = ¢b
ac’'nc)ac = a[(cb)(cajjc = a{ca)c = (ac)2 = ac
bc(ac) bc = bf(ca)(cb)] = b(cb)c = (bc)2 = DC

Lemma 1.9

aPb ===> aRab e bLab e DRba e q}ba .

Dimostrazione. -
Per ipotesi & aba = a e bab = b, allora
; 2, .
a(ab) = a b = ab = (ab)a = aba = a quindi aRab;
2 .
p{ab) = bab = b e ‘ab)b = ab™ = ab quindi blLab,
2 .
Diba) = b a = ba e (ba)b = bab = b quindi DRbDa,
2
a(ba) = aba = a e (ba)a = ba = ba quindil aLpa

.a relazione P e una relazione d'equivalenza, infatti vale la

proprieta riflessiva in quanto aaa = a (aPa) . vale la proprietd simmetrica

in quanto aba = a e Dbab =Db ===>bab=Db e aba =a (aPb ==> bPa

La proprieta transitiva sard provata nel seguente

Lemma 1.10.:

aPb,bPc = aPc

Dimostrazione., -

Se aPb e bPc dal lemma 1.9 segue che bRba ,bRbc,
bLab,blLch

e poiché R ed L sono relazioni d'equivalenza esse sono simmetriche

e transitive quindi
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bRba ===> baRb ; baRb, bRbc ==>  baRbc
bLab ==> ablLb ; ablLb, bLcb ==> ablLcb

In conclusione abLcb e baRbc, per i1 lemma 1.6 risulta: abalcba,

cbaRcbc, ma per ipotesi
ma 1.7 si ha aPc, come volevamo.

aba = a, ¢bc = ¢ quindi alLcba, cbaRc e per i 1 em-

Lemma 1.11.~(Compatibilita a sinistra e a destra della P).

aPb == caPeb e acPbc.

Dimostrazione. -

Per il lemma 1.9 : aPb = aRab e bLab e per il lemma 1.8 -

acPabc e bcPabc, e per la simmetria di P: cabPch e

caPcab e cbPcab,
abcPcb, da cui applicando 1a transitivita della P: caPcb e acPbc, come

volevamo.

Lemma 1.12. -

Sia @ wuna relazione d'equivalenza definente un omomorfismo di una banda

S t.c. Ya,b € S : abQba.
Allora aPb ==> aQb.
Dimostrazione. -

aPb ==» a = aba e b = bab, da cui a = (ab)(ba) e b = (ba)(ab).

Ora, essendo abQba per ogni a,b € S, si avra anche per ab e ba, cioé

(ab)(ba)Q(ba)ab) e quindi aQb.

Abbiamo gia visto che i semigruppi zero-sinistri (destri) sono rettangolari.

Viceversa vale 1l seguente:
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()

Lemma 1.13. -~

Un semigruppo rettangolare & il prodotto diretto di un semigruppe ze-
ro-sinistro e di un semigruppo zero-destro. Inoltre questa fattorizzazio

ne @ unica a meno di isomorfismi.

Dimostrazione. - Sia S un semigruppo rettangoiare. Consideriamo gl

insiemi A e B di tutti i sottoinsiemi di S della forma xS e Sx,
cioé A = {xS/xeS}t, B = {Sx/xeS}, e facciamo vedere che A & un semigrup
po zero-sinistro e che B & zero-destro, cioé proviamo che V¥xS,ySeA .

(xS)(yS) = xS e ¥Sx,Sy € B : (Sx)}(Sy) = Sy.

XS

XyS

Proviamo intanto che [

SXy = Sy

Da yS ¢ S segue che xyS € xS. Inoltre xS = (xyx)S = (xy)(xS) € xys.
Quindi  xyS = xS,

Analogamente Sxy = Sy. Ne segue che

(xS)(yS) = (xS)(yx5) = x(Syx)S = (X3x)S

xS. Analogamente

(Sx){Sy) = Sy cioé vale (X5)(yS) = x5
(Sx)(Sy) = Sy
Proviamo ora che S & prodotto diretto di A e B.

Siano p : S+ A,g: S - B due applicazioni cosi definite

Proviamo che p e g sono epimorfismi. [ntanto sono banalmente suriettive.

(*) Recentemente, & stato dimostrato {v.[4](Bibl.)) il seg. Teorema piu ge-

neraie:
TEOREMA.- Un semigruppo S & fattoriabile come S5=AB, con A semigruppo

zero-sinistro e B semigruppo zero-destro se e solo se S & completamente
semplice non banale {(né gruppo destro né gruppo sinistro) ed esiste un idem

potente k tale che kSk = k.
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Inottre sono omomorfismi in quanto:

XS

xSyS = p(x)p(y).(Analogamente per q).

wl

p(xy) = XyS

Consideriamo ora il prodotto diretto AxB e sia r : S » AxB 1'appli-

cazione cosi definita r(x) = (p(x),q{x)).

La r €& un omomorfismo, infatti:
r(xy) = (xyS,Sxy) = (xS,Sy)
r(x)r(y) = (xS,5x) (¥5,Sy) =((x5)(y5),(5x)(5y))= (xS,5y) .

La r & suriettiva, infatti:

V(xS,Sy) € AxB 3 xyeS 3 r(xy) = (xyS,Sxy) = (xS,Sy).

La r € iniettiva, cioé r(x) = r(y) ==> x = y, infatti:

r(x) = r{y) ===> (x5,5%x) = (yS,Sy) ==> xS = yS, Sx = Sy e per la rettan-

golaritd di S si ha che : {xi = x5x = ySx = ySy = {y} , da cul x = v.

in conclusione S & isomorfo al prodotto diretto di A e  B.

Proviamo ora che la precedente fattorizzazione di S & unica a meno
di isomorfismi, Cioé presa un'altra fattorizzazione di S questa é iso-
morfa alla prima, piu precisamente se A' x B' @& un'altra fattorizzazione
di S faremo vedere che esiste un isomorfismo tra A ed A' e un isomor-

fismo fra B e B'.

Sia r': S - A" un isomorfismo, dove A’ & un semigruppo zero-sinistro
e B' & un semigruppo zero-destro, e A'xB' i1 loro prodotto diretto.
Definiamo due applicazioni come segue:

p' : S ~-A" e g :S-+B' da r'(x) = (p'(x), q'(x)).

Le due applicazioni sono suriettive, infatti essendo r

¥(a'.b') € A'xB' . xeS ¥ r'(x) = (p'(x),q'(x)) = (a',b'), risulta che:

sopra, Cioé

va' e A' 3 xeS ¥ p'ix)=a e ¥b'eB'" {xe€S 3 g'(x) = o'
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Inoltre p' e q' sono omomorfismi, infatti da r'{(xy) = r‘(X)P'(y))

e da r'(xy) = (p'(xy),q'(xy)) » r'(x) r'(y) = (D‘(X),Q'(X))(b'(y),q‘fyﬁ)

51 deduce che

{ﬁ{xy),q'(xyi) = (D'(KJ=Q'(Xl)(P'fy)=Q'(y”))

e Juindl

i

(p'(X)p‘(yJ,ﬂ'(x) q'(¥))

p' o= e ix)p'(y) e g'(xy) = g (x)g
Proviamo ora che p(x) = p(y) ==> p'(x) = p'(y).

Infattr se p(x) = ply), cioé xS = yS, risulta p'(xS)= p'(x)p' (S} = p'(«x
.essendo A’ un semigruppo zero-sinistro) e analogamente p'(yS) = p'(y, e

quindi p'(x) = p'(y). {Analogamente per q').

Esistono percido due epimorfismi f:A - A’ f~ g :B -+ B tali che
p = ‘2 e ¢ =g9gq. La t e la g sono anche iniettive, infatti siano

S # vS 2 supponiamo per assurdo che  f(xS = f(yS).

Fssendc xyS = xS si avrebbe xyS # vS  quindi Xy # v.
Ma p'fxy = fp(xy) = f(xyS) = f(xS) = f(yS) = fp(y) = p'(y) €

a'(xy) = aq(xy; = g(Sxy)= g(Sy) = gq{y) = q'(y).

Quind: avremmo r'(xy) = r’(y): assurdo perché r' € un isomorfismo e

quindi iniettivo e xy # y. Quindi f e g sono biunivoche.

in conclusione se S & isomorfo, tramite r', al prodotto diretto A xB'
essendo A' isomorfo ad A tramite f e B' isomorfo a B tramite g,
ia nuova fattorizzazione di S €& isomorfa alla precedente, cosi il lemma é

completamente provato

Osservazione 1.1.-

Gli insiemi A e B precedentemente definiti sono gli insiemi di tutts
g1 1deal’ minimali destri e sinistri di S rispettivamente.

.nfatt: per ogni x€$S xS € un ideale destro di S 1in quanto
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xS)S ¢ xS. Inoltre & minimale; infatti supponiamo che esista un altro
ideale destro K t.c. K ¢ xS, allora preso xs € xS, essendo K non vuo
to e incluso in xS, risulterd ogni suo elemento del tipo xg, ora preso
xseK. si ha che xsx = x (poiché S é rettangolare) e xs = (xsx)s =
=(xs,’xs € KS ¢ K, quindi ogni elemento xs di xS & anche elemento

xS e xS é minimale.

I

di K, per cui K

Osservazione 1.2.-

Abbiamo visto in un lemma precedente 1’equivalenza tra le due identita
abc = ac e aba = a Ya,b,c € S, dove S é una banda.
Quindi chascuna di esse pud definire le rettangolaritda di una banda. CSiamo ora

altre identita in bande che sono equivalenti alla rettangolarita:

1 = >

ax1x2...xna a (n > 1)
% = ¢ <
EAX Xy K 23X, .xj_]axj.. x 3 = a (1 <1 < g < n)
3 ax X,.. xnb = ap (n > 1)
4 ax....xi_1c]xi ...xj_lczxj...xnb = ab

dove Ch e a oppure b ¥k (1 <1< 3 <... “n|

5 . = e o s AL T < . RS ‘ s ¥ I
5 ax xz xnb axiT xiz x1wb (1 - 11<12 1r <n

Sorge ora il problema di determinare le condizioni perché tali identi-
ta siyano equivalenti alla rettangolarita. Cid sard discusso successivamente
e troveremc che 1'equivaienza delle precedenti identitdcon la rettangolari-

td € solo un caso particoiare del Teorema 6.2.

Osservazione 1.3.

Le due identita, aba = a e abc = ac, non sono equivalenti per

semigrupoi qualsiasi tLa prima infatti definisce una banda rettangolare, ma
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la seconda definisce una classe un poco pill ampia di semigruppi che conten-

gono bande rettangolari.

Esempio di banda.-

Sia S un semigruppo commutativo.

Per ogni elemento a di S definiamo il seguente sottinsieme:

K - (beS/b" = ca, a" =d b, per qualche c,d € S, con m,n € N.
S1 vede facilmente che 1a relazione o ’
aph === b € K (a,b € S),

d

e una relazione di equivalenza in S.

Infatty, evidentemente a pa; e ac b implica b a.

inoltre, se b € Ka e C € Kb (a,b,c € S), esistono x,y € S ed m,n elN ,

. 2 m mn n n n
tali che b =xa, ¢ =yb,dungue ¢ =y b = (y x)a. Analogamente
si dimostra che esistono un elemento z € S edun t elN tali che

.t
a = zc, e pertanto ¢C € Ka' Dunque se ao b e bg C ne seqgue a. c.

[ sottinsiem Ka(aeS1 sono detti componenti archimedee di S.

Proposizione 1.-

Se x e K, y €K

; X allora xy € Ka

b

Dimostrazione, - Sia x € Ka’ y € Kb; allora @€ x =va,y = 20D,

per opportuni v,z € 5, m,n € N. Supposto m > n, abbiamo

(xy)m = xmym =V a ym-n Z b =wab,

Analogamente si prova che esistono un elemento w' € S ed un k e N tal
K s
che (ab) = w'xy. Percid xy € Kab
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Sia E = Ka,aeS : per la Proposizione 1 & lecito definire 'n

13 seqguente moltiplicazione:

K . K =
a b Kab

Tale moitiplicazione, evidentemente, & associativa, dunque E & ur sem1-

gruppo

Proposizione 2. -

Ogna Ka e £ & un sottosemigruppo di S ed E & una banda.

Dimestrazione., -

Siano X,y € Ka; atlora, per la Proposizione 1., Xy € Kaz; ma. eviden-

7

mente, a . a, dunque Xy € Ka’ onde Ka é un sottosemigruppo di S
[Infine K - K = K , = K_, dunque E e idempotente.
a a ac a
2.- Teorema di decomposizione. -
Teorema 2.1.-
Data una banda S esiste un omomorfismo @ di S su una pandsa

T-

-ina

v

commutativa 7 taie che 1'immagine inversa di ogni elemento di
panda rettangolare. L'omomorfismo @ €& il pil debole, nel senso che ogns

altra immagine omomorfa commutativa di S & anche un'immagine omomorfa ds

Ejmestrazione. -

Dalla transitivitd e dalla compatibilita a sinistra e a destra della -
Lemmy 1,10 e 1.%'1; seqgue che P & compatibile, cioé definisce un omomor-
fismo 2, precisamente 1'epimorfismo canonico di S su S/P; per la compa

tibilitda di ° risuita che S/P e un semigruppo.
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Proviamo che S/P e commutativo e idempotente. Vale la commutativitd perché

per ogni a,b € 3:
ab(ba)ab abzazb

bazbza

(ab)(ab) = ab e

ba, cioé abPba.

(ba)(ba)

balab)ba

Inoltre UaeS:aZPa, percheé aza a2 = 3 e a aza

a, quindi S'F e

idempotente.

Proviamo ora che ]'immagine inversa di ogni elemento di S/P /cioé
ogni classe di equivalenza mod. P) €& una banda rettangolare (cioé una banda

anticommutativa).

Infatti presi due elementi a,b € S 1in una stessa classe d'equivalenza,il
loro prodotto sta ancora nella stessa classe, cioé aPb ==> aPab, in quan
to, per 1 lemmi 1.9 e 1.8, risulta aPb ===> aRab === aPab. Incltre

aPa” e a = a quindi ogni classe & una banda.

Proviamo che & anche anticommutativa. Infatti presi a,b nella stessa

classe (cioé aPb) con a # b risulta:

.ab)(ba) = abba

aba = a e (ba)(ab) =baab=>bab=np,
se fosse a b =Db a sarebbe anche (ab)(ba) = (ba)(ab) c¢ioé a = b, con-

tro 1'ipotesi, per cui ab # ba.

Proviamo ora che 1'omomorfismo @ & il pid debole, nel senso che ogni

altra immagine omomorfa commutativa di S €& anche immagine omomorfa di S/P.

Sia Q wun'altra relazione d'equivalenza compatibile, Q quindi defini-
sce 1'epimorfismo canonico di S sulla banda commutativa S/Q (stiamo sup-

ponendo per ipotesi che S/Q sia commutativa).

Siano ab € S t.c. aPb, ora poiché per ogni a,b €S abQba
(in quanto S/Q @& commutativa), dal lemma 1.12 seque che & anche aQb, cioé

P ¢ Q. Allora, per il terzo teorema di omomorfismo sulle strutture, i semi-
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S/P

gruppi 5/Q e ap  somo isomorfi, possiamo percid considerare 1'epi-

morfismo di S/P su S/Q che ad ogni classe mod. P associa la classe
mod. Q che la contiene. Si @& cosi trovato che un'altra qualsiasi immagi-
ne omomorfa commutativa S/Q di S & anche immagine omomorfa di S/P e

quindi @ €& 1'omomorfismo pild debole.
Jna versione di tale teorema piu chiara e moderna & la seguente:

Teorema 2.1.-

Una banda & un "semireticolo" di bande rettangolari.
Infatti data una banda S esiste un semireticolo T ed una famiglia di-
sgiunta di bande rettangolari di S, con insieme di indici in T ,

‘S /vy e Ty, t.C.:
W

1y S = US
YET v
2) S S ¢ S V v,8 € T.
Y 5 = va
Osseryiamo che il semireticolo r €& il semigruppo T del Teorema
precedente in quanto ogni banda commutativa & un semireticolo; gli S SO-

A
no le immagini inverse deqgli elementi di T stesso, infatti esse costitui-

scono una partizione di S e, essendo bande anticommutative, sono semigrupp?

rettangolari.

Inoltre, presi t,q € T.si prova facilmente che

- ]

£ (t) 6 (q) c ¢-](tq), e quindi & vera anche la seconda proprietd sugli S .

3. - Semigruppi totali. -

Diamo ora una definizione interessante che & una generalizzazione dells

definizione di banda.

Un semigruppo S si dice totale se ogni suo elemento puC essere

: : . .. AL _
scritto come prodotto di due lementi di S stesso, cioé S =S, guindi




VaeS Zb,ceS 3 a = bc.

Vale la sequente implicazione: S banda ==> S  semigruppo totale.

infatti va e€S con S banda la,a€e S 3 a = a-a, quind

S @& totale. Non vale naturalmente 11 viceversa .

Lemma 2.}.- Un semigruppo totale S & rettangolare se e solo se & sod-

sisfatta 1'identita abc = ac ¥a,b,c € S.

Dimostrazione. -

Sufficienza.
Sia S totale. Supponiamo per ipotesi che abc = ac ¥a,b,c € S.

Preso allora aeS : a = xy per qualche elemento x,y di S. Allora

2
2% = () = (xy) (xy)

per il lemma 1.2. S & rettangolare.

x(yx)x = xy = a. Cosicché S € una banda, da cui,
Necessita:

Ovvia, perché ogni semigruppo rettangolare, per il lemma !.2., soddisfa

1'identita abc = ac, e quindi anche un semigruppo totale la soddisfa.

Teorema 3.1.-

Sia S un semigruppo che soddisfa 1'identitd abc = ac. Allora esist:
un sottosemigruppo rettangolare R di S e una partizione di S, con -

come insieme di indici tale che

> = rgR Sr
dove S TS =P se r £t
r t
roé SF
e S § = rt



Dimostrazione. -

1]

Sia S un semigruppo che soddisfi 1'identita abc = ac. Consideriamo

1'applicazione f:S5-S definita da f(x) = xz. Allora f €& un

omomorfismo di S in S, infatti f(xy) = (xy)2 = X(yX)y = Xy = X(Xy)y

-H} -~y
"
[ (-

=xy = f(x) f(y).

Sia R 1'immagine di S tramite f:

R = f(S) = {xz/x € Sj
. 2 . : Z
Risulta che R ¢ R, infatti preso a2b2 € R2 : a2b2 = (ab) essendo
| . L. 2.2 . 2 .2 ?
f un omomorfismo, quindi a b e R, inoitre R ¢ S perché x €5
2 2 2

Vx = K. Quindi PP ecREC S .

L -:'j 2
Viceversa S° ¢ R ¢ R, infatti ogni elemento xy di S & idempotente,

~y

percne (xy}ﬁ = x{vx)y = xy , quindi xy € R; e R E.R2= in quanto
l 2 2 2

7

¥
[

3}

X = XX = Xx X = X x . In conciusione R =R =S,
dra RS = R ci dice che R e totale, e per il lemma 3.1. é rettan-
goiare. Allora preso r € R e definito Sr come segue Sr ={x€eS "~ =v

S 5 decompone ne: seguente modo:

k]

S= YU S , dove r € S e S S, = {rt} , Infatti essendo R dempotente,

reR r r r t
. . Vi _ ‘
in quanto rettangolare, risuita r = r , da cui reSr; e se X € Sr’ y € =
. 2 Z . 2 2 .
allora x =r, vy =1t equindi xy = x(xy)y = xy =rt, cioé
S S = {rt

-~ t
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4. - Bande regolari. -

Una nanda S si dice:

1) regolare a sinistra se aba = ab
2) regoiire a destra se aba = ba
3) regolare se abaca = abca

per ogni a,b,c € 5

Seguono daile definizioni i seguenti lTemmi:

Lemma 4.1.-

Una banda S regolare a sinistra (destra) é regolare. Infatti per

I

ogni a,b € S aba = ab per 1ipotesi, presi dunque a,b,C € S’ abaca = (aba)ca=abca

Analogamente a destra.

Lemma 4.2 -

[T prodotto diretto di bande regolari (a sinistra, a destra) & anch esso

regolare (a sinistra, a destra).

Basta tener conto infatti della definizione di prodotto diretto tra semigrup-

p1 e della definizione di bande regolari (a sinistra, a destra).

Lemma 4.3 -

Ggni sottosemigruppo di una banda regolare (a sinistra, a destra) € an-

-h'esso regolare ‘a sinistra, a destra).

Eﬁmma &:&.—

—

Una banda S zero-sinistra (zero-destra) e regolare a sinistra (a destra).

Infatt Ya,besS:
ab = a (ba = a):===> aba = (ab)a = ab(%ba = a{ba) = bé)

Lemma 4.5. -

Una banda rettangolare S & regolare.
Per i1 lemma 1.2. una banda rettangolare soddisfa 1'identitd abc = ac, al-

lora abaca =(abja{ca’ = abca, ¥a,b,c € S.
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Lemma 4.6.-

Una banda & zero-sinistra (zero-destra) se e solo se & rettangolare

e regolare a sinistra (a destra).

La condizione é sufficiente, infatti ¥a,beS:
aba = a, aba = ab ===>ab = a. Analogamente a destra.
La condizione é necessaria, infatti per il lemma 4.4. ogni banda zero-s1
nistra & regolare a sinistra, e ogni banda Zerosinistra €& rettangolare. Ana

logamente a destra.

Lemma 4./.-

Una banda S & commutativa se e solo se € regolare a sinistra e a destra.
infatti ¥Ya,b € S.
ab = ba f===}(§ba = ab e aba = ba)

Lemma 4 .8 .-

Un semigruppo totaie S € una banda regolare a sinistra (a destra) se

e solo se soddisfa all identita aba = ab (aba = ba).

Dimostrazione. -

La condizione & necessaria banalmente.
La condizione €& sufficiente, bastera provare che S & idempotente.

. , .. L . .
infatti per ipotesi & S =S e quindi preso xeS risulta x = ab con

a,b € S. Allora x2 = (ab)(ab)=a(bab) = a(ba) = aba = ab = x, quindi S

€ 1dempotente.
Diamo ora altre definizioni.

Sia S wuna banda. Allora per il Teorema 2.1 esiste un semireticolo
e una famiglia disgiunta di sottosemigruppi rettangolari di S, con insieme

degli indici in -, S, ve- , tale che

(1) S = US
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11 SS¢S Y S€ T
5 Y52 7ye v
Inoltre ~ @& unico a meno di isomorfismi e di conseguenza cosi € per
gti S
Diremo -~ semireticolo strutturale , e SY il y-nucleo.

v , detto omorfismo natu-

1t

Un omomorfismo p : S » T, tale che p(S )

rale; p € un omomorfismo, infatti, essendo S = YgFSY , per ogni x,ye€S

esistono Sw, Sr5 cS t.c. xe€ SY , V€ Sa , allora p(x) =y , p{y) = 6
I Ché ' S uind

e poiché Xxy € SYS6 e SYSGE-Syé risulta xy € v e q

p(xy) =vé . Allora p(x)p(y) = p(xy).

In questo caso scriveremo S~ =IS /ver! e la diremo decomposizione
Y

strutturale di S.

Diamo ora alcuni corollari relativi al Teorema 2.1.

Corollario 4.1.-

Ogni nucleo S & un sottosemigruppo rettangolare massimale d: S.
Y

inoltre ogni seottosemigruppo rettangolare di S & contenuto in uno ec ur

solo nucleo.

Dimostrazione. -

S'ia S"u
v

S la decomposizione strutturaie di S e sia p : S -
Y

™
i

mc

I 'omomorfismo naturale. Se R & un sottosemigruppo rettangoiare di S5, al
lora p(R) € anche un sottosemigruppo rettangolare di T, essendo » un
omomorfismo. Poiché T € un semireticolo, p(R) & ridotto ad un solo ele
to, infatti consideriamo due elementi a,8 di p(R) e supponiamc 2er

assurdo che sia «#8. T, essendo un semireticolo, é ordinato rispetic 3

la relazione < cosi definita: o<g <==> a2 = 8a = . Ora s1 possonc ver
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ficare due casi per gli elementi o, di p(R) prima considerati: che
o € B siano confrontabili, o che non 1o siano. Nel primo caso pud accadere,
per esempio, che § < a, allora o = Ba = B e a{Ba) = aB = &£ , d'al-
tra parte aBo = o (essendo p(R) rettangolare), quindi avremmo . = 3,

che é& assurdo.

Supponiamo ora invece che o« e 8 non siano confrontabili, ailora

o £ R 3 £ a, Cl1086 aB # B e aB # a , M@ oafo = a € oBa = x(pa)

= x(aB) = aaB = aB (perché T & un semigruppo idempotente commutativo), quindi

sarebbe af=a, assurdo.

piciamo allora vy 1'unico elemento di p(R), cioé v = p(R); si ha

atlora che R Eﬁp"](v) = ST . Cioé R & contenuto 1in uno ed un solo S?,

poiché gli S sono disgiunti. D'altronde ST & rettangolare per ogni

y € T(per il Teorema 2.1), quindi ogni nucleo SW & un sottosemigruppo ret-

tangolare massimale, perché ogni altro sottosemigruppo rettangolare =< di

S @ incluso in ST .

Corollario 4.2.-

Per ogni omomorfismo (suriettivo) q : S > 2 , dove A @& un semiretico-
lo, esiste un unico omomorfismo (suriettivo) f : r > A tale che q = fp,
dove p : S ->T1 &.1'omomorfismo naturale, cioé f rende commutativo i}

seguente diagramma

s —3 . 4

el

Dimostraziong, -

Poiché q(S ) & rettangolare, in quanto S & rettangolare e g ¢ un
Y Y
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omomorfismo, e€sso & ridotto ad un unico elemento in aA. Allora esiste

un'applicazione f : T - a definita da f(y) = q(SY); f & un omomorfismo,

infatti F(y8) = a(S_)s f(v)-F(6) = a(S )-a(S,).a(5 ) a(S,) = a(S 5 tea(s |
e poiché q(STa) ha un solo elemento: q(STSG) = q(S?S).
Inoltre q associa ad Sy 1'unico elemento di A q(Sy),p(SY) =~ e

fly) = Q(ST) quindsi f(p(SY)) = q(SY), se ne conclude che gq = fp. L'unici-

ta della f & immediata.

Corollario 4.3.-

Sia q:S > A un omomorfismo suriettivo, dove A € un semireticolo. Se
q-](é) é rettangolare per ogni & € A, allora 1'applicazione f definita
prima € un isomorfismo. Pid precisamente possiamo considerare £ coine 1]
semireticolo strutturale di S, q‘T(a) come il  &§-nucleo e q come |'omo-

morfismo naturale, cioé S E{q—](ﬁ)/é € A}

Dimostrazione. -

Poiché q—]{a) é rettangolare, esiste un unico ver  t.c. q_]’i)_E_S?
per i}l Corollario 4.1. Ora abbiamo +v= p((Sw);gipq-1(5) = p(fp)-]{ﬁ? =
= DP"1f"](6)f-](a). Cioé ¥ ésea ] yer t.c. v f'](a), da cus

f(y) 26 , con f(y) = q(Sy}; e quindi q(Sy):zﬁ , ma q(SY) e ridotto

ad un solo elemento percid q(ST) =6 . In conclusione ¥éer djy e~ t.c.

f(y) =¢ , cioé f & bigettiva.

Tgorgga_i;1.~

s T——

Una banda & regolare a sinistra {a destra), se e solo se 1 suoi nuciei

sono tutti zero-sinistri (zero-destri).
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Dimostrazione. -

Condizione necessaria.

Sia S wuna banda regolare a sinistra. Poiché ciascun nucleo, SY di S

e rettangolare, esso & anche regolare a sinistra per 11 lemma 4.3.. Inoltre

ogni S deve essere zero-sinistro per il lemma 4.6,
Y

Condizione sufficiente.

Sia ogni nucleo di S zero-sinistro. Siano a € S s, b € SB . Allora
84
ab,ba €S =S , 1 s VO .
»D of sa in quanto SaSB [ SuB e I & commutativo
Percid, essendo SuB zero-sinistro, abbiamo aba = ab2a = (ab)(ba)=ab,

il che prova che S & regolare a sinistra.

Sia T un semireticolo, siano A e B bande aventi T come loro se

mireticolo strutturale. Siano A~ & {AY!ysr} e B E{BY | yer} le loro

decomposizioni strutturali. Costruiamo il prodotto diretto D = AxB. Allora i

C = A X BY possono essere considerati come sottosemigruppi rettangolari di
Y Y |

D. Anche C = U {CT/Y =T} e un sottosemigruppo di D. Inoltre la decom-

posizione strutturale di C é C~n I {CY/ YET }.

Siano p: A-T e q:B->r gli omomorfismi naturali. Allora

risulta C = {(x,y) : x € A,y € B, p(x) = q(y)},
in quanto p(A_) = v e q(BY) =y ,e r:C-»r definito da

P«ﬁ,y)) = p(x) = q(y) 'é 1'omomorfismo naturale.

Diciamo C i1 prodotto retratto di A e B rispettoa T e notiamo

che tale prodotto dipende non solo da A,B e T ma anche dagli omomorfismi

naturali p e q.



- 26 -

Lemma 4.9, -

I1 prodotto retratto di una banda regolare a sinistra e di una banda

regolare a destra & regolare.

Dimostrazione. -

Poiché 11 prodotto retratto di una banda regolare a sinistra e di una
banda regolare a destra & un sottosemigruppo del loro prodotto diretto, la

tesi seque dai lemmi 4.1, 4.2, 4.3. .

Proveremo ora 1’inverso di questo lemma, esso svolge un ruolo essenzia-

le nel teorema fondamentale delle bande regolari.

Lemma 4.10.-

Sia S~ I {SY/Yer} una banda regolare. Allora esistono una banda re-

golare a sinistra A~ I {AY/YEP} e una banda regolare a destra B~ E{BY/yer

che hanno lo stesso semireticolo strutturale T, tali che S sija isomorfo

al prodotto retratto di A e B rispetto a T.

Dimostrazione. -

Sia S~ ¢ {SY/yer} una banda regolare. Poiché ogni y=nucleo SY

é rettangolare possiamo assumere, per il lemma 1.1J che S =AxB ,

Y Y Y
dove AY & zero-sinistro e BY e zero-destro. Siano A = U{Ay/yer},
B = U{BY/y&P} » T = AxB. Allora S pud essere identificato con un sottoin

sieme di T. Proveremo che A e B possono essere considerati come semi-

gruppi idempotenti.

Siano aeA , ceA , b,b' eB , d,d' e B .
o B a R

Ailora (a,b),(a,b’) € Su , (c,d), (c,d') € SB
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Poniamo (e,f) = {(a,b)(c,d) , (e',f') = (a,b")(c,d").

Allora (e,f), (e',f') € Su e precisamente e,e‘eAu , f.,f' € Bus

B B

Ora poiché AaB é zero-sinistro e BaB é zero-destro risulta

(e,f)(e’',f') = (e,f").

D'altra parte abbiamo

(e,f)(e',f') = (a,b)(c,d)(a,b')(c,d') =
= (a,b'b)(c,d'd)(a,bb’)(c,d')= (essendo Bﬂ e BB zero-destri)

(a,b')(a,b){c,d')(c,d)(a,b)(a,b')(c,d") =

(a,b')(a,b)(a,b')(c,d')(a,b)(c,d)(a,b){a,b')(c,d") =z (usando ripetutamente
la rettangolarita)

= (a,b'bb’)(c,d')(a,b)(c,d)(a,bb’)(c,d") =
= (a,b’)(c,d")(a,b)(c,d)(a,b’)(c,d")=
=(e’,f)(e,f)(e',f') = (dalla definizione)
= (e',f') (dalla rettangolarita di SuB)'

Quindi (e,f') = (e',f') o0 e = e'.Percido eée determinato soltanto da a
e ¢ e non dipende da b o0 da d. Similmente f & determinato solo da b

e d. Ora possiamo definire m= Ax A - A, n:BxB->B da

(n(a,0),n(b,d)) = (a,b)(c,d) = (e,f).

Percid0 A e B diventano sistemi moltiplicativi incui m e n sono le

loro moltiplicazioni e AY e BY sono sottosistemi con AY

banda zero-sinistra e BT banda zero-destra. Anche T = AXB & un sistema

moltiplicativo. Consideriamo la proiezione p : T - A definita da

p((a,b)) =a e la proiezione q : T+ B definita da q{(a,b)) = b. Tali
applicazioni P e q, con dominio ristretto a S € T, sono eviden
temente omomorfismi e risulta A = p(S) e B = q(S). Poiché gli omomorfi-

smi conservano ogni relazione definita da identitd, ne consegue che associativita
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e idempotenza si conservano in A e B, essendo S wuna banda. Se ne con
clude che A e B sono bande.

Poiché A & zero-sinistro e B e zero-destro essi sono rettango-
Y Y

lari e poiché T & un semireticolo A~ % {AY/YeP} e B~ T {BY/yeF}

diventano le decomposizioni strutturali di A e B per il Corollario 4.3.
relativo al Teorema 2.1. Allora esiste una banda regolare a sinistra A e

una banda regolare a destra B tale che S & il prodotto retratto di A e

B rispetto a T.

Teorema 4.2.- Una banda é regolare se e solo se essa € 1] prodotto retrat

to di una banda regolare a sinistra e di una banda regolare a destra.

Dimostrazione. -

IT Temma 4.9 prova che la condizione é sufficiente, e il lemma 4.10

prova che la condizione & necessaria.

Corollario 4.4.- Ogni banda regolare & contenuta nel prodotto diretto

di una banda regolare a sinistra e di una banda regolare a destra.

Dimostrazione. -

Seque immediatamente dal Teorema 4.1.

Corollario 4.5.-

Sia S i1 prodotto retratto delle bande A e B rispettoa T e sia
T i1 prodotto retratto delle bande € e D rispetto a a, dove

A~n T {Ay/yer} e C~n % {66/665} sono regolari a sinistra e B~ E{BY/YeF}

e D~ 3 {Dajaea} sono regolari a destra.

5ia k : S = T un omomorfismo, allora esiste un omomorfismo h : T - A
e due omomorfismi f : A > C e g:B->D soddisfacenti le seguenti

condizioni:
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(1) k(a,b) = (f(a),3(b))
(2) hp = rf e hq = sqg, cioé tali che il diagramma

APyt

A

C ——3 A —— ]

sia analitico, dove p,q,r,s sono gli omomorfismi naturali.

Dimostrazione. -

(1) Sia dunque k : S = T un omomorfismo e siano u : S » T,
v : T>4A gli omomorfismi naturali. Allora poiché vk : S> A é un
omomorfismo,per il Corollario 4.2, esiste un unico omomorfismo h : I » A
t.c. vk = hu
Quindi v(k(Sy)) = h u(ST) = h(y) , e cosi k(SY)'g;v_1(6) =T dove

h(y) = 6. Ora 1'omomorfismo kT : ST > TrS definisce in modo unico gli

omomorfismi f : A - C e g :B >D_, tali che k (a,b) =
Y Y S Y Y S Y

= (fT(a), gy(b)), dove kY é 1'omomorfismo k col suo dominio ristret:

toa S
y
Poiché A e B sono rispettivamente 1'unione disgiunta degli AT e
dei B , con yer , f e gY determinano univocamente le app
Y Y

cazioni f : A-C e g:B->D ¢t.c.

fl(a) = f (a) se ae€aA

se beB

1|

0
—
o
—

g(h)
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Ne segue cne k(a,b) =(f(a), g(b)) infatti, se a ¢ AY e be BY ,

i ha k(a,b) = k (a,D) = (fY(a),gy(b)) = (f(2),9(b)).

Quindi se (a,b) ¢ § e (a',b') € S, essendo SYSGE'Svs per y,8 €T
abbiamo che:

(f(aa'),g(bb"))

k(aa',bb') = k((a,b)(a',b')) - k(a,b) k(a',b') =

- (fa)a()(f(a")9(b") =(f(a)f(a'),g(b)g(b')),
il che prova che f e g sono omomorfismi.

(2) Presa ora la coppia ({a,b)e 3.Y ne segue che (f(a),g(b)) = k(a,b)=

dove 6 = k(y), e quindi rf(a) =8=h(y) = hp(a), cioé rf = hp.Analogamente

si prova che sg = hq.

Corollario 4.6.-

Condizione necessaria e sufficiente affinché 1'omomorfismo k del Coro'la-
riec 4.5 sia 1) injettivo, 2) suriettivo, 3) biiettivo & che esistono rispetti
vamente gli omomorfismi h,f,g che siano tutti 1) iniettivi, 2) suriettivi,

J) biiettivi, soddisfacenti tutte le condizioni del Corollario 4.5.

Dimostrazione, -

La condizione & sufficiente, infatti considerati gli omomorfismi h,f,g
soddisfacenti tutte le condizioni del Corollario 4.5 e che siano 1) iniettivi,
2) suriettivi, 3) biiettivi, si pud considerare 1'omomorfismo k : S > T de-
finito da k(a,b) = (%(a),g(b)); si vede facilmente che k €& rispettivamen

te 1)iniettiva, 2) suriettiva, 3) biiettiva.

La condizione & necessaria, infatti sia 1) k iniettivo. Allora k_](TG)

e rettangolare se non & vuoto, e cosi esso € contenuto in un solo 56 per 11

Corollario 4.1.

Quindi h & iniettivo. Facilmente si prova che anche f e g sono iniettivi.
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2) Sia k suriettivo. Allora

h(r) = h(u(S)) = v k(S)

mente anche f e g sono suriettivi.

v(T) = a, che prova che k & suriettivo. Ovvia

3) Ta biiettivitd seque banalmente dall'iniettivitad e dalla suriettivita.
I1 caso 3) del precedente Corollario pud essere riesposto come segue:

Car011ay10 4.7 .-

La decomposizione di una banda regolare nel prodotto retratto di una ban-
da regolare a sinistra e di una banda regolare a destra & unica a meno di 1is0

morfismi.

5. - Bande normali.

In questo paragrafo daremo i1 teorema strutturale di bande normali ed
alcuni contenuti rilevanti. |

Una banda S si dice

1) normale a sinistra (a destra) se axy = ayx (xya = yxa)

2) normale se axya = ayxa

(
(
(3) semiregolare a sinistra (a destra)se axy =axyayxy(xya=xyxaxya)
(4) seminormale a sinistra (a destra) se axy = axyay(xya = xaxya)
(

5) gquasinormale a sinistra (a destra) se axy = axay (xya = xaya)

per ogni a,X,y € S.

Valgono 1 seguenti lemmi:

Lamma 5.1.-

Se S @& normale (a sinistra, a destra) allora S @& regolare {(a sinistra,

a destra).
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Dimostrazione. -

Presi a,x,y € S, supposta S normale a sinistra, normale , risuita ri-

spettivamente

axy = ayx ===> axa = aax = ax

W
It

axya = ayxa ==> axaya = a(xa)ya = ay(xa)a = ayxa = axya

E quindi S & rispettivamente regolare a sinistra, regolare.

Lemma 5.2.~

Se S é normale e regolare a sinistra (a destra), allora S € normale

a sinistra (a destra).

Dimostrazione. -

Per ogni a,Xx,y € S risulta:

fl

axya = ayxa,axa = ax ===> axy = axya = ayxa = axy.

Lemma 5.3.-

Una banda & regolare se e solo se € contemporaneamente semiregolare a

sinistra e a destra.

Lemma 5.4.-

Una banda € normale se e solo se & contemporaneamente quasi-normale a sini

stra e a destra.

La precedente classificazione delle bande pud essere rappresentata dalla

seguente Tavola 1:
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banda

o b
"
8}

banda semiregolare destra

axy = axyayxy
banda regolare

axya=axaya

banda seminormale destra
axy = axyay

banda quasinormale destra
axy = axay banda normale

axya=ayxa

banda regolare a destra [
ax = axa |

banda normale a destra i

axy = ayx ; '
banda rettangolare ;
a=axa :
}
. d _,.--""f t
1 - s = ‘"--.
semigruppo zero-destro > sem1rqt1co1o ‘aHJ
ax = a <. XY (= yX ~
RN I e
'\.‘ 1 -
rd
\‘h I ;H
™~ ’
. } Ve

» “ !
semigruppo “con un elemento

X =y

TAV. 1]

banda semiregolare sinistra

yxa = yxyayxa

banda seminormale sinistra
yxa = yayxa

banda quasinormale sinistra
yXa = yaxa

banda regolare a sinistra
Xa = axa

banda normale a sinistra
yxa = Xxya

semigruppo zero-sinistro
Xa = a
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Teorema 5.1.-

Una banda S~ ¢ {SY/yer} é normale a sinistra (a destra) se e solo

se ogni Sv e zero-sinistro (zero-destro) ed esiste una famiglia di

funzioni ¢ = {Qz : a > B, a,Ber} soddisfacente le seguenti condizioni:

1) @E : Sﬂ +-SB per a > B
2) ﬁ: é 1'applicazione identica
3)¢f,¢:=¢: per a > B > ¥
_ 52 _ 5B
4) ab = @mB(a) (ab = QEB (b)) per a € Sa,
Dimostrazione. -

Sia S~ 3 {SY/TEP} normale a sinistra. Allora per il Lemma 5.1.

S € regolare a sinistra. Percid ogni S € zero-sinistro per il Teore-
Y

ma 4.1. Consideriamo ora o, BET con o >B,ac€e Sa s XsY € SB'

Allora dalla normalita a sinistra di S e dal fatto che ogni SY &

zero-sinistro si ha:

ax = axy = ayx = ay

(ﬁ <o <€&=>0 B=Ba =8 ,quindi S S €3S = SB)

o B — aB

Possiamo considerare allora 1'applicazione ¢::Sﬂ+ S, cosi definita

a +-¢:(a) = a SB’ e siamo sicuri che & un'applicazione perché aSB e
ridotto ad un solo elemento, per quanto visto prima.

E' facile cosi provare le condizioni 2),3),4) della tesi.
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2) ¢ (a) =aS =a perché S & zero-sinistro.

a x Q

B, o B o
3) & (¢ = & S)Y=aSScalS =al =¢ (a
) @ (e,(a)) Y(a g) = 355.€62 5, \ ,f()
4) > (a) =aS =as$S._ = ab

Cosi la condizione necessaria del teorema & provata; la condizione suf-

ficiente € contenuta nel seguente teorema:

Teorema 5,2.-

Sia T un semireticolo. Sia {ST/YEF} una famiglia disgiunta di insie

(0 e a > B , a, BET} wuna famiglia di applicazioni soddi-

" —

mi. Sia ¢
sfacenti le condizioni 1),2),3) del Teorema 5.1.
Sia S = U{Snyer}. Allora S con la moltiplicazione definita da 4)

del teorema 5.1 diventa una banda normale a sinistra (a destra), la cui

decomposizione strutturale & S~ E{SY/YEP}' Inoltre una qualunque banda

normale a sinistra (destra) si pud ottenere mediante questo procedimento

a meno di isomorfismi.

Teorema 5.3.

Una banda normale a sinistra (a destra) & isomorfa al prodotto diretto
di un semigruppo zero-sinistro (zero-destro) e di un semireticolo se e solo

se ctascuna funzione di ® del Teorema 5.2. & biiettiva.

Teorema 5.4.

Una banda & normale se e solo se essa & i1 prodotto retratto di una ban

da normale a sinistra e di una banda normale a destra.

Dimostrazione. -

Proviamo prima la condizione necessaria:
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Sia S wuna banda normale, essa € regolare per il Lemma 5.1. Perciod

per il Teorema 4.2. S & il prodotto retratto di A e B rispettoa T,
dove T & il semireticolo strutturale dij S e A (B) & un semigruppo re-
golare a sinistra (a destra), avente r come suo semireticolo struttura-
le. Poiché A(B) & normale e regolare a sinistra (a destra), esso deve
essere normale a sinistra (a destra) per il Lemma 5.2.

La condizione sufficiente & ovvia.

Teorema 5.5.-

Una banda S~ X{Ayx BY/yer} e normale se e solo se esistono due fa-

miglie di funzioni o = {:p‘; o > B, a,Bel}, V¥ = {lr: s a > Bya,B€r

soddisfacenti le seguenti condizioni:

2) ¢Z e T: sono le funzioni identiche
B .« a B _a a
3) & = ¢ Y ¥ =Y a > >
) vyl T Ny et o2 ZB 2y

4) (a,b)}(a',b') = (%:B(a}, Tzﬁ(b')) se (a,b) € Aa x Ba s (a',b') € ABx BB

Dimostrazione. -

La condizione necessaria segue dai Teoremi 5.1 e 5.4. La sufficiente ¢

contenuta nel Teorema 5.7 successivo.

Teorema 5.6.-~

Una Banda S~ I {S? / vyer} & normale se e solo se esiste una fami-

glia di funzioni © = {u: : a > B, a,B€r} , tale che :

—

2) 6 e 1'identita.

e R ™ e
2
e
|
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B « o
3) 6 8 =96 > B >
) Yy B y ot =E2y
4) ab = g (a) 08 (b) se ae€S , D €S
af aB a B
Dimostrazione. -

La condizione necessaria segue dal Teorema 5.5 precedente. La condizi

ne sufficiente & contenuta nel Teorema 5.8 seguente.

Teorema 5.7.-

i e ————— il —

Sia T un semireticolo. Siano {AY/YeP} . {BY/YeP} due famiglie di-

sgiunte di insiemi. Siano ¢ , ¥ due famiglie di funzioni soddisfacenti
le condizioni 1),2),3) del Teorema 5.5. Allora con Ta moltiplicazione de

finita dalla proprieta 4) del Teorema 5.5 , S = U{AY X BY/yer} diventa

una banda normale, la cui decomposizione strutturale € S~ I:A xB / vell.
Y Y

Dimostrazione. -

Per il Teorema 5.2 A = U{AY/TeP} e B = U{BY/yeF}risultano rispet

tivamente una banda normale a sinistra e una banda normale a destra le

cui decomposizioni strutturali sono rispettivamente A~ ¢ {AY/YSF} e

B~ & {B /’YEP}.
Y
Per il Teorema 5.4 la banda S = U{AYXBY/YEP} , la cui decomposizione
strutturale & S~ I {AY X BT/yer} € una banda normale, in quanto & prodot

to retratto di una banda normale a sinistra e di una banda normale a destra.

Teorema 5.8.-
Sia T un semireticolo. Sia {SY/YeF} una famigliia disgiunta di se-

migruppi rettangolari. Sia © wuna famiglia di funzioni soddisfacente alle

condizioni 1),2),3) del Teorema 5.6. Allora con la moltiplicazione definita
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dalla proprieta 4) del Teorema 5.6 , S = U{SY/YeF} diventa una banda nor

male, la cui decomposizione strutturale € S~ I {Snyer}.

Dimostrazione. -

La dimostrazione seque facilmente dal Teorema 5.2.

Teorema 5.9.-

Una banda normale € isomorfa al prodotto diretto di un semigruppo rettan-
golare e diun semireticolo se e solo se ogni funzione di ¢ e ¥( 6 )

del Teorema 5.5. (5.6) & bijettiva.

Dimostrazione. -

Seque facilmente dal Teorema 5.3.
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CAPITOLO II - IDENTITA®

6. Caratterizzazioni mediante identita eterotipiche.

Sia X = {X,V¥,...} un insieme i cui elementi saranno detti variabilj

(o generatori), una parola & una sequenza finita di variabili. L'insieme di

tutte le parole F = F(X) con 1'operazione digiustapposizione forma un se-

migruppo, i1 semigruppo generato da X, che viene detto semigruppo libero ge-

nerato da X. Se identifichiamo 1'elemento x € X con la sequenza (x) di

lunghezza 1, allora risulta:

(x],xz,..,,xm) = (x])(xz)...(x

m) = XyXge..X s per cui ogni parola pud

essere riguardata come il prodotto delle sue variabili.Se 1'insieme X del-

le variabili ha cardinale n, allora si dice che F & il semigruppo libero

su_n_generatori, e se n & finito allora si dice che F €& finitamente

generato.

Una coppia di parole (P,Q) si dice identitda e si scrive P = Q.

Sia S wuna banda. Diremo che S soddisfa un'identitda P = Q, se per ogni

omomorfismo f : F - S nrisulta f(P) = f(Q).

Diremo che un'identitda P = Q implica un'identita P' = Q' , se ogni ban

da che soddisfa P = Q soddisfa anche P' = Q'. Cosi ogni identitd implica

1'identita xe = X (cioé 1'idempotenza) perché una banda & un semigruppo idem

potente, quindi soddisfa sempre 1'identita xz = X.

Diremo che le identita P =0Q e P' =0Q' sonc equivalenti se P =Q
implica - P' = Q' e P' =Q"'" implica P = Q.

Sia X' un altro insieme di variabili. Sia to: X > X' una qualsiasi

trasformazione di X 1in X', si ha allora un omomorfismo t : F(X) - F(X')

che coincide con t0 Su X.

E' facile provare ora i sequenti lemmi:
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Lemma 6.1, -

P=0Q 1implica t(P) = t(Q) per una quaisiasi trasformazione di variabi-

11 to -

Dimostrazigpe. -

Sia S wuna banda che soddisfa P = Q, dobbiamo provare che tale banda sod-
disfa anche t(P) = t(Q), cioé, preso un qualsiasi omomorfismo g : F(X') - S,
risulta g(t(P)) = g(t(Q)), infatti g(t(P)) =g ° t(P) e g(t(Q) = got(Q)

e poiché g o t & un omomorfismo da F(X) in S ed S soddisfa P = Q,

allora sarda g o t(P) = g o t(Q) e quindi g(t(P)) = g(t(Q)).

Lemma 6.2.-

Se P=0Q 1implica P =P' e (Q=Q' allora P =0Q 1implica P' = Q°'.

Se P=0Q implica P' =Q' allora P =0Q implica PP' = QQ' e

OSSERVAZIONE 6.1.-

Se consideriamo i1 semigruppo idempotente libero generato da X invece
del semigruppo libero generato da X non ci sono differenze sostanziali

nella trattazione.

Diamo ora alcune definizioni:

Una identita P = Q si dice che & omotipica se P e Q contengono
entrambe le stesse variabili esplicitamente, altrimenti si dice eterotipica.
Al esempio un'identita xy = x & eterotipica, mentre un'identita xy = yx @

omotipica.

Se P € una parola X1Xoe o X s allora diremo X1 la testa di P e X0 la

coda.
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Teorema 6.1 .-

Una identitda P = Q@ & equivalente alla singolarita sinistra (destra)
(cioé all'identitda xy = x (xy = y)) se e solo se valgono contemporanea-

mente ;

(1) P = Q & eterotipica,
(2) P e Q hanno le stesse (differenti) teste,

(3) P e (Q hanno differenti (le stesse) code.

Dimostrazione. -

La condizione necessaria sard provata a destra dopo la dimostrazione del

Lemma 6.4.

Proviamo la condizione sufficiente. Supponiamo che P = Q soddisfi ad

(1),(2),(3). Allora 1e parole P e Q sono espresse da XeooXy € XeuX,

rispettivamente, dove X, & diverso da X, e 1'uno o 1'altro, ma non entram

bi, possono essere uguali a x. Dalla (1) seque che o P o Q contengono
una variabile y, che non sta nell'altra parola. Supponiamo che P contenga
y. Una trasformazione to : X > X cheporta y in y e tutte le altre
variabili in x, manda le parole P,Q in P',Q' dove P' & x...y...x se

X3 F Yy, Oppure P' & X ...y, se Xy =Y (al posto dei puntini ¢i pug essere

X 0 y ¢ niente),eQ’ & xﬂ, per qualche intero positivo n (cioé t(P) & P’
e t(Q) e Q').

Ora una qualsiasi banda soddisfa 1'identitd P' = xyx o P' = xy, in

accordo col fatto che P' €& X ..y ...x 0 x...y, e 1'identita Q' = x,

Allora per il Lemma 6,1 P = Q ==> P' = Q', e per il Lemma 6.2.:

(P = Q' === P' = xyx, Q' = ) ==> (P' = Q' ==>xy = Xx) oppure
(P' = Q' ===> P' = xy, Q' = x} ===> (P' = ! ==>xy = x) , in conclusione

P aQ  mem» (1) xyx = x opD.

(ii) xy = x
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La (i) @ la rettangolarita, quindi per il Lemma 1.2. (Xyx = X<==>Xyz = XZ)

la (i) implica contemporaneamente P = XXq 5 Q = xX,, inquanto P & x ...x

2

e Q ex ... X,3 NE segue che P=Q ==>P = XXy 5 Q = XX, €& per il lem-

]

ma 6.2. risulta:

P =Q ==> xx XX

| 2

Proviamo ora che 1'identita xx

1 XX

implica la singolarita sinistra.

2

Infatti consideriamo l1a trasformazione t0 : X = X che porta X4 in X

e tutte le altre variabili in x, allora tale trasformazione manda le paro

!

le XX in XX

: ;& XX in xx, e per il Lemma 6.1.: xx; = XX, ==>XX

2 1 2 1

inoltre in ogni banda € vera 1'identita xx = X; ora poiché (xx1=xx==>xx1=xxlsxx=x)

=XX,

applicando il Lemma 6.2., risulta

(xx] = XX ==> XX, = X).

La singolarita sinistra quindi & vera nell'ipotesi (1i).

La (ii1) & proprio la singolaritd sinistra,

In conclusione da P = Q discende in entrambi i casi la singolarita sini
stra, cosi 1'implicazione verso destra della condizione sufficiente & comple-

tamente provata. Proviamo ora 1'implicazione verso sinistra della condizione

sufficiente.

Consideriamo 1'identita xy = x, essa implica una qualsiasi identita della

forma X ...y =X ...X 0 X ...y = X... 12

dove Xx,y,z sono tutti differenti e i puntini stanno per una qualsiasi

sequenza di variabili.

Cosi xy = x implica una qualsiasi identita soddisfacente le condizioni

del teorema.
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Teorema 6.2.-

Una identita P = Q & equivaiente alla rettangolarita (cioé all'identi

td xyx = x) se e solo se

1) P=Q é eterotipica,
2) P e Q hanno le stesse teste,

3) P e Q hanno le stesse code.

Dimostrazione. -

La condizione necessaria sara provata dopo la dimostrazione del Lemma 6.4

Proviamo la condizione sufficiente.

Sia P = Q wuna identitd soddisfacente 1),2),3). Allora possiamo as-
sumere che la parola P sia x ...y...2z e Q sia X ...z, dove Q non

deve contenere la variabile y, e z pud coincidere con x.

Consideriamo la trasformazione che porta y in y e tutte le altre
variabili in x, essamanda P in P' e Q 1in Q', dove P' & x...y...x
e Q' e xn,per qualche intero positivo n. Ora una qualsiasi banda soddi-
sfa 1'identita P' = xyx e Q' = x, allora per i Lemmi 6.1 e 6.2. si ha che

P =0Q ==> xyx = x, che & equivalente alla rettangolarita.

Viceversa la rettangolarita xyx = x implica una qualsiasi identita del

fa forma x ...y ...z2=x ...2 per il Lemma 1.2.

Cosi la rettangolaritd implica una qualsiasi identita soddisfacente le

precedenti condizioni.
Osservazione 6.2. -

E' facile verificare che tutte le identita menzionate nell'Osservazione

1.2. soddisfano le precedenti tre condizioni.
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Teorema 6.3.-

Una identita P = Q @& equivalente alla trivialita, cioé all'identita

X =Yy, se e solo se

1) P=Q & eterotipica,
2) P e Q hanno teste diverse,

3) P e Q hanno code diverse.

Dimostrazione. -

La condizione necessaria sara provata dopo la dimostrazione del Lemma

6.4.. Proviamo la condizione sufficiente.

Sia P = Q un'identita soddisfacente le precedenti condizioni e sia
Z una variabile che non & contenuta in entrambe P e Q. Allora per
il Lemma 6.3. & vera la seguente implicazione in quanto 1'ipotesi & vera:

(P =Q ==>z=12) =>(P =0 ==> zP = z(Q e Pz = Qz).

Per i1 Teorema 6.1 si ha che zP = zQ @& equivalente alla singolarita

sinistra, mentre Pz = Qz & equivalente alla singolarita destra.

Cosi P =Q implica contemporaneamente Xy =X e yx =x e cid impli
ca la trivialita.

Viceversa x =y implica una qualsiasi identita.

Lemma 6.4 .-

Un qualsiasi semireticolo soddisfa una qualsiasi identita omotipica.

Dimostrazione. -

Sia S un semireticolo. Sia P = Q un'identitd omotipica le cui varia
bili siano x],...,xn. Allora S, essendo una banda commutativa, soddisfa

entrambe le identita P = X1Xge o o X & XyXye. X = Q e quindi soddi-

sfa 1'identita P = Q.
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Dimostriamo ora la necessitd dei Teoremi 6.1,6.2,6.3, cioé proviamo
che un'identitda P = Q, equivalente rispettivamente alla rettangolarita,
alla singolarita sinistra (destra), alla trivialita verifica le condizio-

ni 1),2),3) dei rispettivi teoremi,

Sia P =Q un'identita siffatta, e sia S il semireticolo di due ele-
menti S ={a,b}. Se la P = (Q fosse omotipica, per il Lemma 6.4., il se-
mireticolo S 1la soddisferebbe e quindi S sarebbe rispettivamente rettan

golare, zero-sinistro (destr), triviale, ma cid & assurdo perché:

1) se S fosse rettangolare, per il Lemma 1.2 , si avrebbe V¥x,y,z € S

Xyz = xz e, per il Lemma 1.1 , S sarebbe anticommutativo, mentre S & una

banda commutativa,

2) se S fosse zero-sinistro (destro) si dovrebbe avere: ¥x,y € S xy = x

(xy = y), mentre si ha che ba = ab = a,

3) se S fosse triviale tutti i suoi elementi dovrebbero coincidere,

mentre S ha due elementi distinti.

In tutti e tre i casi quindirisultache P =Q & eterotipica e allora

verifica la condizione 1) dei tre teoremi.

Sia A la banda zero-sinistra di due elementi e B 1la banda zero-de

stra di due elementi, allora A non & zero-destra, B non é& zero-sinistra,

e nessuna delle due & triviale.

Infatti in A = {a,b} risulta: ab = a, ba = b; se A fosse anche zero-
destra si avrebbe : ab = b, ba = a, da cui seqguirebbe che a = b, assurdo.

Analogamente per B si prova che non & zero-sinistra.

Ne A né B sono triviali perché entrambe hanno due elementi distinti .
Proviamo ora che la banda A soddisfa una qualunque identita P = Q se

le teste di P e di Q coincidono (la banda B soddisfa una qualunque
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identita P =Q se lecodedi P e di Q coincidono). Infatti sia

P =Q una identita, dove P & la parola XyeeeXy € Q e la parola

Xy Y allora se consideriamo un qualsiasi omomorfismo f : F(X) - A

risulta:
f(XT)"" f(x) = f(x})(...f(x)) = f(x])

f(xl)...f(y) = f(x])(...f(y)) = f(x1)
in quanto A é zero-sinistra, ne segue che

f(x])...f(x) = f(xl)...f(y), cioé A soddisfa la P =Q 1in quanto

f(P) = f(Q), per ogni omomorfismo f.

Analogamente ragionando in B si prova che B soddisfa un'identita

P=Q, se P e Q hanno le code coincidenti.

(i) Sia P = Q equivalente alla trivialita. Le parole P e Q de
vono avere teste e code differenti perché se cio non fosse le bande A,B ,
prima considerate, soddisfarebbero la P = Q e sarebbero quindi triviali,

ma ci0 & assurdo perché A e B sono non triviali.
Cosi le condizioni 2) e 3) del Teorema 6.3. sono provate.

(11) Supponiamo che P = (Q sia equivalente alla singolaritd sinistra

(destra). Allora le code (le teste) di P e Q devono essere differenti
Infatti se cid non accadesse la banda B(A), che non & zero-sinistra (ze-

ro-destra), soddisferebbe questa identita e sarebbe quindi zero-sinistra,

11 che & assurdo.
Questo prova la condizione 3) del Teorema 6.1,

Si ha inoltre che le teste (le code) di P e di Q devono coincidere.
Infatti se fossero diverse la P = Q sarebbe equivalente alla trivialita

per il Teorema 6.3. che & gid stato provato completamente. Allora la banda
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A(B) zero-sinistra (zero-destra), che per ipotesi soddisfa la P = Q, sa-

rebbe triviale, i1 che & assurdo.

Cido prova la condizione 2) del Teorema 6.1.

Supponiamo ora che P = Q sia equivalente alla rettangolarita. Si ha
allora che le teste e le code di P e di Q coincidono. Infatti se cid
non accadesse 1'identita P = Q sarebbe equivalente alla trivialita o al-
la singolarita sinistra o alla singolarita destra, per quanto visto prima,
e la banda A x B, prodotto diretto di A e di B, che & rettangolare,
ma non & zero-sinistra né zero-destra né triviale, sarebbe equivalente al-
la singolarita sinistra o alla singolarita destra o alla trivialita e cid

€ assurdo.

Sono vere percid le condizioni 2) e 3) del Teorema 6.2,

Abbiamo cosi completato la classificazione di tutte le identita etero-

tipiche in quattro casi distinti.

7. - Caratterizzazioni mediante identita omotipiche. -

Teorema 7.1.-

Una identitd P = Q & equivalente alla commutativita se soddisfa le

seguenti condizioni:

1) P=1Q & omotipica
2) P e Q bhanno teste differenti
3) P e Q hanno code differenti,.

Dimostrazione, -

Sia P = Q@ un'identita soddisfacente le precedenti condizioni 1),2),3),

possiamo suppporre che la parola P sia x..., e Q sia y ...., con Xx#y.

Allora poiché P = Q = xy = Xy, per il Lemma 6.3.: P = Q ==> Pxy = Qxy.
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Consideriamo ora la trasformazione che porta y 1in y e tutte le al-
tre variabili in x, essa per il Lemma 6.1 porta la seconda identitd nel-
1'identita xy_= yxy, che & equivalente alla regolarita a destra, in con-
clusione P =Q 1implica la regolarita a destra. Analogamente se supponis
mo che P sia la parola ...x, Q sia ....y e applichiamo la trasforma
zione considerata prima all'identitda yxP = yxQ, la P =Q 1implica la re

golarita a sinistra.

Allora 1'identita P = Q implica la commutativita, in quanto per il
Lemma 4.7 una banda € commutativa se e solo se & contemporaneamente rego-

lare a sinistra e a destra.

Viceversa la commutativita implica una qualunque identita omotipica.

Stabiliamo ora una condizione sufficiente affinché un'identita sia equi-
valente alla regolarita sinistra o destra, dopo aver introdotto i1 concetto
di parte iniziale e parte finale, per mezzo del quale possiamo ridurre entram
bi i membri di un'identita a forme pil semplici.

Sia XqX,...Xx la parola P e sia X. X, ...X. fa parola P' ot-

172 n T, 1 1
| 1 2 k

tenuta scrivendo tutte le variabili distinte della parola P successivamen

te da sinistra, allora diremo che P' & la parte iniziale di P e la

denoteremo con q(P). Analogamente possiamo definire la parte finale di P,

che indicheremo con r(P), come quella parola ottenuta scrivendo successiva-

mente da destra le variabili distinte di P.

Cosi se la parola P & xyxzx, allora la sua parte iniziale q(P) €& xyz

e Ta sua parte finale r(P) & yzx.

Quando P e Q hanno la stessa parte iniziale diremo che 1'identita

P =0Q e coiniziale, e quando P e Q hanno la stessa parte finale diremo

che 1Ta P =Q & cofinale.

Osservazione 3.2.-

Se un'identitd & coiniziale o cofinale allora essa € omotipica.
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Teorema 7.2.-

Un'identitd P = Q éequivalentealla regolarita sinistra ( destra) se

soddisfa le seguenti condizioni:

1) P=Q & coiniziale (cofinale)

2) P e Q hanno code differenti (teste differenti)

Dimostrazione. -

Supponiamo che P = Q soddisfi le due precedenti condizioni. Allora per
tal) P e Q hanno la stessa parte iniziale e quindi la stessa testa,
chiamiamola x; per la 2) P e Q hanno code differenti e quindi o P
o Q ha una coda che & diversa da x, sia allora P X ...y, COny # X,

esia Q X ...y ... X.

Sia t 1la trasformazione che porta y in y e tutte le altre varia
bili in x. Applicando il Lemma 6.1 si ha che P =Q ==>t (P) =t (Q)
e poiché & vera la seguente implicazione (t (P) = t(Q) ==> t(P) = xy e
t(Q) = xyx) applicando il Lemma 6.2., si ha che t(P) = t(Q) ==>xy=xyxX,

quindi P = Q 1implica xy = xyx, che & regolarita sinistra.

Viceversa si vede facilmente che la regolarita sinistra implica P = q(P

per una qualunque parola P, dove q(P) & la parte iniziale di P,

Allora se consideriamo una qualunque identitadcoiniziale P = Q, cioé

tale che q(P) = q(Q), poiché, per quanto visto prima,

Xy = XyX ===>(P =q(P) e Q= q(Q)) se ne deduce che xy = xyx ==> P = Q
cioé la regolarita sinistra implica una qualunque identita coiniziale e
quindi, in particolare, implica un'identitd coiniziale che soddisfa anche

la condizione 2).

Segnaliamo ora un problema ancora aperto: "Quale & 1'identita P = Q

che equivale alla regolarita della banda?".
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Consideriamo ora 1'identita:

a.*a.*...a =a.a ...a (%)
1 2 n p1 p2 pn

dove (p],pz,...,pn) e una permutazione non banale di (1,2,...,n).
Abbiamo il seguente:
Teorema /7.3.-

Una banda soddisfacente 1'identita (%) é

1) normale se Py = 15 p n,

n

2) normale a sinistra se Py = 1; P, # N,
3) normale a destra se P £ 1; p, =1

4) commutativa se P £ 1, P, £ n.

Dimostrazione.-

Evidente.

Accettato pen La pubblicazicone su

parerne pavorevole del Prog. F. MIGLIORINI
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