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5.- L'immersione a ~ a di R in R & propria se F e ultrafiltro é-incompleto.

In questo paragrafo si dimostra che, nell'ipotesi che F sia d-incompleto,

. .. .. J .. .
vi sono elementi interni di R~ che non sono standard, cid vuol dire che R
*

€ propriamente ijmmerso in R.

(®)

1° Teorema fondamentale.- Se F & é-incompleto ed aeR & un'entitd che

e i . . * . -
ha infiniti elementi allora esiste be a che non e standard. (b & interno per

ché elemento di entita standard).

Dim. - Poiche F e  é&-incomplieto, esiste una partizione numerabile {I

7
di J tale che, ¥n e N : In g F ( ).

b4
(°) F sidice ¢-incompleto se esiste una successione FheF t.c. JinnﬁF'
Si dice  s-completo quando VFneF (Fn successione) : ?‘1F eF, cioé quandc la
2 proprieta di filtro vale per un numero infinito di FneF.Si ricorda che non si

conosce se esistono ultrafiltri &-completi liberi, mentre ogni s-incompleto

e libero, cioé M(G:GeF) = 0.

(7) Le seqguenti proposizioni sono equivalenti: a) F & s-incompleto.

b) 4{1,,1,,...,1 ...} di J tale che I ¢F,vn.
1772 n-1 n’

Iy

Dim.- Si ricorda che F & &-completo <==> & una misura (cfr.[i])

“F

a <==> b, Poiché F & dé~-incompleto non € una misura, sicché non vale la

"F
completa additivita, cioé ‘}Fn, successione di parti di J, con Fif‘sz@1¢j, ta-

le che u( U], # nE]“(Fn)s cioé il 1° membro deve essere 1, il 2° membro 0, 1]

o0

che vuol dire U, F ef ed F £F,¥n. Posto F =( U
n=1 n 0

8

IF ) si ha che F ﬁ Fed

..sF y...} @& una partizione numerabile di J ed FnﬁF ¥n=0,1,

REET N Lo
_]In~J 01 =@ ¢F essendo ET e

la successione degli I; & quella richiesta.’

b=>a.Se I, 6 ¢F, IB:J-I eF, inoltre
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Inoltre, poiché a & infinito ( la sua potenza & > di quella di N, conseguentemen
te contiene un insieme numerabile) esiste una successione bn di elementi di a

tale che bn # bm ¥n,me N, n #m. Sia b 1'applicazione di J 1in a tale che

b(i) = by ¥i e I, b(i) = b

*
Risulta b er a poiché {i e J : b(ijea; =JeF. Ma b non & standard in

5 ¥i e 12,... b(i) = bn V1eIn,...

. * . . S
quanto non esiste ¢ € R tale che b =f¢ c.Se esistesse ¢, {ied : b(i)=cieF con

tro 1'ipotesi che b(i assume valore costante solo nei sottoinsiemi [ di J
P n

che non appartengono ad F .

6.- Introduzione di un linguaggio formale L; R come L-struttura; RJ come

*L~struttura.

Mediante una corrispondenza biunivoca [ fra un sottoinsieme dell'insieme di
tutte le costanti di un linguaggio formale L e gli elementi della struttura
R si possono identificare le costanti di tale sottoinsieme con gli elementi di
R, sicche R diviene parte di L: si dice che R & una L-struttura. Indica-
to con K(L) (o semplicemente con K)al‘insieme di tutte le formule ben formate
(%)

(wff) di L, che siano "ammissibili"" ’, 1'insieme di tutti gli enunciati ammissi-

bili veri in R sara denotato con K (KO ¢ K}. In modo analogo,si considera R~

#* O

come parte di un linguaggio formale L, cioé RJ € una *L-struttura: una wff di

9
* . . . : . .
L, ammwss1b11e( ),51 dice "interna" (in particolare "standard") se tutte le costanti

della formula denotano entitéd interne (in particolare "standard"). Indicato con
*K 1'insieme di tutti gli enunciati interni di *L, il sottoinsieme di enunciati
interni, veri in *R, sarda denotato con *KO.

*

. ) . * . . .. .
V. @ una wff standard di L che si ottiene da V. wff ammissibile di L,

, X * * : . )
sostituendone tutte le costanti a},...ap con a],... ap e lasciando invariate

(%) Una wff & ammissibile se i1 dominio di ogni quantificatore che figura in ecsa
¢ una specifica entitd di R: (¥x)[[xea]==> ...7, (Is)|[x€a a...] con a eR.

(%) 11 dominio di ogni quantificatore, in tal caso, & una specifica entita di



