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1. Definizione di un insieme R e alcune sue proprieta. La struttura (R,e,=)

Sia X un insieme infinito di "atomi”: se a € X €& un atomo, non si pud

"x € a", cio@ a & un elemento di X che, a sua volta, non & un 1in

scrivere

sieme.

X )

. - . . . o, Nn=1
Si definiscono induttivamente i seguenti insiemi: Xo = X, X = b(kgc y

n

¥n e N e si considera 1'insiene ngo Xn. Se X =R avremo:

R- 0 R
n=90 n

G11 elementi di R che appartengono ad RO si chiamano gli "individui” di

R, mentre gli elementi di R che appartengono a qualche Rn, n>1, sidicono
le"entita" di R. (R,e,=) dicesi la "superstruttura" costruita sugli atomi di R.

Alcune proprieta di R.

a) ¢ @ un'entitd: ¢ e 9?(RO) = R

p
b) Rp CR¥n>p>l:xe Q( U, R) = xc U R, =x ¢ Ry ¥g > p-1
08 9\ 1
cioé x €- (kgo Rk) = ROH , G+l >p
n - - . - -
) kgoRk = RO U Rn’ si tenga presente che RO e disgiunto da ogni Rn con
n>1 elab).
d) R €R ¥Vp : 0 <p<n-1 e ¥n>1:R e¢R UR,..,.UR ,, R ¢€R UR |
D n —- = - p 0 ] n-1" p 0 n-1
« ¢ -
Ry €S (RUR 1) = R

3

e) Se xeveR n>1, xe Ro UR

0 .y e R UR . equindi xe¢ Ro bR

n-1 *° 0 n-1 n-1

se n > | s1 avra U x eR : infatti xe R UR == x ¢ R R
XEY 0 n-

n-1" 1 n-1

4

poiché x ¢ R0 perché non ha senso unione di individui ma unione di parti
ed anche U, X e R
xeY n-1

f)Se xeyeR, n,l,xeR:ycR UR . == xgR UR ,, CiOF xek
) -y n’ ;[_ ny O ] C-O ﬂ—!’ n
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(1)
g) Se (x1,x2‘...xh) eyeR"n>1, x, eR UR ,5.nx €RUR .,

in particolare se b, relazione binaria,e R n > 1, domb ={x:(3¥)(x,y)enleR

e anche rangb ={y:(]x)(x,y)eb}eR: infatti, per e) (x],xz...xh)eRO UR_ .
il

& iy 1 f . _ @ ciog
ciog  fix,) ,Lx],(xz...xn)}} € RO U Rn_] RO U S(R0 u Rn-2)’ i0é

{x ,(xz...xh)} € RO U Rn— ===> X_ € RO U Rn-

) ? 1 c RO UR ed anche

3 1

3\ (2) 3 5 , it B
(xz...xh, € RD U Rn-3 C R0 U Rn«l e quindi X, € Ro U Rn_],. e Xy € Ra U R

> ? 4 { : » } R UR
g (X,sX,) €eb e Rn n>l, x, € R0 U Rn— e {x, (]xz)(x] xz)eb ¢ R, UR

12%5) ]
e quindi  {x;%...... b e @(RO U R

1

n-1

" ]) = Rn, cicé dom b € R. Analogamente

per randb.

h) Se x & un sottocinsieme finito di R, x e Ry x = {x1,x2 R xr; con x,eR,
p i

D
tutti gli x, e UR ~ ciod xc U R =>x e@(RO U Rp) = R

k p+1

i) Se x € Rn n>1, G(x) e Rn+]

S (x) ¢ Rn >%(x) ¢ RO U Rn, Y(x) e Rn+

3 X e‘?(RO U Rn-l) => X C RO U Rn—] ==,

1
1) Se x,,%....x, € Ry (x.,%x, ...x, ) eR e X_ xX, ...x X eR. Inparticola
) R R AR Y 10" h Hhparticons
re ogni relazione ¢, considerata come sottoinsieme di un prodotto cartesiano,

3
e R quando domini e rango € R ( ).

() Come si vedrd in 1) se x}""XhERo’(X1’X2""xh}ERZ{h-l)’ per cui n deve
essere, almeno, 2h-1.

(2) (0x)3s (x500x )3} €B(ROUR ) => {ix 1, 0% (%, x )3F € ROUR, =
(s {Xysennx )b € R U R o5 => 0xs(x,.x )} R :@(RO UR, ) ==>
{x],(xz.-.xh)} c RO U Rn—3 ==> X, € RO U Rn_3 e {xz...xh) £ Ro U ““HE

(%) domje = {Xi :‘3x1,x2..-xi_},xi+]..xh con {xi...xh} € 9}
rang & = {xh : 4 XysKooo Xy g con (xg.,.xh) € o}

)
=3

Anche le funzioni e R se dominio e codominio e R, infatti (x,y, x RY
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{ } indi {I{x. 3.1 = )
Se S e R, per h) {x]}, (x5, € R e quindi {Lx];,hx1,x2}} (x],xg,eR.
Si noti che se, per es., x1 € Rp, x2 € Rn’ n>p>0, {x]; € Rp+1 e
3 s [y Vv g 11 = ro]
{ﬁ,xz; € Rn+1 per h) ed allora Lgx},,tx],xzj} \x},xz) € R,p» PET 13

. 2
stessa h). In particolare sen =p = 0, {x1,x2) € R2 cioé R ¢ RZ’ Analo-

, = iché (
gamente se xT,xz,x € RO, {x1,x ((x,,xz),XB) € R4 poiché \x],xg)eR

3 22%3) . 2

. 3 h
e x3 € RO, cioé R ¢ R4... R ¢ R2(h~l)'

4 & ; i . = ' R =
La formula & vera ¥h > 1. Infatti: (xg,...xh+]) ((x]"'Xh)’xh+1)€L2(h~?}+? Ry,

cS(R_UR )=R, . Cioé

. . h h o,
51 osservi che R ¢ R = R e'§(R o 2(h-1)

2(h-1) 2(h-1)’

h
R e RZh-]'

Facciamo vedere che x1 X x2 e R. Se x] € Rp, X, € R p>1,n>1; x e

x, € R se n>p, sicche x, e x,¢€ Rn £ Rn+ eper lae) X, UX, eR

2 n 1 2 1 1
Q Sy ) [
ed anche .‘.s(xi U x2) e R per la i); se Xy € XW e X, £ XZ’ X, e xzex7 U KE
e quindi {x}} e {x],xz}ﬁ‘?(x] U Xz) e cio vuol dire che (x],xg} =
= {{ {X, X, 1} yioin initiva, X )
(X155 %, eﬁ?(ﬁ(x1 U Xz)/ in definitiva (x] x,) € X, XX,
= (x;5X,) efg(@(x] UX,)) ossia X, x X, c@'(@(xT U X,))e R == X,xX,ek per f)
Si osservi che la formula Rn c RZ(h-]) pud essere stabilita come applicazione

della formula ora ottenuta:

2
R =R x ReSGBRUR) =S (R,) c%’(RO UR,) = R,
R3 - RS xR cREB(R U Rf‘)) ePBRUR,) =F(R) ¢ k.
Supposta vera con 1'indice h, & vera con 1'indice h+l : Rh c Rth~!\ = Rﬁﬁ: ¢ R
R xR cS@BR U Rh} cSIS(R U R ) SR, ) e®(R WR, ) =R
S 2(h-1)" 2h-1’ 0 2h-17 " "2n



2, La struttura

J
(R ;€6 , =7).
S
Sia J
(non vuoto), cioé un insieme

1) P ¢F
4) xcJ =xe Faut J-Xe F.

:2) xe F,ye F

RJ T"insieme di

*
- a

Denotiamo con

sideriamo 1'immersione a

¥ieJ, R viene identificato in RJ

un insieme infinito e sia

non vuoto di sottoinsiemi di

Foun ultrafiltro di sottoinsiemi di

J tale che:

==> xMyefF ; 3) xeF, xcycJ=yefF;

tutte le applicazioni da J in R. Se con-

di R 1in RJ

¥
a(i)

-

o)

definita da

dalle applicazioni costanti. Si estendo-

J . :
noad R le relazioni di € e = di R nel modo seguente:
Def. Se o e £ sono elementi di RJ:
1) fx:FB se e s0lo se {iejra(i)=8(i)}e F
2) o €f g se e solo se 1ej:ali)es i) ef
51 ha che: ¥ a,b € R:
* *
1) (a = b)e== ( a = D)
2') (a € b)<==> {*a € *b)
. * . * . . L *
Infatti se a =b : "a(i) = b(i) ¥i e Jef e quindi a=p b se
* * N P . i .. -
a=¢ b: UFtl el a{i) = b(i)tef  che, pertanto, non é vuoto, sicche i
LI . . . . *
t.c. a= a(i) = b(i) =0b cicé a=b (poiché ‘a(i) =a e b(i) =
¥ied). Anaiogamente per 2').
Pertantc le relazioni " =r " e "e. " sono F-estensionedi "=" e ‘g

: . J . . N e . o
di R in R .Tale definizione & giustificata dal fatto che ¥u,- elementi di
J . . 5
R* risulta: «o =g B oppure 245 ed O €- ° Oppure o g U
Infatti sia J] = {ied : a (1) = B(i)}y Jy = {ied : a(i) # B i)}; poiche

4} U JZ = J, si ha che J] € © oppure (aut) Jy = J- J, € . Analogamente
per  ~€-R La relazione = & di equivalenza, come & facile verificare.

F
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¥
2. Acune proprietd dellSmmersione a -~ a di R in RJ,

*
(i) "¢ & vuoto. Infatti, qualunque sia a, elemento di RJ: f1ed : x(i) € v:=

¥
=¢ ¢F , cio vuol dire che ~ (Ix & ¢).

*

. * * .
(i) ¥Ya,b e R : a cb<== ac b; =>:si deve far vedere che z e. a ===-7 ¢,

. . * T . . o
nell'ipotesi che (x e a) =s(x e b) : z €r a &> J}:{IEJ » Z{1) eajeF=>J,

b

*

€ D.

={ied: z(i) e bl eF cioé ;

P4

<= , E' ovvio; si deve far vedere che x € a => x ¢ b nell'ipotesi che:

% ; . * £ . .
Z ep a =>2 eFKb: se x e€a sihache x € a e per 1'ipotesi
* * o
X €p b <=> xe€eb poiché x e b eR.

* * * . N
(ii1) Va e R - {a} = {"a} ; x ep {a} <=> {1 e J : x(i)e {a}}eFe=>

<=>{7 e J : x(i) = a} eF

* 3 . H 2} . 3 *r /o - [ 1
<=> X €c{ a} (si tenga presente per il 1 passagg1oﬁche {aj{1) = 1a} ¥ied).
iv) S - DR :
(iv) Se a1 > a € R

*( S a.) = 8 *a.; basta far vedere che *(a Ua,) = *a U *a. . Infatti:

i=1 i’ 7 =1 i 1 2’ 7 M 2 -

* . ) . o
x er (a,U a,)<=> J1 ={ied:x(i)ea Ua}eF sicche
l!1+
q T {1ed : x(i) e a1} U{ied:x(i)e az}e F o, cido implica ° ) che
almeno uno di tali insiemi 62, J3 appartiene ad F 4 si ha quindi
* ¥ . * * .

\ - 1
X eF,q‘ oppure X €g a5 cioé X EF aTJ az. Viceversa se

2 Fo J,eF, J =1 F

5 € o )3 € I, . > UJS € .

n

# ¥ -

(fh‘ a.) = fﬂ\ a,; basta far vedere che "(a,” a, ) = a,’ "a. . Infatti

i=a i i=1 1 2 . 2

1 2 1
Jo=fied:x{ijea,r N {ied: x(i)eay=d.0 Jd e, cido implica
] ) 1 ' 2 2 3 |
3 F 1 eF ; F oA * N $ nE
U, € e J,oer , s1 ha quindi X €. 2 e X €~ a,, Ci0€
2 3 ' S £ 99
n =~ . 3 . . . - -
() Se ig]ﬁezg (ricF,1:1,2,...,)a11ora F.eF per almenc un indice i:infatti se nessy
Fi€F, tutti gli Fi(complementari di Fi)eF e guindi fWF;eF e cid implica UF.=u=

contro 1'ipotesi.
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1 g . = 1 (\n
Fod 3y Viceversa se J2 ef e J3eF, 31 Jy JB € F.

* * * * * * *
o= 1. = - { r 1 =
{al,...,an, { Apseees @t {a],az} ({a}} U {32}) ia1} U fa,
* % * * *
{ 1 { 1= f 1o ‘e = PP .
Cay) U ‘32‘ ("a), a,] 5 segue che (a1, ,an) ( a an)
* * * %
3 = M =>J= j . 1
(aa X ooooxa) a X ...x a5 7 e (a]xa2)< | ={ied : z(w)ea1xa2}eFf——->
ted s d(x(1),y(1) = 2(1) e a, x ayh eF . Sia X d RY t.c. X(i) = x{(i) Vie 1,
si ha che -]1 C J? = {ied: x(i)e a1}, cioé x eF*al; analogamente, sia
- * . - - L * A
yep a, Si ha (x,y)er % A, ed (XJJ—F Z.

(v) ¥a,b e R : *(aub) = *a - *b; X ec*(a—b) == J} ={ied : x(i) € a-b;' e F

bedstiedix(i)eare” e hcd=ied:x(i)gb)eF cioe

£ _ \ : |
X € a- b . Viceversa se "-2 e Jerf, JZ“J =i :x(i)ea-b;efF

cioé X eF*(a - b).

(vi) Se b e R, b relazione binaria : ’Tdom b)

| * ¥
Iy : (x)(xe "arfx,y)e bi;

* * %
(b(a)) = {y : (]x)(x € a n(x,y) € b} = b( a)
xe;*(domb)<=> '-3} = {jed: x(i) e domb}lef , vuoldire che ¥i ¢ d] vy

* *
tale che (x(i),y(i1)) € b <==> {x,y) €p b <=> x e domb. Il viceversa & ovvio.

Analogo discorso per il rango.

z eF*<_y : (Hx)(x € a~{X,y) € D} <===> -3] = {1 ed:z(i) e {y : (3x)(x € aabX,yieb ¢!

c==> {i eJ: @Ax(i) € a a(x(i),2(i))eb} = J,. sia X di RY toc. x(i) = x(i)

. - * - * L [k . 1
vie J]: (x,z)er b e xer a poiche do = {ied x(1)ea}3‘-f].

() a-bcaeR =>a-beR
n n

* *
dom b, t(ran b) = ran b e Yaeh:



11 viceversa: se J_ e

4, L'ultrapotenza di R rispetto ad F .

. J .. . .
Un elemento a di R° si dice "interno" se esiste un numero naturale n > 0
1

* - . . , . L
t.c. aeg Rn. Sono quindi elementi interni di R~ quelle applicazioni (ali)). .
che assumono valore in  qualche Rnt Es. a(i) =1 € RO. Gli elementi a di ®

. ) N . .
riguardati come elementi di R, cicé le funzioni di costante valore a, sono ele-

c * ¥ . ‘ ‘
menti interni, poiché a € Rn <=> 3 €er Rn: si dicono "standard”. Un elemento

R * o e
a di R & quindi,standard quando dbe R t.c. a= b. Tutti gli altri ale

C ol . . . . . . . .
menti di R, cioé quelli che nen sono interni, si dicono "esterni”., L'unione di

tutti gli elementi interni di RJ si dice 1'ultrapotenza di R rispetto a &

L. ) . * .
si indica con simbolo R, cioé:

: . ‘ oo s pY . . S
51 osservi che gli elementi interni di R~ sono gli elementi degii insiemi stan-

dard "R ("R & interno, in quanto 'R_e 'R . ed & standard poiché R & R).
n n n n+1 n

Gl1 elementi interni si possono caratterizzare nel sequente modo:

Teorema: Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

,
1) a, elemento di R°, & interno.
2) a € elemento di un'entitd standard.
. * * X
Dim. 1) ==> 2} a € Rn ed R_ & standard
T ' 1
. -
2) ==>1) ae€- b con beR;be Rn per qualche n, cicé b e 5{QC Uk
* * * . . * * L. .
bcR UR ., bec R UR € quindi ae R U R . cioé a @ interno.
0 n-1 0 n-1 Fo n-1

* . ‘ o C o L
Teorema.- Se a €_b %? Rn ( n>1), a e interno (cioé gii elementi di entita
_EulEle c -

interne sono interni) i b e Rn <=m>J} ={1edJ:b{i)e Rn} =i ed o b(i)c Uk
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e a er<== = {ied:a(i)eb(i))} e F: ¥i € J](\J2 e F:a(i)e RO U Rn-i’

Lo * *
cigé a EF RO U Rn-]'

* % , R , _
5.- L'immersione a ~ a di R in R & propria se F e ultrafiltro é-incompleto.

In questo paragrafo si dimostra che, nell'ipotesi che F sia d-incompleto,

. .. .. J .. .
vi sono elementi interni di R~ che non sono standard, cid vuol dire che R
*

€ propriamente ijmmerso in R.

(®)

1° Teorema fondamentale.- Se F & é-incompleto ed aeR & un'entitd che

e i . . * . -
ha infiniti elementi allora esiste be a che non e standard. (b & interno per

ché elemento di entita standard).

Dim. - Poiche F e  é&-incomplieto, esiste una partizione numerabile {I

7
di J tale che, ¥n e N : In g F ( ).

b4
(°) F sidice ¢-incompleto se esiste una successione FheF t.c. JinnﬁF'
Si dice  s-completo quando VFneF (Fn successione) : ?‘1F eF, cioé quandc la
2 proprieta di filtro vale per un numero infinito di FneF.Si ricorda che non si

conosce se esistono ultrafiltri &-completi liberi, mentre ogni s-incompleto

e libero, cioé M(G:GeF) = 0.

(7) Le seqguenti proposizioni sono equivalenti: a) F & s-incompleto.

b) 4{1,,1,,...,1 ...} di J tale che I ¢F,vn.
1772 n-1 n’

Iy

Dim.- Si ricorda che F & &-completo <==> & una misura (cfr.[i])

“F

a <==> b, Poiché F & dé~-incompleto non € una misura, sicché non vale la

"F
completa additivita, cioé ‘}Fn, successione di parti di J, con Fif‘sz@1¢j, ta-

le che u( U], # nE]“(Fn)s cioé il 1° membro deve essere 1, il 2° membro 0, 1]

o0

che vuol dire U, F ef ed F £F,¥n. Posto F =( U
n=1 n 0

8

IF ) si ha che F ﬁ Fed

..sF y...} @& una partizione numerabile di J ed FnﬁF ¥n=0,1,

REET N Lo
_]In~J 01 =@ ¢F essendo ET e

la successione degli I; & quella richiesta.’

b=>a.Se I, 6 ¢F, IB:J-I eF, inoltre
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Inoltre, poiché a & infinito ( la sua potenza & > di quella di N, conseguentemen
te contiene un insieme numerabile) esiste una successione bn di elementi di a

tale che bn # bm ¥n,me N, n #m. Sia b 1'applicazione di J 1in a tale che

b(i) = by ¥i e I, b(i) = b

*
Risulta b er a poiché {i e J : b(ijea; =JeF. Ma b non & standard in

5 ¥i e 12,... b(i) = bn V1eIn,...

. * . . S
quanto non esiste ¢ € R tale che b =f¢ c.Se esistesse ¢, {ied : b(i)=cieF con

tro 1'ipotesi che b(i assume valore costante solo nei sottoinsiemi [ di J
P n

che non appartengono ad F .

6.- Introduzione di un linguaggio formale L; R come L-struttura; RJ come

*L~struttura.

Mediante una corrispondenza biunivoca [ fra un sottoinsieme dell'insieme di
tutte le costanti di un linguaggio formale L e gli elementi della struttura
R si possono identificare le costanti di tale sottoinsieme con gli elementi di
R, sicche R diviene parte di L: si dice che R & una L-struttura. Indica-
to con K(L) (o semplicemente con K)al‘insieme di tutte le formule ben formate
(%)

(wff) di L, che siano "ammissibili"" ’, 1'insieme di tutti gli enunciati ammissi-

bili veri in R sara denotato con K (KO ¢ K}. In modo analogo,si considera R~

#* O

come parte di un linguaggio formale L, cioé RJ € una *L-struttura: una wff di

9
* . . . : . .
L, ammwss1b11e( ),51 dice "interna" (in particolare "standard") se tutte le costanti

della formula denotano entitéd interne (in particolare "standard"). Indicato con
*K 1'insieme di tutti gli enunciati interni di *L, il sottoinsieme di enunciati
interni, veri in *R, sarda denotato con *KO.

*

. ) . * . . .. .
V. @ una wff standard di L che si ottiene da V. wff ammissibile di L,

, X * * : . )
sostituendone tutte le costanti a},...ap con a],... ap e lasciando invariate

(%) Una wff & ammissibile se i1 dominio di ogni quantificatore che figura in ecsa
¢ una specifica entitd di R: (¥x)[[xea]==> ...7, (Is)|[x€a a...] con a eR.

(%) 11 dominio di ogni quantificatore, in tal caso, & una specifica entita di
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variabili e parentesi.

* e : . . . * o
V si dice la trasformata di V mediante 1'immersione a - a propria di

R in 'R.

s . . * *
7.- Un'altra importante proprieta dell'immersione: V € Ko <==> V & Kg

LEMMA.- Sia V(x

.,xp) una L-wff ammissibile con le variabili libere

. o = {{Xysee X J o0 (Xyou X ) ~V{Xy5...x ). Allora
X xp e sia X (x] xp; (% xp) € aeR Vix], xp) Allor
* * *
X Ly, ... : Loy ) - yea Y )
ek e ey s lygey) e ma = Wlygseny)
Dim.- X e R in quanto X c a € R, cfr. f) di p.1.
. . L \
Supponiamo V atomica, 0ssia \x],..uxp, 31,..‘aq_1, € aq.
* * * *
Y = \ ; i ]

V(y1 .yp, E (y} UL IORY aq_1)e % e significa che
et . - . . (i e F
JeJ.{y}\W,,...yp(1),a]...aq_1) € aq)_ € F cioé hwed.V(y](:)...yph.,, €

*
Si tratta di far vedere che ogni elemento z e’ X & elemento di a A*V(zj e
viceversa. [nfatti z e X <=> J1 = {ied : z(1) € X} e 7 &>
m-*’,i = el : z(i) € a ~V(z[i))} e Fé> EJ} ¢ J=iied:z(i)eate F e
. . [l * * . - . .
% cJ3 = {ied:V(z(i)). e | <=> 2z e a a¥(z). Il viceversa & ovvio, osservando

che se l}? e 'J3 e F ‘253 33 e F . Dimostriamo ora che il teorema 2 valido per

tutte le V senza quantificatori: basta far vedere che se e verc per V & vero per

~ - 10
IV eseé veroper V ed W, & vero per VoA
sia Y = ! . Dk, ..x ) € n ce. X )3 i d
sia (x] xp) £ xp; € a eR V(x] xp), si avra
* * +
V = b \ ~ ‘

ooy s lygey) e e USTEERSS

{1c) £' noto, infatti, che gli aitri connettivi possonc essere espress? in termini di

e di .
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con Y=a - X ={(x},...xp) : (x},...xp) € a A1V(x]...xp)}. Basta tener presente
*
Y =*(a-X) = *a - N
r r 1 : 5
Sta ¥ o= (X xp} (x, ..xp) ea-_Val]ll, siavra
* \ * T A
Ve llygeyg) 2 (ygeeeyp) € taa [V A WD
= { ~y n g \ / ALY ,. i s
Y ‘(x] xp) (x1 .xp) ea "V L(X] xp; \x]...xp) € a “W} e quindi si n
WeXoL N =T a0 Ry - xqeax ) o (% x Yea -0 v -]
r

Per le wff ammissibili, con quantificatori, si usa il principio di induzicne sui
numero n dei quantificatori, essendo il teorema dimostrato per n = 0. Sia V una

wff, ammissibile, con n+l1 quantificatori.
Pud essere scritta nella forma normale prenessa, cioé V = (qxn+]}...{qu)W{x1,,.

xnﬂ,y}...yq) dove W non ha quantificatori e vy Y, Sono le variabili libere

17" "q
sia i1 quantificatore ]Xn+1 (altrimenti si consi-

di V; supponiamo che qxn+]

dera 1V) e sia b 11 dominio di 'ixn che appartiene ad R poiché V &

+1
ammissibile. Sia:

Fe lyyy)s

. ] a *zL
o xn+]).((y]...y ,sxn+1)e a x bafgx )...(qx,)W} con a eR.

P

Per 1'ipotesi induttiva e poiché *(axb) = *a X *b risulta:

Y= {{{yg- oy )X

, * * .
D el )eax b n(qxn)...(qx]) W

AR

Il dominio della relazione binaria Y eé:

X = dom Y
n+1

I
<<
<
~—
e
<
<

k=
m
[o1]
]
[
>

€ bA(qxn),,.(qx1)w;‘;

i
—
<

—d
~
—
——
e
p—
<
o
p—
(4]
W
»
-
—
<
—
<
S

. . . ) * .
[1 dominio della relazione binaria Y é:;
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¥

) (x e*bA(qx )...(ax1) W3-

n+1 n

* ¥ -
dom V ={(y1...y ) e (yl...yp)e a«(jxm1

k.
yyey)) vy ) ean v

ed essendo *(dom Y) = dom *y si ha: *X:{(y]...y )i (y

p ]

Si nud ora dimostrare il 2° teorema fondamentale.

£ .
.‘.yp)e a« Vi, la tesi.

. . C . 5 . ¥ F
Un enunciato V di L,ammissibile , € vero in R se e solo se Vdi L é

R di R,
'ﬂ_.__.___.___

* =5
vero nell'ultrapotenza R = ny1

Dim.- Nel caso che V € priva di quantificatori: o e atomica cioé del tipc
aeb, con a,beR oppure proviene da altre formule nel modo seguente: V=[~ I

oppure V = [V]szl. Dopo di cid la dimostrazione si ottiene per induzicne sui

numero di operazioni elementari occorrenti per ottenere la formula da formula
atomiche. Per formule atomiche il teorema €& dimostrato, poiché, per definizione,

* —
aeb <=> *aeF b. Supposto vero per W se V =[~ W], si ha:

VeKO <=> [ n Wi e KO <==> W ¢ KO<==> (per 1'ipotesi induttiva)

* * * #* .. * : . . .
W ¢ KO<==a v o Woe KG <===> (per definizione W si ottiene da W sosti-

tudendo solo le costanti a, con aﬁ) (~ W)e KG cioé *Ve*KO.

Inoltre V = FV_AvgeK em=sV_eK AV .
| 0 1 o

—
|

24

2

: %
My AM ek cios {V1»V

* :
) € K. Se invece VeK ha la forma normale pre
T 2 0 0 0

nessa V = {qxn)...(qx1)w dove W non ha quantificatori, si pud supporre
¢ ) = ] 1 i L B4 . a . = L 1nve & :
(qxn) (jxn)’ allora VeKO (xn X €a (qxn_1).. q(x1)W}- A#@  dove &

e . * x
dominio d1 (}xn); per il lTemma, A =ixn:xne a »(gx

At PemsA # eV e *KO,

e lax,) W, sicene

Tale risultato e 1'altro, stabilito col teorema 1° . significano che:

¥ *

R = ngo Rn e un modello non standard di R.

Accettato pen fa pubblicazicne su pastoay

tavonevede ded Prog, R. Scozzalava

s .. N _
eKO<==>(per 1'ipotesi induttiva) V.eK AV e 1 <o
i O & O
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