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§ 2. Definizioni e risultati.

DEF.1.- Chiameremo famiglia dicotomica su (X,T) una famigiia

D - _ n +
O o €% (kpseook) € (0,13 neN 1 tale che
172 n
(2.1) X =D, UD, : DGﬁD1 =
+ n
}
(2.2) (¥ nelN) (V(k], ,kn) e {0,1] )(Dk « 0 Dk 7 sono una
] n ] n
partizione di Dk ’
1" "'n
(2.3) (¥n e N')(vm € V) (¥(Kky. .k )€(0,11")(3x) (¥i<m)(T'xeD, )
EREL
“dove TN+'={1,2,...} , 1° =1 1dentita, Tn+1 =T o TN,
Ogn1 insieme Dk y si dice un elemento di &0 di livello n e se Dr

] n
& un generico elemento di & , £(r) denoterda i1 livello a cui appartie-

ne D .
r

DEF.2.- Dato lo spazio con massa (X,&,u) con € algebra e u massa,

diremo che u € continua se

(2.4) Ve >0 TE;E,,...,E €@ partizione di X 3 u(E

Vk € {1,2,....n}

< £

k)

DEF.3.- Se T : X > X e (X,4,u) € uno spazio con massa diremo che T

T

e misurabile se

- |

(2.5) VA el risulta T (A) e &
e diremo poi che T conserva la massa o che u @& invariante per
T se

(2.6) VA eQ risulta J(TNR)) = u(A)

Ci proponiamo dato X e dato T di trovare delle condizioni affinché

esista una massa continua su &' (X) invariante per T.
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Nel sequito considereremo 1o spazio vettoriale

B(X) = {b : X >R ; b limitata}
ed 11 suo sottospazio

Y= (f =b-bT ; b eBX)

Intendiamo provare che

Teorema (2.1). Se es«sfe una pamiglia dicotomica L su (X, T) allena

esaste Au X una massa continua (nvasrcante pexr T,

DIM. -

' sufficiente provare che esiste un funzionale lineare e monotono

M:B(X) -IR tale che
(2.7) M(b »~ T) = M(b) ¥b € B(X)

(2.8) M( X

Osserviamo subito che 1'esistenza di un funzionale lineare non negativo
che verifica la (2.7) non & un problema in quanto come consequenza di un no

to risultato di Robison (cfr.[3] oppure |2| pag. 237) possiamo affermare che

vale il sequente

Lemma (2.1). Sia X # @ G un sottospazio vettoriale di B(X):

G#0r , T :X->X. con. e s. affinché M : g R , Mg) >0, M 1i-

—

neare tale che

(1) M(gT) = M(9g) ¥geQ
(17) inf{g(x); xeX} < M(g) < sup{g(x); xeX}

—

e che

(111) ¥ insieme finito di coppie {gk:ﬂk) con g, € 9 ¢, eN keil,...,n
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n Ly
- & -I- "T" - T . |
si abbia kk;](gk 9, )(x)s x € X} > 0
In particolare se prendiamo C = B(X) 1la condizione (iii) diventa

semplicemente
(i111) ¥ b e B(X) sup{(b - b T)(x) 5 x € X} > 0.
Infatti basta osservare che, ad esempio:

3 2
b] - b3T + b2 - sz =b-DbT

se $1 pone 5

b=b1+b]T+b]i +b2+b2T

e che b e B(X) se b,,b

13D, € B(X).

Posto
p(b) = sup {b(x); x € X;

risulta evidentemente

i

p(ab) = ap(b) Vo > 0 v b e B(X)

p(by+b,) - p(b,) + p(b,)  ¥b,,b,€ B(X)

e la (1i1) pud scriversi:

(i) vfe™ ;5 p(f) >0
Proviamo 1a (iii)". Se non fosse vera Ifed 3 p(f) <0
Quindi i > 0 o op(f) < - ¢+ e ¥x € X risulta
f(x) < =

Se f=b-bT risulta perciod

b(x) + » < b(T(x)) ¥xeX



quindi anche

b(T(x)) + ¢ < b(T (x)) ¥xeX e poji

In generale ¥n€]N+ ¥xeX risulta

b(x) + n e < b(T (x))

e quindi ¥x € X ,
Tim b(T (x)) = + =

N0

cosa assurda in quanto per ipotesi b & limitata.
Per i1 Lemma (2.1) possiamo pertanto dire che

}M : B(X) >R lineare tale che M(b) > 0 ¥b € B(X)

—

e verifica le due condizioni (i) ed (i1).

E' verificata pertanto la condizione (2.7) mentre nulla si pud dire sul-
la (2.8) (continuita della u). L'ipotesi dell’esistenza di una famiglia dico

tomica non € fin ora intervenuta, quindi in sostanza si €& provato il sequente

Lemma (2.2).5¢ X #P e T : X > X allora esiste sempre una massa Ssu

§(X) dinvariante per T.

Osserviamo ora che la condizione (2.7) € equivalente alla condizione
(2.7)" M(f) = 0 ¥f e ¥

quindi possiamo pensare di considerare M definito solo su % e verifican
te la (2.7)" e cercare di estendere M a tutto ®B(X) 1in modo tale che sia

verificata anche la condizione (2.8). Denotiamo con Ik = X
1N Ky ...k

Cominciamo con 1'osservare che X, e B(X) -y,
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Se per assurdo fosse X, e ¥ allora  ib e®(X) 3 ¥xe X

T = b(x) - b(T(x)) e quindi b(x) = n + b(Tnx) ¥ X€EX
il che @ impossibile per la limitatezza di D.

Poniamo

lo spazio vettoriale generato da # e da XX' Per i1 Temma di

Hahn-Banach possiamo estendere M ad % 1n modo tale che sia

M(f) < p(f) Vf g o'

e ponendo M(Xx) = o CONn o arbitrario ed

sup{-p(-f+1)) - Mf;f €4} < o <inf{p(f+1) - M f; f e )
(cfr.!2| pag. 454)
Nel nostro caso essendo Mf = 0 Vfe ¥ sara
sup{-p(-f-1); fed < o < inf {p(f+1); f e H}.

Proviamo che

(2.9) ¥feHR :p(ft1) 1.

Se cosi non fosse Ifedn Je>0 > p(ftl)<1-c¢

allora se f=b~-DbT avremmo

¥xeX b(x) - b(Tx) + 1 < 1 - ¢

e poi ¥xeX VneN :b(x) <b(Thx) -ne sec'éd + e
b(x) < b(T'k) + (2 - ¢)n sec'e - .

In entrambi 1 casi si va contro la limitatezza di b.

La (2.9) ci1 dice che

sup{-p( -f-1); fexr « 1 < infi{p(f+1);f e H}



e quindi possiamo porre

(2.10) M(KX) = ]
Essendo poi i1 generico elemento di ! del tipo g = f + o con
f e & ed » € R risulta Mg = a.

Considerato ora I, si prova che I, ¢ 3.Secosi non fosse 3b e B(X) Jae R

(2.11) [,=b-bT+a

Ora per la proprietd (2.3) ¥melN 3Ix_ € D0 > Tx, €D, V¥i<m

Cid significa per la (2.11) che

1= b(x,) = B(T(X,)) + & » 1 = b(T x,) = b(T°%,) + a5...
e poi
(2.12) b(x,) = m(1-a) + b(T" x,)
D'altro canto per la (2.3) applicata a D1 si ha che
]xq € D] ST X, € D1 ¥ i <m e per la (2.11)
Z

0 = b(x]) - b(T x]) +a , 0 =Db(T x]) - b(T x]) + 0y

cioé m

Poiche se fosse o # 0 si andrebbe contro la lTimitatezza di b, non pud

che essere o =0 e tornando alla (2.12) si vede che questa & in contrasto

con la limitatezza di b.

S1 conclude quindi che la (2.11) non & possibile.

51 considera quindi il sottospazio vettoriale



e S1 prova che

¥ 4 - ] . 1
sup {-p(-g-I,) - M(g),9 € '} < 7 < Inf {p(g+l,) - M(g); g e ')

51 pud quindi porre

[T generico elemento di Vo, € del tipo

g=b-bT+a+8]l,

con a,8 €1R e b e B(X) e
Mg =a+—
g""l 2
Dall'essere Ko Lo e %, seque che anche I e, e risulta
y ] ]
= A - - - e = —
ML =M - L) =1 - o=

51 prova ora che I., ¢3 ., e quindi si considera

Son T L("‘.?"o: I'L:'ﬂ}

>i fa vedere che & possibile porre M(I,,) = _%E"' e poil osservato che

- -

IO]e;rja risulta M(I

PN | =t

.-J *
e

01
Analogamente si1 prova che

¢ ¥.,, e quindi si considera '}10 = L(H,4,1

1 _ » .
- = . 1 I _‘\!:
) > ed essendo 111 € 210 risulta M 15

IO]

E' possibile porre M(I1O

Denotiamo con p(k]._.k ) e con s(k,..

" : 'kn) rispettivamente 1'elemento pre

cedente e 1'elemento successivo a k1""‘kn nell'ordinamento J{:

0,1,00,01,10,11,000,001,........



| n
Su n%N 0,1y .

. '3:; -
Supponiamo esteso M su K0 L (3 L K)L0 ;k o O)

I = ] + 1
Kyoookn o Kgekg g Rk
e [ € : ed
kl ..I<n 1 k] ..kn 0
] ] ]
TR A T S
] n |
I1 generico elemento di W e del tipo
k....k
1 n,0
( \ = b- P v ] > I
(2.13) 9 =b-b T+ ¢(ry=n+l r r ¥ E(s%in s s
rik1...knq Sr}k]...kn
, r N+ n X _ , _ |
(dove r = {0,1} se{0,1} e < & la relazione d'ordine su )
Proviamo che
e
Is(kT. k VO £ k.o kO
| n ] n
Se cosi fosse per b, . ed e opportuni sarebbe
- b-b T E— Z-
(2.14) Is(k]...k )0 b=b T+ £(r)=m+l “r Ir i £2(s)=n s IS
n
r<k....k 0 S>K k
— ] n ]
Per 1a (2.3) ¥ m € NN Ax €D =) Tix e D
0 S(k1"'kn)0 0 s(k1 kn)O ¥iom

ed avremmo:
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N - | _
] DEKD) b(T xO) + o con o ﬂs(k] k)
n
e DO 5(x ) = b(T" x ) + m(1-a)
P o) T - 5 a) .
Per la (2.3) in corrispondenza di meN  3x. € D 5
] s(k,...k )
] n’,
.i
T x, €D ¥1 < m
] coosk )
5(k1, kn’?
e per la (2.13) si avrebbe
0 = b{x]) - b(T x1) + o e poi
b (x,) = b(T" x;) - am
Data la limitatezza di b non pud che essere n = 0 e quindi

b(x ) = b(T" x ) + m.

0 0
Quest'ultima ugquagliianza € in contrasto con la limitatezza di b e quind:?
la (2.14) non pud verificarsi.
Consideriamo quindi 1o spazio
'; = |..(1It E I O)
s(k] kn}O k.i kn 0 s(k] kn)
e proviamo che
sup<-p(-g-1 ) - M(qg) € b« ] <
PP kL Lk 0! 9/ > 3 €Mk 0 T ZTomdT T -
] N ] n
< inf {p(g + 1 _, ) - M(g); g e ;
S\k]...kn)O k1...kn N
] : ] -+
Affermiamo che  p(g + Is(k ok )O) - M(qg)> SNT Vg € ﬂk c 0
] n ] n
Se cosi non fosse g € o 0 5
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]
p(g + IS(k K )0 ) - M(g) < 2n+]
] n
e precisamente per b € B(X) ed SR e R opportuni ¥x € X
\ T ) | 1 ( T { |
b(x) o(1 X} + I 1? Lr (X) + © JS IS(X) + IS(k]...kn)G (X))
“ ]
dove o = 2n+1 ¥ M(g)-
; | i
Per 1a (2.3) ¥m e N X € Ds(k k)0 T T X € Ds(k k)0
] n ] n
¥1 - m
e quindl
b(x@} - b{T xo} LNV S RS dove o = (ko k)
] n
ed 1terando si ha
(2.15)  b(x ) < b(T" x ) +m(2 - +) - m
L& o O)
0'altro canto sempre per la (2.3) Xy € Ds(k )T .
] n
.i
T {4 nd 3
X, € Ds(k1. kn)] ¥1 <m e quindi
b(x,) - b{(T x]} + o <
|
ed 1terando si ha
m
b(xl) < b(T x]} + m(f - a)
La relazione precedente & possibile solo per 2= Q

e tornando alla {(Z2.15) si1 ha
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che @ in contraddizione con la limitatezza di b.

Analogamente si prova che

]
A OB R T Y9 ek
] n ] n O
Si pud quindi definire
(1 ) = —
s(Ky. ..k )0 i oNn+]
N
e poi essendo I = ] - 1 si ha
S(kyoonk ) s(ky...k ) Ts(k..k )0
(1 ) = —
- n+ 1
S(k]...kn)l 2
Per induzione risulta quindi definito M su tutto
L (2 {1 Vk....k_ €{0,1}" ¥n € N
Uk, ..k 17t neNj)

] n

e per 11 teorema di Hahn-Banach pud poi essere prolungato a tutto 8(X).

Osservazione.- Infine vogliamo ricordare che dal lavoro {ﬁ] segue che

1'esistenza di una famiglia dicotomica & anche una condizione necessaria per
1'esistenza di una massa continua ed invariante per T. Questa dimostrazione

nel lavoro 1] & standard e quindi non abbiamo nulla da aggiungere.

Accettato pen La pubblicazione su

proposta d R. Scozzagqava



