MISURE DI PROBABILITA' FINITAMENTE ADDITIVE E CONTINUE INVARIANTI
PER TRASFORMAZIONI

E. BARONE e K.P.S. BHASKARA RAQ'
SUMMARY .- We give a standarnd preod of the reswlt cf Tuldpandi: ¢f T:X - X
and a diecofomie famcly exisists cn (X, T]  then a continuous fanditely ad-

ditive probabld ity measune (change), which <8 {nvarniant gon T, exisists.

s 1. Introduzione.-

In 1, S. Tulipani prova fra 1'altro che se T @& una trasformazicone di
X in X e D e una famiglia dicotomica su (X,T) {cfr. definizione
nel % 2) allora si pud affermare che esiste su (§{X) una misura di pro

babilita finitamente additiva (o carica o massa) continua.

Tale importante Lemma & la premessa per una serie di altri risultati co-
me ad esempio: "Esiste una massa continua e invariante se e solo se esiste

una massa non-concentrata ed invariante",

La prova che si da in [1] del Lemma, fa uso di tecniche non-standard,non
ancora sufficientemente diffuse. Per tale ragione abbiamo voluto qui dare
una prova standard e completamente diversa da quella data in 1| di quel Lem

ma, facendo uso del solo Teorema di Hahn-Banach.

“) Lavoro eseguito nell'ambito dei gruppi di ricerca del CNR, durante uns
i - J !
visita del secondo Autore nel]'Universitd di Lecce.
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§ 2. Definizioni e risultati.

DEF.1.- Chiameremo famiglia dicotomica su (X,T) una famiglia

Q- ] n +
{Dk Kook € X; (kl""’kn) e {0,1} neN 3 tale che
1772 n
(2.1) X =D, UD, , D, "D, = ¢
+ n
(2.2) (¥ nelN) (V(k1,.. ,k ) e {0,1} )(Dk Ko Dk k1 sono una
1 n 1 n
partizione di Dk K
1"""'n
(2.3) (¥n e N )(¥m e N) (¥(k,...k )e{0,13")(Ix) (¥izm) (T'xeD, | )
17""'n
‘dove N =(1,2,...1 , T° =1 identita, T =T o TN,

Ogni insieme Dk K si dice un elemento di &0 di livello n e se Dr
L —_—

1
€ un generico elemento di

SE

, £(r) denotera il livello a cui appartie-

ne D .
r

DEF.2.- Dato lo spazio con massa (X,&u) con & algebra e u massa,

diremo che u @& continua se

(2.4) ¥ >0 ¢ E]’EZ""’En € & partizione di X 3 U(Ek) < ¢

Yk e {1,2,...,n}

DEF.3.- Se T : XX e (X,4,u) @€ uno spazio con massa diremo che T

@ misurabile se

(2.5) VAe& risulta T"1(A) e &
e diremo poi che T conserva la massa o che u & invariante per
T se

(2.6) VAe& risulta S(TTT(A)) = (A

Ci proponiamo dato X e dato T di trovare delle condizioni affinché

esista una massa continua su & (X) invariante per T.
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Nel seguito considereremo 1o spazio vettoriale

B(X) ={b : X=-R ; b limitata}
ed i1 suo sottospazio

Y= f =b-bT ; beBX)

Intendiamo provare che

Teorema (2.1). Se esiste una famiglia dicotomica &L su (X,T) allena

esiste su X una massa contonua (nvariante pern T,

DIM. -

E' sufficiente provare che esiste un funzionale lineare e monotono
M:B8(X) -R tale che

(2.7) M(b » T) = M(b) ¥b e B8(X)

(2.8) M(x

Osserviamo subito che 1'esistenza di un funzionale lineare non negativo
che verifica la (2.7) non & un problema in quanto come conseguenza di un no

to risultato di Robison (cfr.[3] oppure [2] pag. 237) possiamo affermare che

vale il sequente

Lemma (2.1). Sia X # @ G un sottospazio vettoriale di B(X);
G A0 , T X=X, cn. e s. affinché M: G-R ,Mg)>0, M Ili-
neare tale che

(1) M(gT) = M(g) ¥gel

(i1) inf{g(x); xeX} < M(g) < sup{g(x); xeX}
e che

(i1i) ¥ insieme finito di coppie {gk:ﬂk) con g, € % Ek eN keil,...,n
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] i I o+ - T . 1
si abbia kk;](gk 9, J(x); x € X3 >0
In particolare se prendiamo C = B(X) Tla condizione (iii) diventa

semplicemente
(i11) ¥ b € B(X) sup{(b - b T)(x) 5 x € X} > 0.
Infatti basta osservare che, ad esempio:

3 2
b1 - bTT + b2 - bZT =b-bT
se si pone

2
b = b] + b]T + b]a + b2 + b2T

e che b e B(X) se b.,b

12Dy € B(X).

Posto
p(b) = sup {b(x); x € X}

risulta evidentemente

e Ta (1i1) pud scriversi:

(1i1)" vf e ; p(f) > 0
Proviamo la (ii1)". Se non fosse vera Jfed  p(f) <0
Quindi e > 0 S p(f) < -+ e ¥x € X risulta
f(x) < - ¢

Se f=Db-bT risulta percio

b(x) + ~ < b(T(x)) ¥xeX



quindi anche

b(T(x)) + ¢ < b(T (x)) ¥xeX e poi

In generale  V¥ne M+ ¥xeX risulta

b(x) + n e < b(T(x))

e quindi ¥x € X 0
Tim b(T (x)) = + =
N-roe

cosa assurda in quanto per ipotesi b @& limitata.
Per i1 Lemma (2.1) possiamo pertanto dire che

IM : B(X) >R lineare tale che M(b) > 0 ¥b e B(X)

e verifica le due condizioni (i) ed (i1).
E' verificata pertanto la condizione (2.7) mentre nulla si pud dire sul-
Ta (2.8) (continuita della yp). L'ipotesi dell’esistenza di una famiglia dico

tomica non & fin ora intervenuta, quindi in sostanza si & provato il sequente

Lemma (2.2).5e X #P e T : X X allora esiste sempre una massa su

§(X) dnvariante per T.

Osserviamo ora che la condizione (2.7) € equivalente alla condizione
(2.7)" M(f) =0 Vf e ¥

quindi possiamo pensare di considerare M definito solo su & e verifican
te la (2.7)" e cercare di estendere M a tutto B(X) in modo tale che sia

verificata anche la condizione (2.8). Denotiamo com I~ | =X
177" 'n k,...k

Cominciamo con 1'osservare che *, e ®(X) -T.
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Se per assurdo fosse XX e ¥ allora b e®(X) 3 ¥xeX

1= b(x) - b(T(x)) e quindi  b(x) = n+b(T'x)  ¥xeX

il che & impossibile per la limitatezza di b.

Poniamo
I: g‘x
3= LX)
lo spazio vettoriale generato da & e da X,. Per i1 Temma di

X
Hahn-Banach possiamo estendere M ad % 1in modo tale che sia

M(f) < p(f) Vf e '

e ponendo M(Xx) = o con a arbitrario ed

sup{-p(-f+1)) - MF;f €% < o <inf{p(f+1) - M f; f e )
(cfr.[2] pag. 454)

Nel nostro caso essendo Mf = 0 yfe ¥ sara

sup{-p(-f-1); fed < o < inf {p(f+1); f e ¥,
Proviamo che

(2.9) ¥feXR :p(ft1) 1.

Se cosi non fosse Ifen le>0 3 p(frl)<1-c¢

allora se f=b-b T avremmo

¥XeX b(x) - b(Tx) + 1 <« 1 - ¢

e poi ¥xeX Y¥nelN :b(x) <b(T"x) -ne sec'e + e
b(x) < b(T™k) + (2 - «)n se c'e - .

In entrambi i casi si va contro la limitatezza di b.

La (2.9) ci dice che

sup{-p( -f-1); f e} 1< infip(f+1):f e ¥)

| A



e quindi possiamo porre

(2.10) M(Xx) = ]
Essendo poi il generico elemento di F del tipo g =f + o con
fed ed aeR risulta Mg = a.

Considerato ora 1, si prova che I, ¢ 3'.Secosi non fosse 3b € B(X) Eue R

(2.11) I,=b-bT+a

Ora per la proprietd (2.3) ¥meN 3Ax, € D0 s Tx, €D, V¥i<m,

Cid significa per la (2.11) che

1= b(x,) - b(T(xo)) + a1 =b(T x5) = b(Toxe) + as...

e poi

(2.12) b(x,) = m(1-a) + b(T" x.)

D'altro canto per la (2.3) applicata a D1 si ha che

3x1 eD ' T x,eDd ¥i<m eperla(2.1)

0 = b(x;) = b(T x) +a , 0=b(Tx) - b(sz]) +a,..

cioé m

Poiché se fosse o # 0 si andrebbe contro la Timitatezza di b, non pud
che essere o =0 e tornando alla (2.12) si vede che questa & in contrasto

con la limitatezza di b.

Si conclude quindi che 1a (2.11) non & possibile.

Si considera quindi i1 sottospazio vettoriale



B, 1)
e si prova che
sup {-p(-g-1,) - M(g),g € %'} < ]2- < inf {p(g+l,) - M(g); g e }"}
51 pud quindi porre ]
M(I,) = 5 -
[T generico elemento di 3, @ del tipo

g=b-bT+a+8l,

con a,8 € R e b eB(X) e

g

Mg=uo+

Dall'essere o Lo e P, segue che anche I. e¥

! < € risulta

_ 1

1
2 "2

Si prova ora che 1., €3, e quindi si considera

Si fa vedere che é possibile porre M(I.,) = —%§~ e poi osservato che

- -

1016 ¥, risulta M(I

—

2

01

Analogamente si prova che

101 £ 1., e quindi si considera o = L(TOO,I]O).
1 ”
1 . . ‘ S 5 3 . I 1\;:
E' possibile porre M(I]G) 57 ed essendo 111 € 10 risulta  M( "

Denotiamo con p(k]...k ) e con s(k

q 1"'kn) rispettivamente 1'elemento pre

cedente e 1'elemento successivo a k1,...,kn nell'ordinamento X

0,1,00,01,10,11,000,001,........



n
0,0
su ngN 10
Supponiamo esteso M su Ed = L(% I )
k]...kn,O p(k1,...,kn),0 k],...kn 0
1
con ML, o) T TmT
! n
Poiché risulta
I =] + 1
k] kn k} ..kn 5 k1 kn )
é I € v ed
k] .kn] k] k 0
o] 1 o
T Bl 2 S L
1 n 1
I1 generico elemento di B é del tipo
k,...k
1 n,0
{ \ = b- pd > [
(2.13) g =b-b T +E(ﬂ_=ﬁ+1 ey Ir + E(s?:n o I
”ik]---knﬂ s>k]...kn
, . n+l n N . . .
(dove r = (0,1} se{0,1} e < € la relazione d'ordine su )
Proviamo che
%
Is(k,...k Y0 £ 3 k,...k 0°
| n’ 1 n
Se cosi fosse per b, X ed o opportuni sarebbe
- bb T - =
(2.14) Is(k.l...k )0 b-b T+ £(r)=m+] *p Ir * £(s)=n %s IS
n .
r<k,...k 0 S>K, ...k
-1 n 1 n
Per 1a (2.3) ¥ meN Ax e D ST x e
’ 0 s(k]...kn)o 0 s(k]...kn)O ¥iom

ed avremmo:
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= bl - ; =
] b\xo) b(T xo) + o con a as(k} k)
n
e poi b(x ) = b(T" x ) + m(1-a)
P of T 7o “
Per 1a (2.3) in corrispondenza di m e N Ix, €D 5
1 s(ky.o..k )7
1 n',
.i
T x, €D ¥i < m
] )
S(k1""’kn’?
e per 1a (2.13) si avrebbe
0 = b(x1) - b(T x}) + e poi
b(x,) = b(T" X)) - am
Data 1a limitatezza di b non pud che essere a = 0 e quindi

b(x,) = beT" x,) o+ m.

Quest'ultima uguaglianza € in contrasto con la limitatezza di b e quindi

la (2.14) non pud verificarsi.

Consideriamo quindi 1o spazio

% = L( , 1 O)
s(k} kn)O k?" kn 0 s(k] kn)
e proviamo che
sup{-p(-g-1 )~ M(g) e % b= ]
pe-p{-9 s(ky. ok )0’ 9 -9 ky-ok 01 =2 -

Affermiamo che  p(g + Is(k ..

Se cosi non fosse Zqg €
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]
PO (kL )0 ) - M(9) < ZmeT
e precisamente per b e 8B(X) ed a , o €eR opportuni ¥x e X

v T v . T v { .
b(x) - b(T x) + 2 a 1 (x)+z o I(x) + Is(k]...kn)o (x)

ror
_ ]
dove e TR C PR
- . i
Per la (2.3) ¥meN S Ds(k k)0 T T X, € Ds(k k)
1 n 1 n
¥i - m
e quindi
)= b(T x )+ o+ 1 - & = a
b(xo) b{ X)) to 1o dove « (k... k)
1 n
ed iterando si ha
(2.15)  b(x ) < b(T" x ) +m(2 - 2) - m
0 o’
D'altro canto sempre per la (2.3) Xy € Ds(k k)1 5
1 n
.‘!
. . s
[ x} € Ds(k,...kn)1 ¥i <m e quindi
b(x,) - b(T XT) +a < f
i
ed iterando si ha
H
b(x]) < b(T x1) + m(& - a)
La relazijone precedente & possibile solo per B = a

e tornando alla (2.15) si ha
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che & in contraddizione con la limitatezza di b.

Analogamente si prova che

PET oy T M) < T Y9 ET |k
1 n 1 no0
Si pud quindi definire
(1 e
s (k, kn)O B 2n+
e poi essendo I = 1 -1 si ha
(k]. kn)l s(k1 kn) s(k]. kn)O
M(I ) - 1 .
s(k]...kn)l T 2ntd
Per induzione risulta quindi definito M su tutto
L(zx,, {1 Vk,...k_ e{0,13" vn e IV}
E"X’{ k1"'kn 1°""n > ne )

e per il teorema di Hahn-Banach pud poi essere prolungato a tutto 8(X).

Osservazione.- Infine vogliamo ricordare che dal lavoro [1| seque che
g L g

1'esistenza di una famiglia dicotomica & anche una condizione necessaria per
1'esistenza di una massa continua ed invariante per T. Questa dimostrazione

nel lavoro [1] & standard e quindi non abbiamo nulla da aggiungere.

Accettato pen La pubblicazione su

proposta di R, Scozzagava



- 13 -

BIBLIOGRAFTIA

17 . . , . . . . N L
S, Tulipani: Sulle masse continue ed LAVAALANLL per und TS fOUmas (one .

Rendiconti di Matematica (VI) 12 2 (1979) 249-256

2] E£. Hewitt and K.A. ROSS: Abstract Harmonic Analysis 1. Springer (1963)

[3j Robison: Tnvarcant integral cver a class o4 Banch Spaces.Pacific J.

Math. 4 (1954) 123-150.

E. BARONE - ISTITUTO DI MATEMATICA - VIA ARNESANO - 73100 LECCE (ITALY}

K.P.S. BHASKARA RAO - INDIAN STATISTICAL INSTITUTE - CALCUTTA (INDIA;



