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§ 1. Approssimazioni con penalizzazioni non convesse per il pdr unidi-

mensionale e teorema di esistenza.

Sia (uh) una successione di funzioni per cui si abbia

~1(g- .o 105
u, € CH(asR) u, e Li(a3R) e

U () + wh(uh(t)) = f(t) in Q.

Su f e wh (termine di penalizzazione) facciamo le seguenti ipotesi:

(1) f e LI(Q3R);

(2) Yy, € C°(R3R)

=0 per 250
v () {
L >0 per £>0
(3)] comunque si fissino g],gz (con O <g1 <g2)
1im v, (£) = + = uniformemente per £ < £ < £.;
hooh 1-° =72
v (2) (1)
T g0t [Ty (n)dn
h h

Sussiste il seguente

(1) Per esempic si pud prendere

1 [ 6 = [ 1
v (2) = h[EP+fa]> - S(=5+ie]®) +e7+{e]”

~



Lemma 1.- Comungue 4{ s(354 una condizione sniziake {5,b) ammissibilc

per L pdr, ogni successione (uh) di  soluziond ded problemd

‘/:" I3 ] I - -

ltlpl(f) * ‘u,yxut’trl, = 4{1) in Q
¥l

|

P (u, (0 =
h \’ /’Z" /

!

-

i, 10) = b

| h

verddica Le seguents conddziond

(u, ) ¢ equitdpscnitziana {quindd equicentinual ed equilimitata;

AR A

B P05 Lo uhf&) = i ;»h(m)dr; s

esiste o > 0 pex oud

0 < ah{u,(f}) < ¢ pern ogni h € N ¢ teq;
S h -
9 pvern ogne £ e @ rosulta

max Lim w, (] < 0.
i1

4 -

Dimostrazione. -

‘Al Da (P) si ottiene 1'identita dell'energia

/. ?. e 0 N I) 7 \ - » 3 - .

(o (0 (8) + A, () v (u (1)) = F(L)u, (t)  in Q3

D92ty wa () v (u (1) = F(E)0 (1) ; indi)

5 dt n h , h)h h = h m i e quinay

4) ! 02(t) = 1 b2 (u (t)) ftr' ) f(n)d Q

(4) ? Ut ) = 5 - dhkuh( bt dh(n/ {(n)dn per 1eQ

Allora

0 - ! az(t) < 1 b2 + fb frny!id, (n)ldn < ! b2+ | SRV -
-2 h =2 o h 1 =2 VasR) h''Co(a;R

per ogni t e Q e per ogni nh e N,



.
(A
Fa

) <b2+ 2 [fl] e flad] per ogni heN, pertanto
C°(Q3R) L1(a;R) C°(a;R)

I A

(5) I‘uh!]C°(§;R) costante (indipendente da h).

Da (5) seque [A] .

[B] Seque da (4) e (5), tenuto conto dell'ipotesi su f.
[C] Supponiamo che per t e @ si abbia
maﬁ1im uh(£) > g > 03

ne segue che per una opportuna estratta di (uh(f)), (uh(k)(E)), riesce

uh(k)(E) > ¢ > 0,

Allora, per (2),

o Un(k) () _
i/owh(k)(a)da <) Uy (E19E = oy (U (B) < e s
contro 1'ipotesi (3)]. ™

Teorema 1.- Se {uh) fcon u, soluzione del problema (Ph)) convenge

h

unigormemente Ain Q ad una gunzione w, allora u @ soluzione del pdr.
La dimostrazione si articola in diversi punti. Intanto u e lipschi
tiziana in @ (per [A] ) ed & non positiva (per[C]).
Proviamo (ii).
Sia ¢ € C:(ﬁ), ¢ >0 ; per ogni h e N si ha

[[ﬂh(t) - f(t)] o (t) dt = - [y
Q

2



-6 -

Iuh(t) ¢ (t) dt - [ f(t) o(t) dt <0 ;
Q Q
allora, passando al limite rispetto ad h, riesce

[ u(t) s(t) dt - [ £(t) o(t) dt <0 .
Q Q

Dimostriamo,ora, la condizione (iii).
In ogni compatto K e {t €[0,T] | u(t) <0} risulta u (t) <O

definitivamente e quindi Gh(t) = f(t) definitivamente; ne segue U(t) = f(t).

E' cosi provata 1'esistenza di U per u(t) < 0 e 1'esistenza di at ed

u , per l'osservazione I.
Resta da provare la conservazione dell'energia.

Osserviamo preliminarmente che esiste una costante ¢ > 0 (indipendente

da h € N) per cui

0 < j_f wh(uh(t)) dt < <
Q
La funzione
t n
w(t) = u(t) - [(f f(g) dg)dn
00

é limite uniforme della successione di funzioni concave

tn
W (t) = u () - [(f f(g)de)dn
0o

Percid w(t) € concava, derivabile gq.o. in Q e risulta

Tim w, (t) = w(t) q.0. in Q
hooh

=

Ne seque che 1im Oh(t) = u(t) g.o. 1in
h
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Dalla (4) si deduce che, q.0. in o , esiste Tim o (u, (£)).
Proviamo che risulta
Tim ah(uh(t)) =0 q.0. 1in Q.

h
Osserviamo subito che se u(t) < 0 riesce ]gm ah(uh(t)) =0 .

Basterd allora provare che

1gm ah(uh(t)) =0 g.o. in Q.
essendo a =(te o u(t) = 0} .

h' h(uh(t)) dt > p > 0.
0

Fissato M > 0, con Mp > Cyo esiste, per (3) § >0 per cui se

2 )
0 <&< & vriesce

wh(a)
M < definitivamente;
fg y, (n)dn
h
o]
quindi £<s M [E v (n)dn < v, (€) definitivamente.

Siccome (uh) converge uniformemente a zero sul compatto Q, » si ottie-

ne |u (t)| < &, definitivamente, in q .

h

Allora, per t e o, , &, definitivamente

up(t)
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Integrando su 2 s si ottiene, definitivamente

o

]

Mp<M | ah(uh(t)) dt < wh(uh(t))dt < 1 v (U, (t))dt < ¢
Qo Q Q
il che & un assurdo.

Allora

D1

b2 + [ f(n) U {n)dn q.o. in

N —
O Y

1 r.
5 [07(1)]? =
Osservato che, nei punti in cui u non & derivabile, riesce

Tim G(t) = 6 (1)

tor®
(e che tali punti costituiscono un insieme @, finito o numerabile),
ne segue che le funzioni [01]2 sono prolungabili per continuita su
tali punti e siccome coincidono con una stessa funzione continua in 5\‘91

allora vale la (iv). g
Concludiamo con il seguente
Corollario.

Nelle ipotesi poste, per ogni dato iniziale (4,b) ammissibile pern LI pdr
esiste almeno una sofuzione del pdn in @ con dati iniziali (8,b); essa @

Limite unifonme in @ di una successione (u,) di soluzioni del proble-

h
ma (Ph).

Dimostrazione.

Per 1a [A] del lemma 1, fissata una qualsiasi successione (uh) (di solu
zioni di (Ph)) esiste una estratta uniformemente convergente ad una funzio-

ne u, soluzione del pdr in g (per il teorema 1). B



