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SUMMARY .- An approximation theorem s shown via non convex penalized prcoiems

forn the cne~dimenmsional bounce problem.

Then non undiqueness phenomenon and sugpicient condictions for uniqueness

arne exhibited.

Introduzione.- Recentemente & stato proposto 1o studio della G-convergenza

per i problemi di rimbalzo.

In questa nota, come primo avvio a tale studio, si dimostra un teorema di
approssimazione tramite penalizzazioni non convesse per il problema del rim-

balzo in una dimensione.

Si illustra poi i1 fenomeno di non unicita e si danno condizioni sufficien

ti per 1'unicita della soluzione,
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0. I1 problema del rimbalzo unidimensionale.

Sia 2 = [0,T] , f e LY(Q3R)

Definizione.-

Diremo che u, lipschitziana in @ , & soluzione del pdr (problema de]

rimbalzo) se soddisfa le sequenti condizioni:

(1) u<?o0 in Q3
(i) flu(t) 8(t) - F{t) o(t)]dt <0 per ogni 4€C,(2),1 > C
(iii)  per u<0  [[u(t) 5(t) - f(t) ¢(t)]dt=0  per ogni veC. (7);

(iv)  per ogni teq esistono u+(t) ed U (t); esistono D+(0),

U (T) e si ha:

1 > e a2 L S
éﬁﬂ (t)]" = %hﬂ (0). + [ f(n) U(n) dn per teq
0

(conservazione dell'energia).

Osservazione [- L'esistenza per ogni t € @ della derivata destra

.*: - - u-; . W .
u(t) e sinistra u (t) segue da (ii), osservato che la funzione

£
w(t) = u(t) - [ (] f(z)dz)d: & concava ed
0 o0
t n
F(t) = { (f f(g)d&)dn & derivabile con derivata prima continua.
0 0

Diremo condizioni iniziali ammissibili per il pdr condizioni del tipc
+

u(0) = s ; ua(0)=b ,

con s <0 , beR oppure s=0 , b~ 0.
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§ 1. Approssimazioni con penalizzazioni non convesse per il pdr unidi-

mensionale e teorema di esistenza.

Sia (u una successione di funzioni per cui si abbia

h)
u € Cl(a;R) i e L1(Q;R) e

U (t) + wh(uh(t)) = f(t)  in Q.

Su f e wh (termine di penalizzazione) facciamo le seguenti ipotesi:

(1) f e L1(Q3R);3

(2) ¥, € C°(RiR)

=0 per £ %0
by (€) [
L >0 per £E>0 4

(3)T comungue si fissino 51,g2 (con O <a] <g2)

];m wh(g) = + = uniformemente per a] <g< 52;

wh(c.:) (1)

{3)2 Tim x = 4w )

g0t j7y (n)dn

h

Sussiste 11 sequente

(1) Per esempic si pud prendere

v (8) = hg3+igl® - S(e5+12]°%) +£7+]



Lemma 1.- Comungue 3L 50354 una condizione iniziale (5,b) ammasibilc

pern LU pdi, ognd Auccessione fuh} di  soluziond ded problemd

G () +ow (w, (2] = 4] in Q
'h hh
|
;P“: ﬁuhEO} = A
|
+
C10) = b
!uh[LJ b
verdfdiea Le seguentd condLziond
[Aj {uw} ¢ equitapachitziana {quindd equicentinual ed equilimitaia;
B pos to ahii) = r;;h(-ﬂ.)dn i
o}
esiste ¢ > 0 per cud
@ < ah{uh[f}] < 8 pern cgni h € N c teq;
o pen ogni t e Q  iisulta
maxLim u, (€] < 0.
h 11 -
Dimostrazione. -
A Da (Ph} si ottiene 1'identita dell'energia
(0, ()i () + 0 () v, (u (£)) = F(£)0, () in Q ;
L4 w20ty 4 0.(t) v (u () = F()6(t) in & indi)
2 Tdt h h' -/ Ypth i h ¢ & qundi)
( ‘n} 2 1 2 \ ft' \ .
(4) E Uh(t) = E bs - ah(uh(t_,} + | uh(r;; f(n)dn per feqQ .
Allora
| 1 - ]
¢ £ B2(E) < 2 B2 & [ (ECa)ll (adldn € & 52 JF] Lpeias o160 ]
0 -5 a(t) <5b=+ é eyt (n)dn < 5 b +|]f‘IU(R;R) JUIREPSSTIrS
per ogni t € Q e per ogni h € N.



Quindi

A

b2 + 2 |{f]] -||Ghi§ ) per ogni heN, pertanto

a2
h C°(23R) L1(3;R) C°(23R)

| A

(5) Iluhllco(é;R) costante (indipendente da h).

Da (5) segue [A] .

Gﬂ Segué da (4) e (5), tenuto conto dell'ipotesi su f.
(C] Supponiamo che per t e @ si abbia
maﬁ11m uh(t) > a > 0;

ne segue che per una opportuna estratta di (uh(t)), (Uh(k)(£))’ riesce

uh(k)(t) > ¢ > 0,
Allora, per (2),
o Up(k)(t) _
ixzwh(k)(i)dg < i Uy (198 = oy (U (B) < e

contro 1'ipotesi (3)]. 2
Teorema 1.- Se iuh} (con u, sofuzione del problema [Ph}) convenge

uncqormemente in Q  ad una gunzione w, allora u @ scluzione del pdr,

La dimostrazione si articola in diversi punti. Intanto u e Tipschi

tiziana in o (per [A] ) ed & non positiva (per[C])
Proviamo (ii).
Sia ¢ € C:(ﬁ), >0 ; per ogni heN si ha

JLu (t) - f(t)] o (t) dt = - ] wh(uh(t)) o(t) dt < 0,
0 Q

quindi



s § =

[ up(t) o (t) dt - [ f(t) o(t) dt <0 ;
£ Q

allora, passando al limite rispetto ad h, riesce

[u(t) 5(t) dt - [ f(t) o(t) dt <0 .
Q Q

Dimostriamo,ora, la condizione (iii).

In ogni compatto K ¢ {t €[0,T] | u(t) <0} risulta uh(t) <0

definitivamente e quindi u t) = f(t) definitivamente; ne segue U(t) = f(t).

h

E' cosi provata 1'esistenza di u per u(t) < 0 e 1'esistenza di 0" ed

u , per l'osservazione I.
Resta da provare la conservazione dell'energia.

Osserviamo preliminarmente che esiste una costante C = 0 (indipendente

da h e N) per cui

o
| A
N ——
<
—
-
=
-
—
‘—f
—
—
o
<+
A
(a]

La funzione

w(t) = u(t) -

O"—*—\t"l'

ff ) dg)dn
0

e limite uniforme della successione di funzioni concave

tn
wh(t) = uh(t) - j([ f(g)dg)dn

0o

Percido w(t) & concava, derivabile q.o. in @ e risulta

Tim w, (t) = w(t) q.0. in Q
h n
Ne seque che Tim 0, (t) = d(t) g.o. in Q.

h



- P

Dalla (4) si deduce che, q.0. in @ , esiste 1im o (u (t)).
Proviamo che risulta
]gm ah(uh(t)) =0 q.0. in Q.

Osserviamo subito che se u(t) < 0 riesce 1gm uh(uh(t)) =0 .

Bastera allora provare che

1ﬁm ah(uh(t)) =0 g.0. in
essendo Qo ={teQ lu(t) = 0} .

Osservando che &
1im f o t)) dt = [ lim «
h h
?
supponiamo che sia

1Jm f ah(uh(t)) dt > p > 0.

2

Fissato M >0, con Mp > G esiste, per (3)2 » 6§ >0 per cui se

0 <E< & riesce

v (€)
M < ; definitivamente;
1% wh(n)dn
Q
quindi [ n)dn < uh(g) definitivamente.
Siccome (uh) converge uniformemente a zero sul compatto 2, » si ottie-
ne \uh(t)| < §, definitivamente, in @ .

Allora, per t € Qy » € definitivamente

up(t)
0<M | v (n) dn = Mo (u (L)) < wh(uh(t)) .
0
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Integrando su 2 si ottiene, definitivamente

Mp<M | ah(uh(t)) dt < wh(uh(t))dt < L wh(uh(t))dt 2C4
Q Q Q
o] (o]
il che & un assurdo.
Allora
1 ok, q1 ] : =
3 [07(t)|? = 3 b2 + [ f(n) U {n)dn q.o. in Q .
0

Osservato che, nei punti in cui u non & derivabile, riesce

Tim a(t) = 0 (1)
to=

(e che tali punti costituiscono un insieme Q

ne segue che le funzioni [07]2 sono prolungabili per continuitd su

I finito o numerabile),

tali punti e siccome coincidono con una stessa funzione continua in o\,

allora vale la (iv). g
Concludiamo con il seguente
Corollario.

Nelle ipotesi poste, pern ogni dato iniziale (5,b) ammissibile pern L pdr
esiste almeno una sofuzione del pdr in Q con dati iniziali (5,b); essa @
Limite unifonme in Q@ di una successione (w,) di soluzioni del proble-

ma fPh).
Dimostrazione.

Per 1a [A] del lemma 1, fissata una qualsiasi successione (uh) (di solu
zioni di (Ph)) esiste una estratta uniformemente convergente ad una funzio-

ne u, soluzione del pdr in o (per il teorema 1). g
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§ 2. Problema dell'unicita. - Esempio di non unicita.

Diamo un esempio di non unicitd per il pdr unidimensionale con f di clas-
=(2)

Per la costruzione & utile la seguente considerazione di facile verifica.

Sia h e C:(R), h >0 , soddisfacente le condizioni

[ h(t)dt = 1 e f t h(t)dt =0,
R R
allora, posto (h * v)(t) = [ v(t-y)h(y)dy, si ha
R
(a) ha*vy @ convessa se Vv & convessa,
(b) h*v =y se v(t) = at + b.

Consideriamo ora

LRl

0 g=(m¥2) g=(ne+) Y [ 2=

B

(2) 11 fenomeno di non unicita ci €& stato segnalato (oralmente) dal Prof.
L. Amerio. Si confronti anche il lavoro di C. Citrini "Controesempi al-
1'unicita del moto di una corda in presenza di una parete",Rend.Acc.
Naz. Lincei.



Sia he CZ(R), h>0 ,h(t) =0 per [t] > 1 e

jlh(t)dt =1 ; jlt'h(t)dt =0
-1

Per ogni n e N poniamo hn(t) = 1/8n h(t/Bn), dove, posto

X 2—(n+1)(]+2n+])—1 per ogni n e N , &

S p 2", pisulta u(t) < 0.

Posto u(t) = (hn * wn)(t) per 2

-(n+1) -n

j o b6 con 2
Inoltre esistono (yn) ( n) 2 g erﬁn &2

per cui
2-(n+1) <t<y e yesupph : W (t-y)=a(t-y) +b
< < i n ' n n 3
i 1| ' '
an < ¥ <2 e Yy € supp hn : Nn(t-y) =a'(t-y) + bn

Ne seque, cfr. (b),

u(t) = W (t) per 27(MN

0 <t<y 0 6§ <t<2

n n— -
Inoltre per la (a) ﬁ(t) > 0. E' altresi evidente che wu(0) = u (0) = 0.

Posto, in [0,1] , f(t) = u(t), f risulta traccia di una funzione di clas
se C . Consideriamo i1 pdr in  Q =[O,]J col dato f e condizione inizia

le ammissibile (0,0) nello zero.

E' evidente che la funzione u(t) precedentemente costruita & soluzio-

ne di questo pdr con le condizioni iniziali assegnate.

E' facile altresi provare che la funzione identicamente nulla e anche so
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luzione dello stesso pdr.

§ 3. Alcune condizioni sufficienti per 1'unicita della soluzione del pdr.

Sussiste il seguente

Teorema 2.- Se 4§ ¢ costante a thatti in @, allora L pdr ammette
una unica soluzione <in Q@ verigicante un assegnato dato iniziale ammissi
bile (s,b).

Dimostrazione. -

=l

E' sufficiente provare il teorema per f(t) = c in
Per ¢ =0 1'unicita & ovvia; sia allora ¢ # 0. Se u @ soluzione del

pdr verificante le condizioni wu(0) = s , G (0) = b, si ha (dalla {iv))

(6) 13 ];ﬂi(t)]2 = %—bz- s c+cu(t) per teaq.

Da (6) ricaviamo, per u(t) = 0,
o+ 2
(7) [u ()] =b2-2s¢c,

La tesi consegue, allora, in virtld di noti teoremi di unicitd locale, dal

le seguenti osservazioni.

1. Seé b2 -2sc >0, tutti gli eventuali zeri di_ u _sono isolati:

inoltre se 1, e 1, sono due zeri consecutivi (t, > ty) si ha:
da cui
2
(9) T ¥y ® Yy b2 -2sc.

Da (8) segue che



- 12 -

(¢) per ¢ <0 u ammette al pid uno zero,

(d) per ¢ > 0 gli zeri consecutivi di u sono equidistanti,

per (9) (e quindi sono in numero finito).

2.5 @& b2-2sc=0 si ha
(e) c>0:u(t)>0 e quindi u(t) = 0 (per (6));
(f) c <0 : u ammette al piu uno zero.
Per provare che (f) & vera, basta tenere conto che si ha: u ha so

lo zeri isolati e non pud avere pid di uno zero isolato; che u non possa
avere pit di uno zero isolato segue da (8); che abbia solo zeri isolati se

gue dal fatto che negli zeri  di u @& u(t) =0 ed f(r) < 0.

Evidentemente u non ha zeri se b2 -2sc <0 .
B

La dimostrazione del tecrema 2 suggerisce il seguente risultato.

Teorema 3.- Se u ¢ una scluzione def pdn, in 9 , con dato feLl(2;R)
e condiziond Aniziald ammissibili (5,b) ed ha un numero finito di zend, al
Lona u @ L'unica soluzione del pdr in 2 con dato 4 e condiziond {ni-

ziald ammissibill (5,b),

Dimostrazione.-

Supponiamo che u, sia una soluzione del pdr, in @ , con lo stesso
dato f e le stesse condizioni iniziali ammissibili (s,b). E' evidente che

u ed u, possono non coincidere solo a partire da uno zero t di u per

Detto v, 1lo zero di u successivo a T si ha:
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u,(t) < f(t) = u(t) te [r,1]
Ne seque u(t) <u(t) <0 per te] t,i,[ e
quindi u,(t) = u(t) .

1 i

Sussiste inoltre i1 seguente

Teorema 4.- Se u @ scluzionedel pdiin Q con £ & LY {GR) ¢ vout

poT

fica La condizione "esiste p > 0 zale che Lu‘[r?]z > p, per ult) = 07
allona u @€ L'unica soluzione del wdn.
Dimostrazione. -

La condizione posta assicura che gli eventuali zeri di u sono isnlati
e per la compattezza di [O,T] essi sono in numero finito. Inoltre per

f e C°(Q;R), f > O (3), considerando due zeri isolati consecutivi

si ha

Da cid

(10) T, - Ty > e 2

dove M = max f(x). g
XeQ

(3) Osserviamo esplicitamente che se f < 0, c'@ unicitd per la soluzione
del pdr, essendoci al piu uno zers per u,
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Concludiamo col

Teorema 5.- Sia 4 assolutamente continua in @ con LY(Q) 3 4 > 0;

(g) Se 4(0) > 0, per cgni condizione iniziale ammissibile [(8,b) # (0,0]

esiste una unica soluzione delf pdr in Q.

(h) Per cgni condizione indiziake ammissibile (4,b) verdigicante fa dise
guaglianza b2 - 2 5 £(0) > 0, 4& pdn ammette una unica Aoluzicne

in Q.
Dimostrazione.-

Dalla conservazione dell'energia segue

(11) %[6'—'(1)]2 > %bZ - s f(0) per  u(t) = 0.

(g) Dalla (11) segue 1'unicita in virtd del teorema 4.

(h) Intanto & (s,b) # (0,0). Se f(0) > 0 si ricade nel caso (g); se
f(0) < 0, si ha che per f(t) <0 u ha al pil uno zero e per f(t)-0

valgono le considerazioni di (g). g

B T T e R
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