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ULTERIORI PROPRIETA' DELLE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE GENERALIZZATE

E. Ferrari

ISTITUTO DI FISICA DELL'UNIVERSITA' - Roma -

INTRODUZIONE.-

Il presente lavoro è la continuazione e il completamento di un lavoro

precedente, pubblicato nel 1979 nella collana dei "Quaderni di Lecce"l).

In tale lavoro è stata definita una nuova classe di funzioni di una varia

bile, chiamate "funzioni trigonometriche generalizzate"(FTG). Tali funzi~

ni sono contraddistinte da un intero positivo n, chiamato "ordine", e i~

dicate con i simboli A (x), T (x), S (x) = A (x)/T (x) 3). Le relazionin n n n n
fondamentali a cui soddisfano le suddette funzioni sono l'identità

n n
A (x) + T (x) = l ( 1)

l) E. FERRARI, Defini,zÌ'one e studio di una nuova classe di funzioni, che
permettono una presentazione diversa dalle funzioni ellittiche,Quade~

ni dell 'Istituto di Matematica dell 'Università di Lecce Q.2-1979.
(Nel seguito tale lavoro verrà indicato con il simbolo I). In tale l~

voro è anche contenuto un breve richiamo alle principali proprietà del
le funzioni ellittiche, per la cui discussione approfondita ci si è rI
feriti al noto testo di TRICOMI (Ref. 2).

2) F. TRICOMI , Funzioni ellittiche, Zanichelli (Bologna) 1951.

3) Seguendo la prassi usata in I, l'indicazione esplicita dell 'ordine ve~

rà generalmente omessa nei simboli, e, spesso, quando possibile, anche
l'indicazione dell'argomento.
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Gon la condizione A(O) = O. T(O) = l. le relazioni differenziali

dA n-l dT n-l
= T = -Adx dx

dS l d( VS) l
-=- = --
dx T2 dx A2

e le relazioni di complementarità

A(x) = T(m-x); S(x) = lfS(m-x)

(2 )

(3 )

(4)

(5 )

ove m è un particolare valore reale (chiaramente dipendente dall 'ordine

n) per cui A(m) = l , T(m) = O.

In I è stato dato particolare risalto a quesi casi (n = 3.4.6) in

cui si è trovata una connessione tra FTG e funzioni ellittiche.

Lo sviluppo più interessante si è avuto per n = 4. ove. estendendo 0E

portunamente la definizione delle FTG in modo da farle dipendere anche da

un parametro aggiuntivo À. si è fornita una nuova maniera di presentare

le funzioni ellittiche. mediante la quale sono state messe in luce alcune notevc

li proprietà di simmetria. difficilmente riscontrabili nelle formulazioni

correnti (quali possono essere trovate. p. es. in Ref. 2). Le equazioni (l)

e (2), per le FTG estese di ordine 4 (indicate con A(xiÀ) e simili. con

possibile omissione della specificazione del parametro e dell'argomento),

si modificano nella seguente maniera:

A
4

+ T4
+ 2ÀA2T2

=

dT 3 2
dx = -A - >.AT (6 )

mentre le equazioni (3) e i valori delle funzioni in x = O restano in-
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variati.

(L'equazione (4), con m dipendente da ~ , vale solo per À reale > -1).

Visto l'interesse dei risultati di tale trattazione, da I è stata rl

cavata una versione abbreviata, in lingua inglese, contenente solo le con

c1usioni più importanti 4). Tuttavia, né in né in Ref. 4 ha potuto tro

var posto la discussione di alcune interessanti proprietà delle suddette

funzioni, o perché sono state elaborate successivamente alla pubblicazio

ne dei lavori suddetti, o perché, pur essendo già state studiate al mo-

mento de11astesura.di questi ultimi, si è ritenuto preferibi1e non ripor

tar1e in dettaglio per non appesantire eccessivamente la trattazione: e

infatti in alcuni punti di I si trova un esplicito riferimento a pro

blemi da discutere in altra sede. Poiché tali argomenti lasciati, per

così dire, in sospeso vengono a costituire un insieme di informazioni ri

levante nel quadro delle proprietà delle FTG, è apparso utile all 'auto

re della presente nota di presentar1i, riuniti insieme, a11 'attenzione

di chiunque possa essere interessato a11 'approfondimento dello studio di

tali funzioni.

Per quanto detto in precedenza, il presente lavoro avrà un carattere

meno organico e più miscellaneo se confrontato con I, di cui, come già

detto, esso costituisce sostanzialmente un complemento. La prima Sezio-

ne di questo lavoro si riferisce ad alcune proprietà generali delle FTG

non discusse in precedenza. La seconda Sezione tratta in dettaglio il

problema dell'integrazione di tali funzioni, ed è di interesse soprattutto

applicativo. La terza Sezione, infine, è dedicata alla discussione di al

cune importanti proprietà delle FTG di ordine 3, non riportate in I a cau

sa della complessità delle loro dimostrazioni.

4) E. FERRARI,A new approach toe1Tioticfunctions via generalized trigQ
nometric functions,Preprint n.157 dell'Istituto di Fisica de11 'Univer
sità di Roma (1979).
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S E Z I O N E I

ALCUNE PROPRIETA' GENERALI DELLE FTG

§ 1.1. - Le FTG nell 'ottica della geometria alQebrica, e il problema della

parametrizzazione.

Cominciamo con l'osservazione che,la definizione delle FTG essendo stret

per le FTG ordinarie di ordine

4, direttamente connesse alle funzioni ellitti-

tamente legata all 'espressione
n n

siano ~'l (~ + n = 1

per le FTG estese di ordine

di certe curve algebriche in un piano carte-
4 4 2 2

n, e ~ +n +2À~ n =1

che), le loro proprietà possono essere ricavate attraverso procedimenti cQ

nosciuti di geometria algebrica 5). In particolare, il problema della dete~

minazione delle FTG può essere considerato come un caso particolare del prQ

blema generale di trovare quello che è chiamato un "parametro uniformizzan

te" delle suddette curve algebriche. Si dice parametro uniformizzante un

parametro t, tale che le coordinate della curva studiata possano essere

ottenute attraverso combinazioni razionali di opportune funzioni meromor-

fe di t. E' chiaro che l'introduzione delle funzioni circolari sint,cost pe~

mette di uniformizzare tutte le curve algebriche di secondo grado, mentre

l'introduzione delle funzioni ellittiche (nella forma di Weierstrass) per

mette di uniformizzare in maniera immediata tutte le curve del tipo

e, in maniera indiretta, tutte le curve del tipo n 2 = P(~), ove P(~)

è un polinomio in ~ di terzo o quarto grado. E' quindi ragionevole pe~

sare che un opportuno procedimento di tale tipo permetta di risalire alle

5) Si veda, per una presentazione di tali metodi, il Cap. XII del testo
di E. HILLE, Analytic Function Theory, Chelsea Publishing Company, New
York 1962 (vol.II); tale testo contiene anche una trattazione delle fun
zioni ellittiche, e numerose referenze sui vari argomenti.
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FTG A(x),T(x) [o meglio, alle loro combinazioni che risultano essere

meromorfe] come funzioni del parametro uniformizzante x definito in I.

Tuttavia, da un esame generale del caso specifico, sembra che tale proce

dimento non sia né immediato né semplice 6), ed è lecito nutrire il dub

bio che la sua individuazione sia possibile solo se si conoscono già i

risultati finali (ottenuti con il metodo elementare sviluppato in I), da

cui si possa procedere, per così dire, a ritroso. La caratteristica pri~

cipale del problema in esame, che generalmente non si riscontra nelle

procedure correnti di uniformizzazione, è che il parametro uniformizzan-

te x non è, per così dire, trovato a posteriori, ma viene fissato a

priori, in base alla richiesta che esso abbia un preciso e diretto signi

ficato geometrico (doppia area del settore) rispetto alla curva considera

ta. Questo significato geometrico, direttamente rapportato alla curva ana

lizzata, non é presente, come già detto, nelle uniformizzazioni di tipo

standard; e che l'uniformizzazione che porta alle FTG non sia, in generale,

di tipo standard lo si può vedere, p. es. dalla considerazione esplicita

delle FTG estese di ordine 4, ove la curva ~4+n4+2À~2n2 = l é di secon

do grado in ~2 e n2
7) e quindi si uniformizza in modo standard non

in termini di funzioni ellittiche, ma di seni e coseni 8)

In base alle considerazioni preceden~ , ci si può domandare se la scel

ta a priori della doppia area del settore x come parametro uniformizzan

te, indipendentemente dall 'interesse dei risultati ottenuti ,sia veramente

6) E' questo il motivo, unito anche alla scqrsa familiarità con la materia
dell'Autore della presente nota, per cui la ricerca di tale procedimento
non è stata portata avanti in questo lavoro.

7) In tale caso si devono uniformizzare ~2 e n2 anziché ~ e n, perché
si sa che A2 e T2 (e non A,T) sono funzioni meromorfe di x.

8) La possibilità di rappresentare le FTG estese in termini di seni e cose
ni apparirà in modo immediato dalla trattazione che verrà fatta più ava n
ti [§ 11.4, eq. (25)J
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una sorta di scelta obbligata, o se invece non sia possibile definire

opportunamente le FTG in termini di un altro parametro, avente anch'e~

so un significato geometrico diretto, in modo da ottenere nuovamente dei

risultati interessanti (sia pure diversi da quelli trovati in I). Di p~

rametri crescenti monotonicamente e aventi un significato geometrico im

mediato comparabile a quello dell 'area del settore se ne hanno sostanzial

mente altri due: cioè l'angolo ~ tra il raggio vettore corrente e il

semiasse positivo delle ~ (cf. Fig. 1_1)9), e l'arco di lunghezza t

misurato(in senso antiorario per valori crescenti di i) a partire dal pu~

to ~ = l,n = O di intersezione della curva parametri ca con il semiasse

positivo delle ~. Tuttavia,è facilmente constatabile che (con .la bana-

le eccezione delle FTG di ordine 2, sin~ e cos~ , per cui ~=x) l' an

golo ~ non si presta ad una soddisfacente definizione delle FTG, in

quanto, per qualsiasi curva parametrica, si ha S(~) = tg~ ,e quindi

ci si riconduce in ogni caso a combinazioni (più o meno praticabili) di

funzioni trigonometriche. Invece la scelta dell 'arco t come parametro

uniformizzante può portare a risultati non banali, e merita quindi una

certa attenzione.

E' chiaro che il comportamento delle FTG definite in termini di t

si ottiene a partire da quello (già noto) delle FTG definite in termini

di x semplicemente considerando il legame funzionale tra x e t, im

mediatamente ottenibile dalle relazioni:

(7)

9) Da ora in poi, la notazione Fig. I-l indicherà la Fig. 1 di I (e Slml
li). Analogamente la notazione (I-l) indicherà la formula (l) di I (e
simili).
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Per le FTG di ordine n, la (7), ricordando le (2), si specifica in

(8 )

(da implementare con l'ovvia condizione al contorno che si abbia t = O

per x = O).

La (8), se si fa eccezione per i casi bana1 i n =1 (t = /2 x) e n = 2(f.=x)

dimostrabili del resto anche geometricamente, introduce nelle FTG ridefinite

À(f.) = <x(t)~ , T(t) = (x(t)~i una struttura di singolarità completamente

nuova, e,come vedremo,più complicata di quella delle funzioni descritte in I.

Una caratteristica saliente di tutte le FTG considerate come funzioni di

t è che esse non divergono mai per valori finiti di t, ma divergono solo

i ntegranda

il secondo membro de 11 a (8)fino a x
o

opportuno qualora la funzione

quando t tende a11 'infinito. Infatti il valore t
o

di t corrisponde~

te a un valore x di x si ottiene (teneneo conto delle condizioni al
o

contorno), integrando dall'origine

(secondo un cammino scelto in modo

presenti dei punti di diramazione).

Ora, qualunque sia il punto

que sia il

divergente

x ove A(x) e T(x) divergono, e qualuno o o -
cammino scelto, si trova che 1lntegrale suddetto risulta sempre

10): e ciò conferma che le singolarità di A(x) e T(x) non dàn
. .

no luogo a singolarità al finito per A(t), T(t). Invece queste funzioni

hanno singolarità non divergenti in tutti i

x per cui T2n-2(x) + A2n-2(x ) = O. Per
o o o

punti t
o

tali valori

associati ai valori

di x, come è im
o

mediato controllare, 5(x ) vale una radice (2n-2resima di -l; indicando con
o

n una qualsiasi di tali radici, poiché gli zeri di 5(x) - n sono sempre

semplici, ne segue che per tutte le FTG considerate come funzioni di t il.
comportamento di A(t) e T(t) nelle vicinanze delle loro singolarità t o è

sempre 10 stesso, e precisamente risulta del tipo:

10)5i tenga presente il comportamento di A e T vicino ad una singolarità
1

al finito, che va come (x-x o ) n=z- ,ove Xo è la locazione della sin
golarità (cf. § II.2 di I).
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2/3
= F(.t ) + c(.t - .t) +o o

(9 )

ove F rappresenta una delle funzioni A,T,S e c è un'opportuna c~

stante, il cui valore è diverso nei diversi casi. (Si noti che S ha anche

dei poli semplici al finito nei punti ove T= O, e che nella (9) F(f.o) è

sempre ; O, come conseguenza della relazione S(t) = n
O

e delle formu-

le che esprimono A e T in funzione di S).

Per quanto riguarda l'andamento delle suddette funzioni nel piano com

plesso, la loro eventuale periodicità, etc., l'indagine si presenta diffi

cile, a causa dei numerosi punti di diramazione di tipo (9), che (come già

visto in I nello studio delle FTG di ordine 5 e 6) co~p1icano notevo1me~

te la struttura della suoerficie di Riemann delle funzioni. La sola cosa

che può essere facilmente determinata è il comportamento delle funzioni

suddette per valori reali di e, per cui si ha una ancor più marcata dii

7erenziazione tra le FTr, di ordine pari e quelle di ordine dispari. Infa!

ti, mentre le prime sono periodiche lungo l'asse reale e godono di tutte

le ~roprietà di simmetria già riscontrate nella variabile x, le altre sono

non periodiche, non simmetriche, e crescenti monotonicamente da - 00 (per

t .,. - 00) a
guenza de 11 a

+ 00 (per e .,. + 00). Questo comportamento è un'ovvia conse
presenza di singolarità in x sull'asse reale, e si estende

quindi anche all'andamento in .t di tutte le funzioni iperbo1iche gener~

lizzate (FrG) descritte in I.

Le stesse conclusioni si raggiungono considerando anche l'andamento in

funzione di e delle FTG estese di ordine 4, ampiamente discusse nella pa~

te III di I. Per esse è sufficiente riportare la formula analoga alla (g),

che è la seguente:
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,r.-2 2 . 2 2 2
di =V[(T (x)+A (x)] [1-(1->- )A (x)T (x)l dx (10)

E' da notare che l'integrazione dei secondi membri di (9) e (10) non è

riconducibile a funzioni conosciute (compresi gli integrali ellittici), con

l'eccezione della (10) nei casi À = 1 (che risulta banale) e À= -1 (che

esprime la dipendenza delle funzioni iperbo1iche ordinarie della lunghezza

dell'arco di iperbo1e, ed è riconducibile ad un integrale ellittico di se

conda specie). Questo fatto rende particolarmente complicato lo studio del

le funzioni in questione: ma, anche prescindendo da tale difficoltà, la trat

tazione precedente mostra in maniera convincente che la scelta a priori di

un oarametro uniformizzan~diverso dalla doppia area del settore proposta in

I non porta a risultati interessanti, e, in particolare, non consente una

presentazione alternativa delle funzioni ellittiche (quale è stata ottenuta

in I) che esibisca semplicità di comportamento e notevoli proprietà di sim

metria. Queste considerazioni sembrano rafforzare la convinzione che il ruo

lo particolare svolto dal parametro uniformizzante x usato nella presen

te trattazione non possa essere ricondotto ad un'ovvia conseguenza di proc~

dimenti standard di geometria algebrica.

§ 1.2.- Sullo sviluppo in serie di Taylor delle FTG.

In questo paragrafo verrà ripreso il problema dello sviluppo in serie

di Taylor delle FTG, per fornire la dimostrazione dell'osservazione fatta

(1-11)

I, secondo cui i coefficienti degli sviluppi in serie diin A
n

sono tutti non nulli e di segno alterno 11) . Verranno anche

e T
n

scri tti

11)Ricordiamo che gi sviluppi in serie considerati procedono per potenze

di n . dx , a partlre a x per A e da l per T.
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espl icitamente

n generico.

primi termini della formula generale di sviluppo per

Supponiamo fissato una volta per tutte l'ordine n delle FTG (con

n > 2), e iniziamo la dimostrazione enunciando il seguente lemma, di ve-

"Hi ca i mmedi ata in quanto è una conseguenza diretta de 11 e (2) : uLa de-

rivata di un polinomio omogeneo in A e T di grado r > l è un PQ-
l i nomi o omogeneo in A e T di grado r + ~ con ~ = n - 211

•

Come conseguenza del lemma suddetto, essendo le funzioni A e T

casi particolari di pol in6mi omogenei in A e T (di grado l), la lo

ro derivata s-esima risulterà un polinomio omogeneo in A e T di grado

l + S ~, così che si potrà scrivere,p.es.:

( l l )
l +s~

= 1:k=o
dx

s

sono opportuni coefficienti. Una formula analoga alla (11)ove le

varrà anche per la derivata s-esima di T, con diversi valori dei coeffi

cienti CIs)
k

Derivando ulteriormente la (11) rispetto a x, si ottiene:

=

l+sll
1: C(s)[kAk-1Tl+(s+1)~-(k-l)

k=o k -

Nel primo pezzo della somma a secondo membro si può eliminare il termine

con k = O e ridefinire k-l come k; analogamente, nell 'altro pezzo si

può eliminare il termine con k = l+S11, e ridefinire come k la quantità

li + + k. In questo modo si ottiene:

dS+l A
=s+l

dx

Sll
1:

k=o

CIs) AkTl+(s+l)ll-k
k+l

( 12)

che ouò essere confrontata con la (11) riscritta rer la derivata (5+1)-
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esima, il che porta all' identificazione 12)

r chiaro che, a causa dei diversi limiti tra cui varia l'indice k

( l 3 )

nelle due somme a secondo membro della (12), vi saranno dei valori di k

Per cui C(s+l) riceve un contributo solo da una di tali somme; tuttavia
k

si può conservare alla (13) una validità generale assumendo che, tutte le vol-

re c~ l'indice j di C\s) esce fuori dall' intervallo dei valori arrrnessi
J

(O ~ j : l + sò) il corrispondente C(s) vada preso uguale a zero. In que
J

sto modo è facile verificare che

situazioni in cui il contributo

somme che figurano nella (12).

si tiene esattamente conto di tutte le

a C(s+l) viene soltanto da una delle due
k

Una prima considerazione da fare a proposito della (13) è che gli indi

ci dei due coefficienti che vi figurano (sia che cadano o che non cadano

nell'intervallo dei valori ammessi) sono sempre spaziati di n. (Infatti

è (k+l) - (k-ò-1) = ò+2=n). Ne segue che, se in una particolare derivata

di A o di T gl i indici dei coefficienti non null i sono spaziati di n,

ciò avviene anche per tutte le derivate successive. Ma questo è quanto suc

cede per

ficiente

tutte le derivate di A

F O (c(O) per T C(o)
o ' 1

e T: infatti per s = O c'è un solo coef

per A); e non è difficile dedurre che,

applicando le conclusioni del ragionamento precedente, tale fatto garanti

sce che tutte le derivate successive di tali funzioni contengono soltanto

monomi in cui le potenze di A (e di T) differiscono tra loro per multipli

12) E' evidente che, benchè la (11) e la (12) siano state scritte forma 1
mente per le derivate di A, l'identico ragionamento vale anche per
le derivate di T, cosi che la (13) e le considerazioni che 'seguono
verranno sempre riferite ad entrambi i casi.
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13 )
n. .

La struttura del l 'insieme dei coefficienti C(s) può essere faci lmen
J

te vi sua l i zzata

)=0 2 4 i 8 IO 12 14 16 18 20

T

)=0 2 4 6 8 IO 12 14 li 18 20

I 'S-O[' o,.
~ o o

2 00 O"',,? o
oo~ooo .. o

4 o ~o o o~ o o 0,-
tL-o o ~o o o~,o o o

---I o o o'~ o o'" o o o'... o. o
o o~·o~ o o ·o~o o ·ò?--o

I o Lo ~..L'o-~ o~o -~ o-~__~ ~ò~
..'o~~o----;;r,...... o o~ o o o

A

fig. 1

13) Che questa conclusione non sia banale (come forse potrebbe sembrare)
lo si può dedurre dal fatto che essa non è applicabile,p.es., alla
funzione A+T:infatti in tal caso si hanno in partenza (s=O) due coef
ficienti non nulli contigui (cioè con separazione minore di n) e ciò
invalida la premessa del ragionamento.
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arrangiandoli nella matrice pseudo-triango1are mostrata in Fig. l (in cui

si è posto n = 4, ma l'estensione agli altri valori di n è immediata).

La riga corrispondente ad un certo valore di s corrisponde alla succes

sione dei C~s); i coefficienti non nulli sono indicati con un circolet-
J

to nero, quelli nulli con un circo1etto bianco. Passando da una riga al-

la successiva, il numero dei circo1etti aumenta di n-2 unità (la prima

riga ha sempre due circo1etti, uno bianco e uno nero).

uno della riga succes

a uno dei C(s+l) at
k -

solo per l coef-

Le frecce che uniscono un punto di una riga ad

siva mostrano il contributo dato da uno dei C(s)
J

traverso la (13); è chiaro che tali frecce sono mostrate

ficienti non nulli. In particolare, le frecce corte, che vanno da destra

verso sinistra, corrispondono al primo

comportano un cambiamento di segno di

termine della (13)

C(5+ l) ri spetto a
k

(j=k+l), e non

C~ s ); i nvece l e
J

frecce lunghe, che vanno da sinistra verso destra, corrispondono al secon

do termine della (13) (j=k+1-n) e comportano un cambiamento di segno. Ogni

punto non può ricevere dalla riga suneriore più di due frecce (una lunga e

una corta): ovviamente, in particolari posizioni esso può riceverne solo

una. Analogamente, da un punto non possono partire più di due frecce. Si

vede che i coefficienti non nulli sono disposti lungo diagonali equidista~

ti: conviene considerare quelle nella direzione delle frecce corte, conta n

dole a partire da sinistra. E' facile concludere che tutti i coefficienti

di tali diagonali sono F O e di segno concorde, e che i segni si alternano

oassando da una diagonale alla successiva. La cosa è ovvia per le prime due

diagonali, i cui punti sono raggiunti da una sola freccia (si noti che, per

iootesi, in entrambi i diagrammi di Fig.l il punto più in alto corrisponde

ad un coefficiente positivo). Ricordando l'effetto sui segni dovuto alle

frecce, si conclude immediatamente che la prima diagonale consiste di coef

ficienti positivi, la seconda di coefficienti negativi.
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Quanto alle successive,11 punto piO in alto riceve una sola freccia lunça,

e quindi corrisponde ad un coefficiente di segno contrario a quelli del-

la diagonale precedente; tutti gli altri ricevono una freccia corta del

la stessa diagonale, e una freccia lunga dalla diagonale precedente, e

quindi i rispettivi contributi che entrano nella (13) risultano sempre

di segno concorde: ne segue che i coefficienti non possono mai annulla~

si. Il segno dei coefficienti corrispondenti ai punti della diagonale

in esame, uguale per tutti, è chiaramente lo stesso di quello corrispo~

dente al punto più alto,e,per quanto detto prima, è opposto al segno as

sociato ai punti della diagonale precedente. I coefficienti degli sviluE

pi in serie di Taylor (1-11) sono chiaramente legati alla successione dei

coefficienti Ces) (corrispondenti ai punti situati sulla prima verticale a.o .
Sinistra): si conferma quindi il risultato, trovato in I, che i coefficie~

ti non nulli sono soaziati ad intervalli di n, a partire da s = O per

T e da s = per A; tali coefficienti, per quanto detto, non possono

mai annullarsi, e, apnartenendo due coefficienti non nulli consecutivi

a diagonali contigue.essi risultano di segno alternato.

Quanto all 'espressione effettiva di tali coefficienti in funzione di

n, il ragionamento precedente non permette di ricavarne facilmente un'e

spressione esplicita, perché l'applicazione a catena delle (13) porta ra

pidamente a complicazioni insormontabili. Per ottenere tale espressione

(almeno per i primi termini), é piO semplice usare un procedimento ricorre~

te, in cui si calcolano alternativamente i coefficienti delle due funzio

ni A e T . Per fissare le idee, supnoniamo di conoscere lo sviluppo di
n n

A (x),T (x) fino all 'ordine, rispettivamente,/n+l'e xkn tali svilup-
n n

pi, per quanto già detto, risulteranno della forma seguente:
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l' k
( n)slA (x) 'C x II + s~l o. x In s ,

k
T (x) 'C l + 1: 8(X

n)s
n - sol s

( l 4 )

(15 ì

[0vviamente,se k = O le sommatorie a secondo membro sono assenti] .

!k+l )n-lmoltiolica la potenza )(. ; integrando

coefficiente, che chiameremo y, è una fun
\i~"..,(ldI6tQ

s ~ k). E'~dere che, nello sviluppo di

Si formi ora la potenza (n-l)-esima del polinomio in parentesi qua

il coefficien

zione univoca degli a (con
s

'. n- llA (x)1 ,tale coefficiente
" n -

dra a secondo membro della (14), e si isoH , nel risultato,
n kte dalla potenza (x) . Tale

e ricordando le (2), si vede che
(k+ l ) n

T (x).
n

ciente di x(k+l)n nello svilunpo di

y
ri sul ta essere i l coeffi-

Si è quindi ottenuto il termine successivo nello sviluppo della (15).

Analogamente, partendo dalla (15), elevando il polinomio a secondo membro

alla potenza (n-l), isolando il termine in /n e chiamando y il suo

coefficiente, si conclude che ---,---- è il coefficiente della potenza

kn+l
x nello sviluppo di

kn+l
A (x); poiché di fatto, in base al risultato

n

precedente, la (15) è conosciuta fino all 'ordine (k+l) in /, è dunque

X
(k+l )n+1).Dossibile aggiungere un ulteriore termine alla (8) (di ordine

In tale maniera si riesce a costruire, termine a termine, gli sviluppi in

serie (14) e (15) fino a lIn ordine comunque elevato, a partire dall 'ovvio

caso k = O; il nmite a tale procedimento é posto soltanto dalla comples

sità dei calcoli, che diventano sempre più complicati col progredire dei

termini della serie. Nella tabella I sono riportati i risultati fino a
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k=4 non so lo per A
n

e T , ma anche per
n T

n
e 5 , l cui svilupPl

n

sono deducibili in maniera immediata a partire dalla (14) e (15) (pur

se l'effettuazione materiale dei calcoli presenta le stesse difficoltà

che si nanno per A e T).
n n

a partire dal termine in

L'osservazione dei coefficienti di

E' possibile concludere che in

riportati nella tabe!

denorni natori ).
n+l

x è

nei(p.es. ,

A e T
n n

regolarità

A
n

l mostra alcune caratteristiche dila

a par

tenni ni sue

mantiene alla prima potenza in
2

c'è un fattore (n-l)

nei denominatori dei coefficienti,

T

(n+ l )

mentre in
n

anch'esso si mantiene in tutti

(n- l), che s l

potenze di

successivi,
2n

x , eti re da l termi ne i n
.. 14) A lceSS1Vl . nche e

sempre presente un fattore

tutti i termi ni

che, per così dire, rompono (a partire dai coefficienti con k=3) la pro

gressione regolare osservabile negli altri fattori, crescono di una unita

per ogni coefficiente successivo. La sola cosa che sfugge apparentemente

a qualsiasi criterio di regolarità è l'espressione dei rolinomi in n che

appaiono, con grado sempre crescente (apparentemente per salti di tre uni

per A (x). e da
n

ricorrenza presumibi1, -

k=2

T (x). E' ipotizzabile che una relazione di
n

tipo non semplice, esista anche per tali polinomi; tuttavia è difmente di

tà) a numerato re dei coefficienti a partire da

k=3 per

ficile scorgere, nella loro espressione, un indizio anche lieve sulla na

tura di tale relazione. E' immediato controllare che nei casi noti (n=2,

per cui si riottengono gli sviluPDi delle funzioni trigono~etriche, e anche

n=l per 1fT e 5), come pure nei casi studiati in l(n=3,4,6) si ritro

vano tutti i risultati già ottenuti: in particolare, per n = 3 si può ve

rificare la coincidenza nu~erica (a parte i segni) dei coefficienti corri-

spondenti
tive (eq.

di A
(1-12)

e 5, nonché di
e (I-B)).

T e l/T, dovuta alle formule colle9!

-----_._--
14) Tali fattori sono necessari Der riprodurre la situazione che si ha per

n = l (cf. (1-7)).



A (x)
n

x -
n-l n+ l
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n(n+l)
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TABELLA I

2
(n-l)(2n -3n-l)
n(n+l)(2n)(2n+l)

2n+l
x

5 4 3 2
(n-I)(12n -34n +n +33n +lln+l)

n(n+I)(2n)(2n+1)(3n)(3n+I)(n+1)

3n+l
x +

+

8265432
(n-I)(144n -644n +520n +861n -565n -674n -194n -23n-l)

2
n(n+l)(2n)(2n+I)(3n)(3n+l)(4n)(4n+l)(n+1)

40+1
x

T (x)
n

n 2
x (n-l) 2n

+ --. x
n n(n+l)(2n)

2 3 2
(n-l) (4n -6n -3n+1) 3n

---,--o'~:-,-:-,-::,:,:--,,-,,-:---=.:.:.-=:..e.,,-x +
n(n+Ù(2n)(2n+1)(3n)(n+l)

2 . 5 4 3 2
(n-l) (36no-116n +41n +100n -6n -8n+l) 4n

+ x
2

n(n+l)(2n)(2n+1)(3n)(3n+1)(4n)(n+l)

s (x)
n

2
x + --"--

n (n+l)
n+1

x
2

2(-n +5n+2)
+ ="",::,-c:-=c.c-:=.':-::---c-:

n(n+l)(2n)(2n+l)
2n+l

x +

5 4 3 2
4(2n -16n +23n +44n +lìn+2) 3n<

x
n(n+Ù(2n)(2n+l)(3n)l3n+I)(n+!)·

+

8765432
4(-18n +193n -585n -38n +1500n +1313n +443n +68n+4)

n(n+l)(2n)(2n+1)(3n)(3n+1)(4n)(4n+1)(n+1)2

40+1
x +

l
--=
T(x)

n 2
x -o +40+1 20

l + - + ----,-----,-- X +
n n(n+l)(2n)

5 4 3 2
4n -26n +31n +49n +13n+l
n(n+1)(2n)(2n+l)(3n)(n+l)

3n
x +

+

8765432
-36n +320n -811n -54n +1555n +1052n +251n +26n+l

2
n(n+l)(2n)(2n+1)(3n)(3n+1)(4n)(n+1)

4n
x +
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SEZIONE II

TEORIA DELL'INTEGRAZIONE DELLE FTG

11.1.- Le formule di ricorrenza nell'integrazione dei monoml ln A e T.

In questa Sezione verrà trattato più estesamente un argomento appena

accennato in I, che, pur non essendo particolarmente importante dal pu~

to di vista concettuale, può invece essere assai utile nelle applicazio

ni pratiche: e cioé l'integrazione delle FTG.

Infatti le FTG si prestano ad essere usate per sostituzione in nume

rosi integrali abeliani di tipo opportuno, in analogia con i casi in cui

si introducono le funzioni trigonometriche per semplificare, ad esempio,

espressioni del tipo ~. Gli stessi integrali ellittici, in alcuni

casi, possono essere trattati più convenientemente introducendo le FTG

di ordine 3 o 4 (eventualmente estese) anziché usando i metodi già noti.

L'interesse di introdurre le FTG nella risoluzione degli integrali sta

nel fatto che è possibile sfruttare le proprietà di simmetria delle fun

zioni stesse in modo da ottenere in modo rapido delle semplificazioni che

riconducono classi estese di integrali a pochi tipi fondamentali.

Il caso più interessante consiste nel l 'integrazione dei monomi in {l.

e T, cioé degli integrali (indefiniti) di tipo

(16)

ove si suppone fissato l'ordine n delle FTG, e p,q, sono numeri inte

ri, eventualmente negativi. (Tuttavia, molte delle formule che saranno tro

vate nel seguito mantengono la loro validità anche nel caso di p,q qual

siasi). Si può vedere infatti che tutti gli integrali di tipo (16) sono

immediatamente riconducibili gli uni agli altri quando gli esponenti sono

fatti variare per multipli di n.
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A tale scopo è sufficiente ricondursi alla forma (16) partendo, p. es.,

dall'integrale f AP Tq+n dx 15). Integrando per parti si ottiene (per

pt-l):

q+l
+ --

p+ l
( 17)

D'altro canto, dalla relazione Tn = l_An si ha:

Confrontando la (17) con la (18), e moltiplicando il tutto per p+l,

si ottiene la formula di ricorrenza

(l 9)

si ottiene

che resta valida anche nel caso p = -1.

Procedendo i n modo de l tutto ana l ogo a partire da 11 ' i ntegra l e

[A
Ptn

Tq dx

(ptq+2)fAP Tq+n dx = (q+l)fAP Tq dx + AP+l Tqtl (20)

che è immediatamente riconducibile alla (19) con la sostituzione di x

15) In tutte le formule che seguiranno si deve tener presente che gli
integrali indefiniti, in quanto tali, contengono sempre una costante
arbitraria (che non viene indicata esplicitamente per ragioni di se~

plicità).
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con m- x (cf. eq. (4)).

La risoluzione delle (19) e/o (20) rispetto al primo membro permette

quindi di diminuire di quanti multipli di n si voglia gli esponenti dei

monomi i n A e T.

(21 )f
p+n -2-0

A T . dx =

L'unica eccezione si ha quando p+q+2 = O. Tuttavia in tal caso l'inte

grale da risolvere risulta (p.es., nel caso della (19)della forma:

p+n
fSP AndS = f .::..S__ dS

l+Sn

e, per p intero, l'ultimo integrale nella (21) è sempre risolubile elemen

tarmente.

Poiché è evidente la convenienza di riferire gli integrali di tuttl

monomi in A e T a un gruppo di integrali standard in cui gli espo

nenti p,q siano quanto più è possibile piccoli (in pratica, compresi tra

Oe n-l) deve essere anche contemplata la possibilità di aumentare gli eSPQ

nenti di multipl i di n, i l che significa, di fatto, risolvere le (19) e

(20) risoetto a fAP Tq dx. Tuttavia ciò non è poss i bil e se l'esponente da

aumentare è uguale a - l ; ne segue che i monomi in cui uno (o entrambi) gl i

esoonenti sono uguali a - l non sono riconducibili ad integrali con espo-

nenti non negativi, e quindi il gruppo di integrali standard deve conte

nere anche alcuni tra essi (I gruppi standard per esponenti interi saranno

esplicitamente riportati più avanti per n=3 e n=4).
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§ II.2.- Gli integrali definiti tra O e m e la generalizzazione della

formula di Wallis.

Se entrambi gli esponenti di un monomio in A e T risultano maggio

ri di -l, il monomio suddetto è integrabile tra O e m. Il valore del

l'integrale può essere espresso dalla seguente formula compatta, valida

per qualun~ue p,q, purché > O:

m -l
J AP

o
Tq-ldx = ~ B( E q)

n n' n (22)

ave B è la funzione beta di Eulero.

La dimostrazione della (22) è immediatamente ottenibile a partire da una

delle definizioni della funzione beta:

[ l x-l y-l
B(x,y) = u (l-IL) du

o

Ponendo x = p/n , y = q/n

tamente alla (22).

e sostituendo u = An(x) si arriva immedia

La (22) contiene (per p = q = l) la definizione (1-5) di m, e tutte

le ben note formule sugli integrali tra O e ~/2 dei prodotti di potenze

di seni e coseni.

E' possibile anche ottenere una generalizzazione della formula di Wallis,

che fornisce una successione lentamente convergente a n.

Partendo dall 'ovvia constatazione che, per O < X < m, si ha

per Pl > P2' e indicando con k un intero positivo qualsiasi, si arriva

alle seguenti disuguaglianze:

e, apolicando

(m (k+l)n-l
J A dx
o

la (22):

m kn dx <
< f A

o

l l l
;; B(k+ ;;, ;;) < ! B(k l

n ' n
(23)
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Introduciamo ora i 1simbolo di "fattoriale n-uplo" r(n)! di un inte

ro positivo r, definito da:

r (n)! = r (r- n) (r- 2n) ... R
rn

ove R è il resto della divisione di r per n (se n divide r,
rn

o(n)!si prende R = n) . Si assume anche l a convenzione = L Un sem-
rn

plice calcolo mostra che, per s intero > O, si ha:

'~B(S .!..,) =n ., n

l l l
- B(S + - ,-l
n n n

(( s-l )nJ (n)!

[( s- l )n+lJ(n) !

= m .c(s- l )n+n(n) !
[( s-l )n+2'! (n)!

ricordando la definizione (1-5) di m.

Inserendo le suddette espressioni nella (23), e manipolando, ove op

portuno, i fattoriali n-upli in base alla loro definizione, si arriva

al seguente risultato:

kn
kn+l

[(k-lìn](n)!

i'(k- l )n+ l] (n) !
< m

I(k-l )n+l](n)!

[(k-l)n+21(n) !

I(k-l)n](n)!
<

[(k-l )n+1J In)!

Prendendo il limite k ~ 00, si giunge facilmente alla relazione

m = l im
k-

_[(k-l)n+Z](n)! [(k-l)n](n),

( [( k- l )n+l] (n) ! )2
(24)

La (24) per n=2 riproduce esattamente la nota formuia di Wallis.
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Tuttavia l'espressione generale assume una forma preferibile, perché

più compatta, sostituendo nella (24) k a (k-l), con il che si ottie

ne:

m = l im
k-

(kn+2)(n)! (kn)(n)!

[( kn+l ) (n) !] 2
(25)

Specificando la (25) per n = 3, e tenendo presente che (3k)!!!'
(3 )

.(3k+l)!!! (3k+2)!!! = (3k+2)! (ave il simbolo i!! sta per !)si ottiene:

(3k + 2)!

[(3k+l)!!!]3

(26)

Come 9ià fatto notare per la formula di Wallis, la convergenza verso il

limite delle successioni (25) e (26) è molto lenta.

§ II.3.- L'integrazione delle FTG di ordine 3 e 4.

Nelle tabelle II e III è riportata una scelta di integrali indefini

ti 16) concernenti le FTG di ordine rispettivamente 3 e 4. In particolare

16) Come già accennato in precedenza 15), per ragioni di semplicità non
è indicata la costante di integrazione implicitamente contenuta in
ogni integrale indefinito. Ne segue che, quando per un certo integra
le sono riportate due o più funzioni, esse differiscono tra loro per
una costante.
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sono riportati gli integrali di tutti quei monomi che, mediante le

formule di ricorrenza descritte nel § II.1, permettono di risalire

all' integrale di un qualsiasi monomio in A e T. Per l'ordine 4

praticamente tali monomi esauriscono la tabella, mentre per l'ordine

3 sono riportati anche pareccchi altri integrali di tipo più complicato,

in quanto le corrispondenti FTG, a causa delle loro notevoli proprietà

di simmetria, risultano essere assai più "versatili" per quanto rigua.!:

da l'integrazione. In ogni caso è evidente che le tabelle suddette

hanno soprattutto un valore indicativo, e che una trattazione esau-

riente dell'integrazione delle FTG di ordine 3 e 4 richiede uno studio

ben più approfondito.

Tornando di nuovo agli integrali riportati nelle tabelle, si noterà

che in essi, oltre alle funzioni elementari,alle stesse FTG e alle loro

funzioni inverse (indicate impropriamente con la notazione "are": si

veda al proposito il § 1-3 di I), si trova una nuova funzione indica

ta con il simbolo J (e con un indice 3 o 4 che si riferisce all 'ordi-

ne ma che, in certe circostanze, potrà essere omesso senza generare am-

In particolare, considerando i monomi di FTG di ordine 3, si vede
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che tale nuova funzione deve essere introdotta solo per l'integrazione

della funzione AT; e ciò non deve sorprendere, in quanto (cf. eq. (1-38)

AT è sostanzialmente una ~u di Weierstrass, ed è ben noto che

per l'integrale -f ~u du si richiede una nuova funzione trascendente

indicata con r;u. Ne l contes to de 11 e FTG l'i ntroduz ione della çu

(singolare nell'origine) non è conveniente, ed è meglio sostituirla con

un'altra funzione

per l'ordine 3:

J 3(x), definita appunto come l'integrale di AT

(27)

Dalla definizione (27), considerata insieme al legame tra FTG di

ordine 3 e funzioni di Weierstrass equianarmoniche 17), si trova:

J 3(x) = 13 ç(uIO,l)+A(x)-T(x) -
2 TI

313m

ove u = x+rn
13 , e la costante che figura a secondo membro assicura la

condizione di normalizzazione J
3

(0) = O.

In maniera analoga, per le FTG di ordine 4 si definisce:

17 ) Ricordiamo che per le due costanti n,n', caratteristiche df'lle
funzioni di Weierstrass e abbondantemente citate dal Tricomi 2)

nel caso della fu equianarmonica con g3 = l si ha

,"n = n = -- e3m 3
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J 4(X) = fA~(Y) T~(Y)dY

~xl-4,O) e il seguente 18)

(28)

(29)

poiche, come già accennato, nelle tabelle figurano anche le funzioni

inverse delle FTG, per esse si deve fare attenzione al problema della

determinazione dei loro valori anche per argomento reale; per non appe

santire le tabelle, la ricerca della corretta determinazione di tali fun

zioni e lasciata all 'attenzione del lettore. In termini di integrali el

littici, le suddette funzioni inverse corrispondono ad integrali di pr~

ma specie. Quando tali funzioni figurano come argomento della funzione

~ ,ciò significa che entrano in gioco anche integrali ellittici di

seconda specie. Nei casi semplici presentati nelle tabelle II e III

non figurano integrali ellittici di terza specie; tuttavia essi inter

verranno (per l'ordine 4) nello studio degli integrali delle FTG este

se (v. prossimo paragrafo).

18) Sfruttando il legame tra le funzioni di Weierstrass con g2 = - 4,
g3 = O e quelle con g2 = l, g3 = O (che risulta essere un caso

particolare della trasformazione di second'ordine sui periodi este
samente discussa in I) si può esprimere )4 anche in termini di

~(xll,O).L'argomento verrà ripreso, in forma più generale, nel

prossimo paragrafo.
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T A B E L L A II

INTEGRALI CGNTENENTI L~ FTG DI ORDINE 3

2
an':Sin

l - i..,
(A+T)O,";

2

I

J (T-A)dJ': iog(A+T)

:1--1:-: ( ~ ,.. clx ':5 (x)" ~y :-T; P. ; J- , =
3

o 2"o T fAT 2 A.. -
, ' T dx - -'- (lx -"

I f 3 3, " o 3 3
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[
3 1/3]

log x+(l-x ) [

3 1/3_,
l l 2 (l-x) ,

-/:3 aretg,f x - l,

fare 5(x)dx x are 5(x)
2
110g[(l+X3)1/3_J laretgll 2x + l;'J -/:3 131. (l+X3) l/3 :

I dx 2-4/3 r 3
2

-2 '3 l .? l l /3 '-I
J T-A = "log(1-2 I (A+T»+ Z"log(A+T)(A-'l;f+li aretgi3(l+2 (A+T»)"

T+A -2/31- 3 -2/3 l 2 li l li3 -l'1--- dx=2 - -log(1-2 (A+T»+ -log(A+T) (A-T) - 3 aretg~3(1+2 (A+T»
• T-A _ 2 2 >'

f
1/2

T dx = 2
2/3

are

( -1/2 2/3 ... -2/3] -1/2 2/3 - 2-2

5

/3:1
;1 dx -2 are ATL-2 5; fA dx = 2 are ATl- ----J

2/3 -1/2 l- 2/3 J--2 3 are(A+T) 2 T; f -1/2 22/3 -1/2 l' 213 J5 dx= 3 ardA+T).2 Il

• 1/2 2
j(AT) dx=

3
3/2 2 3/2 -1/2 1/3 -1/2 .. [4/:1 ]

aresin A = 3' aretg 5 ;f (AT) dI< =2 3 ardA+]) c AT

I 3/2 -413 -1/2 J ( r 4/3 j) l 3 3 -] f2
j(AT) dx = 2 3 3\are(A+T)l2 AT - ~(T -A )(AT)

2 -l 3/2 2 -I-!
dx= - 3' tgh (A )= )"osh (T 2)

,1/2 4/3J ( L- -2/3 -l 1/2
; AT dx=2 3 ardA+T) 2 A ); fTA dx

1/2

f T 2 -l 3/2 2 -l -3/2
-;-- dx= 3 tgh (T )= - 3' eosh (A ); f

4/3J r -2/3 I)-2 3(are AT ,,2 T

1/2
A

T

( 1/2 1/3 1/2 r -4/3 1f -1/2 -1/2 -lr -3/2
J
-

: (A+T) dx = 2 3 are AT _2 (A+T); (A+T) dx=3 eos h L2 (A+T)

, 3/2 5/3 1/2J ('. r-4/3 1) 5/2 1/2.I (A+T) dx=2 3 3 ,areAT.,z (A+T),;f (A+T) dx=2(A-T) (A+T)

I 1/2 1/2
J(A-T)(A+T) dx = -2(A+T)

( 2 2 1/2 l
; (A +1) dx= ~ log

./ 2 2 /2 2
V2 (A +T )-(T-A) 2 V A +T
-'=;;=::;;:'---'-~ + - a r c t g,r 2 2 3 T - A

V2 (A +T ) + (T-A)
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li 31/ 4 (T2_A2)1/2

Y3(T-A)-(T+A)

1- 1/4( 2 2)1/2)
-l 2 3 T-A

+ t gh -,/i....3-(T'---A-)-'-'-+-'(T-'-+-'A-)-

fare AT(x)dx x are AT(x) -J
3

[are AT(x)]
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T A B E L L A III

INTEGRALI CONTENENTI LE FTG DI ORDINE 4

1 I2Tf A dx = - 12 are 5 ( -----;::2)

l 2i 5 dx = 2 10g(l+A )-log T

r 1 12 A
JT dx = n,.are 5( 7)

dx l 2 f dxf -S- = - 2 10g(I+T )+log A; AT = 10g 5

f 1 2 l 2
AT dx = - are sin A = - arcos T

2 2

2 ? l '2 AT
f

2 2 l -l 12 ATfrA +T-)dx = 12 aretg T'2-A L (T -A )dx = 72 tgh T2+A2

k+l
T---

k+l

k+l

f 3 k A
T A dx =-

k+l
(k " -1)

3
r A
·-dx
J ,

= -log
T

3
T' f - dx• A

2 2 '1 4 4
= 10g A; fA T cix =J, (x); f(T -A )cix = AT

~

3 2
A T

- l +A4
2

fAT dx

2;3A •
1+T4

cix(
'TL f

cix
5' -~

• A"
1

5

2f 5 cix J f
cix

2
4
(x); $7=

A
2:l (x)

4

2 2
r( l A -1 f( l T -1- + -)cix tgh A; - + -)cix - tgh T,

T T A A

A
2 2

f( l f 1 T- - -)dx aretg A ; (-----)cix - aretg T
T T A A

f cix l f cix 1 ( cix
J

cix - l
(A+T)2

- --
(1--A) 2 = 1-5 ;) - ±10g(l±5) ; +log(l± -)

1+5 T(T±A) A(A±T) 5

f-2.';- = 2 1 1 T J~x=3.x 1 - l A
- x ± - fA cix ± -- _._-~ + - fT dx + - --

I+A 3 3 3 l+A l +T 3 - 3 3 l+T

r dx
J l±A2

2 1
- x +
3 J

AT

1±A2
l

3
AT

'1±T2
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TABELLA IV

INTEGRALI CONTENENTI LE FTG ESTESE 01 ORDINE 4

-1/4
I 2 -1

- /2 (l. -1) Sh

f A dx

/ 4 2 1/4
l 2 -1 /2(1-À) TI

= - rz (1- À) are S ( 2 2 O)
A +ÀT

1/4
- 2/2(>. -l) T

2 2
A+ÀT

(I l. I> t)

IT dx
I 2 -1/4

/2 (l-l.) are S(

1/4
- 2

/2 (l-l.) A

2 2
T+ÀA

- 2 1/4
/2 (À -I) A

2 2
T +ÀA

(IÀI<I)

(IÀI>l)

I l 2 2
S dx = - log(l+A +ÀT )-log 1;

2
f dx

S

l 2 2 dx
- -2(l+1 +>'A )+log A; f

AT
log S

fAT dx
l o ~2

2 ',I[=_:"À",,2- a r e 51 n ( Yl - >. • A )
l 2 2

~2~r~2areos (T +ÀA )
vi-l.

l -I li7=T 2 l -l 2 2
(iÀI-[)

2;V:-I
sinh o( l. -I A )

2 fiZ=-1 eosh (T +>'A )

) 2 I 12 (1 +~JAT l -[ h (->.- i )AT
f(A-+T )dx

/2(1+À)
aretg

T2-A2 (i,>-I) =
2/(-À-i)

tgh T2- A2 (>. .;-l)

2 2I(T -A )dx ( \ . l )

( 3 I 2 2 3 1 2 2
lAT dx

2(1-À 2)
(A +ÀT ) fA Tdx

2(1-À 2 )
(T +ÀA ) (M ±I)

3 3
T

fATdx;
( A ( 2 2 J (x)-dx = logA - À J -dx -log T -l. ATdx fA T dx =

A T J 4
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x-2\ ) (x)
4

l

S

2fS dx=

3
A- -
T

T
3

2
--2(1-\ ) 1(x)-\(AT+x)
A 4

2fA Tdx 1- 23/4>(
2(1-\) J

4
\arc S(

- 2 1/4 .
12(1-,\ ) . A' . \

T+\A 2 I O) iO/-
3 2 2

A (T +\A)

1+(1_\2)A4

2fAT dx
,- 2 3/4" /

-,2(1-\) .)4 \arc S(

- 2 1/4
12(1-\) T

A2+\T2 O) l0) +

3 2 2
T (A + id' )

1+(1_\2)T4

[N. B. Per sostituire
2 1/4

(l-\ ) con
-l,

e are S COti Sh ._,

( 3 ( 2 3 o

J T dx A-\jA Tdx; [A dx = -T-\[ATLdx

? 3 l 3 2 3 2
fA-T dx

3(1-,\2)
(A +\AT -\[dx) ; fA T dx

[ 3 3 l 4 4 l
A T dx

8(1 =>;Z) (A -T ) + _. (AT dx
2(1-\2)'

l 3 2 (
3(1-\2) (T +ÀA T+\)Adx)

2 - l /4 r- 2 l /4 2 -l /4 - l _ 2', /4 ì
(1-\) arctgL(1-\) AJ (-) ;=(1-\,) tgh ~(l-i) .".J.(+)

( A ~ 2 2 -1/4 ,_o 2 1/4 2 -1/4 -lr 2 li":'1
jdx À2+\T2 (1+ ;l-\"T )= -(1-\) arctgL(1-\) T](-);=-(1-\) tlSh 1.(1-·,) T}+)

fdx

2 -li" 2 l/I,'
A r.-'r7' 2 (). -]) '2U -l) Ti

-..,-----.,--(l+"\'.-l T )=- ",- arctg! 1 2 (-);=
AL+\TL - ,2 ,_ 1- \<--1 T J
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Si noti anche che gli integrali esprimibili come funzioni della sola

S hanno lo stesso aspetto per gli ordini 3 e 4; tale fatto è un'immedia

ta conseguenza delle (3), e si verifica per tutti ~li ordini (e anche

per le FTG estese di ordine 4 trattate nel prossimo paragrafo).

Per le proprietà di simmetria delle FTG (e delle funzioni ~u di

Weierstrass) anche le funzioni J definite in precedenza godono di alcu

ne interessanti proprietà: su di esse torneremo, in un contesto più gen~

rale, nel prossimo paragrafo.

§ II.4.- L'integrazione delle FTG estese di ordine 4.

Come già richiamato nell 'introduzione di questo lavoro. una descrizio

ne completa delle funzioni ellittiche si può ottenere in termini delle

FTG estese di ordine 4, caratterizzate da un parametro À (esse ripro

ducono le FTG ordinarie per l = O, e le funzioni trigonometriche e ipe~

bol iche per l rispettivamente ugual i a +1 e -l (casi degeneri)).

E' quindi immediato porsi il problema di generalizzare le formule di

integrazione date precedentemente in modo da coprire il caso di " gene

rico. La prima cosa da fare è di generalizzare le relazioni di ricorrenza

(19) e (20), che permettono di variare, sotto il segno di integrale, le

potenze dei monomi in A e T per multipli di 4. Senza sviluppare la

dimostrazione, riportiamo qui direttamente le formule ottenute:

p q p+2 q-2 p+l q-l 2 2
=(p+l)f A T dx -l(q-l) f A T dx - A T (T +lA )

D q+4
( 1-) 2 ) (p+q+2) f A' T dx =

p q p-2 q+2 p-l q+ l ? 2
=(q+l) f A T dx -À(p-l)f A T dx + A T (A-+lT),

(30)
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Dalle suddette formule si vede che per variare di 4 un esponente de~

l'integrando è necessari Cl anche la conoscenza di un ulteriore integrale,

per così dire, "intermedio" tra gli altri due (assente per À = O ).

Anche in questo caso si ritrovano le limitazioni alla possibilità di

diminuire l'esponente (si deve avere p+q+2 t O) o di aumentarlo (l 'esp~

nente da aumentare deve essere t -l); e, nonostante la maggior comples

sità delle formule, resta valida la conclusione che gli integrali di

tutti i monomi in A e T possano essere calcolati se si conosce l'in

sieme di integrali base già presentati nella tabella III. Il problema

dunque si riduce alla generalizzazione degli integrali della tabella III

al caso di À generico: il risultato è fornito dalla tabella IV. Per

una maggiore comprensione della tecnica di integrazione, eventualmente

applicabile anche ad altri integrali non elencati nella tabella, è uti

le accompagnare i risultati ivi contenuti con alcuni commenti.

I l punto di partenza della tecnica usata consiste nel cercare due fun-
zioni a un solo valore che, per À t O, giochino lo stesso ruolo di A

2

e T 2
per À = O , nel senso che la somma dei loro quadra t i dia loI

Di fatto, è possibile trovare due distinte coppie di funzioni di tale ti

po, le quali, nel limite À = O, si riducono entrambe alla coppia

A
2

,T 2 E' infatti immediato verificare che, in conseguenza della (5),

l l . l " . 19)va gono e seguentl re aZlonl:

(31 )

(Si noti che nei casi degeneri À =::1 le funzioni considerate si ri

ducono a costanti). Non è difficile rendersi conto che per A reale,

"À,l, ricavando A dalla prima o T dalla seconda delle (31),

19) Dalle relazioni (31) è faci le concludere che, quando i'! ~l, ponendo
À = sin p, e indicando con ~ una variabile opportuna, si può sempre
porre /1-À2A~ = sin$, ~T2= cos(~p), il che fornisce una parame
trizzazione delle FTG estese in termini di seni e coseni (cLnota 8)).
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ci si ritrovi in situazioni analoghe, dal punto di vista del 1 'integra-

zione, a quelle già incontrate per À = O, come si può verificare dal

confronto tra gli integrali della tabella III e quelli della tabella IV.

(Il passaggio al caso IÀI > l si ottiene in forma reale sfruttando

ben note proprietà delle funzioni che figurano a secondo membro: i ca-

si degeneri À=±l sono sempre calcolabili semplicemente in modo diret

to, e quindi non sono riportati nella tabella).

Si noti che nella tabella IV non sono stati riportati gli integrali

f
dx
A '

( dx
)-T-

2
r T dx
) A f che invece figurano nella tabella III.

Di fatto, gli integrali analoghi a quelli riportati nella tabella III

sono di tipo diverso (e si trovano alla fine della tabella IV), mentre

gli integrali ora citati coinvolgono, per À ~ O , anche integrali

littici di terza specie (di tipo particolare, con il parametro k
2

el-

ugua-

le a -l). Anche in questo caso sarebbe probabilmente consigliabile di de

finirede)Ie funzioni "ad hoc" (come si è già fatto per le funzioni J
mediante le quali le formule di integrazione siano espresse in maniera

particolarmente conveniente; tale problema, tuttavia, non verrà discus

so in questo lavoro. Per completezza, riportiamo solo le formule che per

mettono di risalire a r dx ,A
2
dx. t .. d 11'' t l el) -r- e J --T---- 1n erm1n1 e 1n egra e

essere sviluppato sfrut-
19) .nota , che Sl possonotando le sostituzioni indicate nella precedente

littico di terza specie già menzionato, espresse in forma reale per

-1<À<1 20): il procedimento di integrazione può

20) Gli altri due integrali precedentemente indicati si ottengono

sostituendo nelle (32) x con m-x e utilizzando la (4).
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facilmente modificare per coprire anche il caso l,l! > 1. Le formule

in questione sono sintetizzabili nella seguente maniera:

ove

tgh -l A}
± ,1fT dx ±arctg A (32

2 (
n(yln,k ); J

dy
2;( 2 22-

(l+ny )~l-y )(l-k Y )

è l'integrale ellittico di terza specie espresso sotto la forma di Legendre.

Per chiudere questo argomento, ritorniamo di nuovo sulla funzione J4 ,

per cui si conserva la definizione (28) anche per ,\ i O. La relazione

(29) viene ovviamente ad essere modificata. Per fissare le idee, suppo-

niamo che ,I sia reale e compreso tra -l e l; la generalizzazione per

,I qualsiasi è immediata. Dalla trattazione svolta in I, risulta che le

FTG pertinenti a un certo valore di ,\ possono essere messe in corrispo~

denza con ~ funzioni di Weierstrass distinte, aventi gli stessi periodi

reale e immaginario, l'una con il discriminante {, < O (indicata in

con la notazione IP(xIG
2

,G
3

)) e l'altra con {:, > O (indicata con

.'" '"
~(x\G2,G3))' legate tra loro da un'opportuna trasformazione di second'or

dine sui periodi. In questo lavoro, seguendo la notazione usata ln I,

indicheremo coi loro simboli abituali le grandezze relative alla prima

di queste due funzioni, mentre contrassegneremo con una tilde le grande~

ze relative alla seconda di tali funzioni. Senza richiamare tutte le for-
'v

mule riportate in I, esprimeremo qui ~x e ~x in funzione delle cor-

rispondenti FTG, il che fornirà immediatamente una semplice relazione

tra di loro 21). In particolare, si ottengono le formule seguenti:

21) La derivazione della prima delle (33) non è trattata esplicitamente

in I. ma è facilmente deducibile.
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Px =

da cui si ha

À
+ -

6
(33)

1 ...
,h - Z-tPx

l À
= ---

2A2 6

e integrando (e tenendo conto del comportamento delle funzioni per x = O);

1 '
~x - 2" ~x (34 )

L'uso della (34) permette di esprimere il legame tra J 4 e le

funzioni

la >,

s di Weierstrass utilizzando indifferentemente la
22)attraverso la formula ;

o

ì ( .
"'4 xl

_1(1+T2)_ A AT _~ ì (35)
2S 2 3 J

Infine, verranno qui discusse alcune proprietà di ricorrenza della funzione J
4

,

legate alle analoghe proprietà delle funzioni ~ di Weiestrass, ma che è

più conveniente dedurre direttamente. Dalla definizione (28), con la sosti

t · d' .. f'l t 1 l" 23)UZlone l x con m-x,sl rlc~ano aCl men e e re aZlonl;

)(x)+ l(m-x) =]( ~ + x) +}( ~ - x) = ](m) = 2 J(~) (36)

e,sostituendo invece nella (28) x con m+x si ottiene

.- -
J (m+x) = : (x) + 'J (m)

e, più in generale. per k intero qualsiasi

J (km+x) = :; (x) + kJ (m) (37)

Ponendo x = iy e ricordando le (1-109) si ottiene

._- --------
22)La_formula (29) valida per À=O si ottiene dalla (35) scritta in termini

(', ~ (Si veda anche nota 18)).
~

23)Da ora in poi l'indice 4 della j verrà omesso.Si noti che la (38) vale

anche per la funzione J3' e, sostituendo m con 3m,ciò accade pure per la (37).
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Aumentando nella (38) l'argomento di un periodo immaginario im' si

ottiene

(ricordando che m' (,\) = m(-.\)); da questa relazione si deduce che, per

l'aggiunta di periodi immaginari, vale una formula analoga alla (37),

Calcolando la (35) nel punto m e moltiplicando per m', pOl cal-

colando la stessa formula con -À al posto di .\ nel punto m' e

moltiplicando per m, e infine sommando si ottiene:

m' J(m) + ml(m') = (39)

Nella (39) le funzioni J e -: sono riferite a valori diversi di

, sia a primo che a secondo membro: tuttavia, tenendo presente il fatto

che il cambiamento di segno di .\ equivale ad una rotazione dell 'argo-

mento nel piano complesso di 90°, tali grandezze possono essere espresse

in termini della stessa funzione. In particolare, a secondo membro della

(39), usando la notazione del Tricomi (Ref. 2) si ha ~m = 11,

~ m'
. I

= l n m = w, m' = -i",', e quindi si ottiene:

, ~"(' ') .(,n)m <m + m~ m = 1 n bl- r)1>J = l -I -2- = (40)

(sfruttando la formula di Legendre ripetutamente citata nel Tricomi).

Inserendo la (40) nella (39), e specificando i valori di .\ e di m'
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a primo membro, si ottiene infine la relazione:

che, per À= 0, fornisce direttamente il valore di J (m) :

J (miO) =

Nel limite

7f

4m

À -;. ± la stessa formula indica come deve divergere

J(m!-l): m( À)
8

(41 )

Nella (41) entrambi i termini a secondo membro divergono, ma il prìmo

è quello dominante.
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SEZIONE III

FORMULE DI BISEZIONE E TRISEZIONE PER LE FTG DI ORDINE 3.

§ III. 1.- Le formule di bisezione.

Il problema delle formule di bisezione per le FTG di ordine 3 in I

è stato soltanto accennato, e rinviato ad ulteriore trattamento in al

tra sede: è ciò non per ragioni concettuali (si tratta semplicemente di

invertire le formule di duplicazione) ma pratiche. Di fatto, essendo il

processo di inversione abbastanza complicato, e portando esso a formule

dall'aspetto non semplice, la sua trattazione trova la sua collocazio

ne ne l presente l avoy'c.

Cominciamo col rlQ01'tare le formule di duplicazione (I-52):

Jl.(2x) =A(l+TJ_.

T(I+A
3

)
T(2x) = S(2x) = I 4? \

\ - I

ove l'argomento delle funzioni a secondo membro è x, e introduciamo una nuova

notazione,indicando i simboli delle FTG di lrgomento met3 con una lette.-
ra minuscola ( a = A( ~) e simili), mentre la notazione A conti nue'-(l2
ad indicare A(x) (e simili). In questo modo, dalla seconda delle (42 )

ca l co 1ata i n x
2

si ottiene

T

da cIii si ricava la seguente equazione di quarto grado per t:

t4+~t3_2t-T=O (43)

E' faci le vedere che, utl i izzando le altre relazioni (42), oppure serve~

in un'altra (cf. tabella I di I), un'equazione esatta-
s

dosi delle formule collegative che trasformano una delle sei funzioni
l l l

a,t.~s, a" t'

mente del tipo della (43) può essere scritta per una qualsiasi delle fun

zi ani suddette.
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E' possibile quindi trattare il problema della bisezione in maniera deì

tutto generale, cercando le soluzioni dell'equazione

Z4 + 2vz3 - 2z - V = O (44)

ove z rappresenta una delle sei FTG di argomento metà, e V una

opportuna funzione di argomento intero, secondo la corrispondenza indica

ta ne 11 a tabe 11 a V.

-IABELLA V

A

T

-
A

T

l
S

A

-
T

I
I

l l I
A S_____. J

--~-r-~
s , i I

I _s I
I

l
t

l
5

t

a

zt
I

1- ;

I

1 .

L'equazione (44) si risolve con le tecniche standard e fornisce

ove
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U
l

= y2 + l/3o

= V2+22/30 e2in / 3
U
2

e i segni dei radicali vanno scelti in modo da avere

(46)

Nelle formule precedenti D indica quella particolare FTG legata a V

dalla relazione y3+03 = l, e che è riportata, per ciascuno dei casi

in esame, nell 'ultima colonna della tabella Y.

Conviene ora sviluppare la (45) nel caso in cui l'argomento X Sìò

reale: questo impone che anche z sia reale e implica una certa restri

zione nella scelta dei segni dei radicali, nel senso che quelli di

e ;-U; devono essere necessariamente concordi (e quello di U,,

resta determinato dalla (46)). In questo modo le soluzioni della (44) si

riducono da quattro a due, in accordo con il fatto che, sull 'asse reale,

dati i valori delle FTG nel punto x, si hanno due punti indipendenti a

cui si possono applicare le formule di bisezione (precisamente, ~ e

x ~)
"2 + 2 •

La soluzione (45) in questo caso si riduce a

( 4 l )

ave E (uguale a +1 o -l) rappresenta il segno del secondo membro della

(46), il doppio segno caratterizza le due soluzioni possibili. e il ra

dicale che figura sotto radice nella (47) (e che, per x reale, non si

annulla mai) va sempre preso col segno positivo.
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Conviene ora specificare l'espressione della (47) nei casi parti

colari delle varie FTG, cercando di rendere quanto più è possiblle

le varie formule omogenee tra loro. Con un po' d'algebra, si arrlva

al seguente risultato:

l (16
1

/B
l + A)a = -2T

t
l /0 •B lì= + -2T o o

s = _1_( -/ò + /B + A)
Z l 1

l /0 18 1)= ZA( + +
S o o

=
__1 ( 'D + .B

Z
+ T

a 2A • 2

l -
= .:( /0

2
+ /B T). Z Z . ,

'.

con

D = l_ZZI3 AT 01
= AZ i 13T. °z = TZ+i/\

o
+ , ,

B = Z/ 1+ZZ/3AT:Z4/3AZT2+Z+ZZ/3AT
o

Q = Z/;4_Z2/3AZT+Z4/3T2+ZAZ_22/3Tv,,

B
Z

Z.14_ZZ/3TZA~24/3TZ+2TZ_Z2/3A

(48)

(49)

I segni dei radicali sono scelti in modo da assicurare il comportamento

corretto delle funzioni intorno a x = O. Variando x (sia nel verso po-

sitivo che in quello negativo) le funzioni 00,01'OZ presentano degli

zeri doppi ~ dei po 1i doppi. l n corri spondenza di ci ascuno di ess i, 1: ,-ò

dicale deve cambiare segno. Invece le tre funzioni B presentano solo '10-
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li doppi; in corrispondenza di ciascuno di essi iì radicale deve cambia

re segno. Il radicale che figura nella definizione delle B si mantiene

sempre positivo.

In questo modo si coprono tutti i possibili casi sull'asse reale

(si ritrovano gli stessi risultati solo quando

x è variato di 6m).

x
2

è variato di 3m. cioé

E' chiaro che le sei funzioni definite dalle (49) sono strettamente

correlate tra loro; tuttavia non sembra possibile esprimere esplicitame~

te in modo semplice le relazioni intercorrenti tra esse. Invece dalle (48j

si possono trovare facilmente delle relazioni lineari tra FTG di argome~

to metà, i cui coefficienti sono FTG di argomento intero. Tali relazio

ni legano tra loro particolari coppie di FTG di argomento metà, e sono

sintetizzabili nelle tre formule seguenti:

a + S = A _ T t = S
S A s a

l
Tt

= (50

Le relazioni (50) non sono indipendenti: con facili passaggi si può ln

fatti trasformarle l'una nell 'altra.

§ 111.2.- Formule di trisezione.

Il problema della trisezione dell 'argomento delle FTG di ordine 2 può

esseretrattato in modo abbastanza diretto. Benchè il metodo seguito valga

Der qualunque scelta di tale argomento, tuttavia conviene discutere in det

taglio soltanto il caso di argomento reale.

Combinando le formule di duplicazione (I-52) e quelle di addizione

(I-50) e (I-51) si possono facilmente ottenere le formule di triplica

zione (l'argomento delle funzioni a secondo membro è x):
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A(3x)
3AT(1_A3T3)

=
T9+3T6_6T3+1

T(3x)
T9_6T6+3T 3+1

= "i
T9+3T 6_6T3+l ',- '

S(3x)
3AT(1_A3T3)

= 9 6 3
T -6T +3T +1

Di queste equazioni, la più conveniente per essere invertita e la se
3 x

conda: da essa si deduce che la quantità T ( 3) = z soddisfa la se9ue~

te equazione di terzo 9rado, contenente T = T(x) come parametro:

3
z(l-T)

2
3z (2+T)+3z(1+2T)+(1-T) = O

'J oeriodicità 3m di T, esse corrispondono, oltre che a

+ m) = -

reale, la (52) ha tre soluzioni reali. E' facile vedere che, De.
T 3 r X... anche, , 3"

T,3( ~ ) l (x) .,.e a 3 - m = -ilJ :3' La rlSOiUZlone

T

_3, x. , -
3

Per

completa della (52) quindi rermette di trattare simultaneamente la trl

sezione di tre delle sei funzioni base 9ià considerate (le altr'e tre S1

otterranno in maniera immediata alla fine di questo para9rafo).

ca soluzione della (52) può essere interpretata più facilmente espri-

mendo in termini delle funzioni di Weierstrass di tipo equianarmonlco

con 9? = 1, attraverso le formule (1-46) che qui rirortiamo:
J

~(x) _.
l-T(x)

x
= 'P (.110, l ) ; J.:r_~L~__ =

1 - T(x)
1':3)

in modo da ottenere, dalla seconda delle (53), la (52) sotto la forma:

3 3 - ? 3 -
z - 2 (l - ,'31!' ') z- - ;; ( l +/3 tP ' )z + 1 = O

(o'/e. come fatto d'abitudine anche in l, l'argomento ei parametri
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delle funzioni di Weierstrass si sono omessi).

La soluzione della (54) con i metodi standard fornisce le seguenti

espressioni per le tre soluzioni ul ,u
2

,u
3

:

u
l

= ~(1-/3 (Il') + 2/3 IP3
/

2 cos -~
3

u
2

= ~(1-/3 (l") + 2/3 (fl3/2 cos ( ++ 2'3 ) (55)

ove

l - - 3/2 ....'Lu3 = 2(1-/3~') + 213 (p cos ( 3

tg~ =

2. .
- -)

3

Consideriamo ora i valori di x reali, positivi e prossimi a zero,

e conveniamo di prendere ~ = O quando x

il radicale (J'3/2. In questo caso è facile

= O, e il segno positivo per

vedere che la soluzione

corrisponde 3x 3x 3x
a l/A ( 3)' u2 a - S ( 3)' U3 a T (3)' Facendo crescere x

fino a 3m e oltre, benché le funzioni di Weiestrass, per x . 3m, ripre~

dano gli stessi valori di prima, ~ invece che valori intorno a zero ora

assume valori intorno a TI , così che ul ' u2,u3 non riproducono i valori

precedenti. Tuttavia, affinché le tre soluzioni (55 ) corri spo ndQno sempre

alle stesse FTG, è necessario che (Jl3/2 b' ogni vol ta checam l segno x

passa attraverso un multiplo di 3m. In questo modo le FTG di argomento

trisecato sono definite lungo un intero periodo, e riassumono i loro valorl

iniziali solo quando x varia di tre periodi, cioé di gm.

Riesprimendo ora (J' e (l" in termini di FTG tramite le (53), si

ottengono così le prime tre equazioni (56). Le altre tre si ricavano

immediatamente prendendo il complemento a l delle soluzioni (55)24).

-----_._--_.
24) Ciò equivale a scrivere le (55) stesse cambiando segno a (l" e

alla determinazione del radicale <p 3/ 2.
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In questo modo si arriva al seguente quadro completo delle formule

di trasformazione (come già detto, i l segno indicato davanti al ra-

di ca le è que 11 o valido per O ~ X < 3 m, e si prende ~ ~ O per x=O) :

l 2+T r' A -3/2 ,
2) + 2/3 I I .,'-_.( = cos -

A
3 3 l-T L l-T l 3

2+T

l -T
( ~ _2")cos - +

3 3

3/2
cos( ! .?2r...)

T3(2) 2+T
,- A ]2/3 l.

3 3 '
= ---+ --

3 l-T l-T

l 1+2T . 1- A13/ 2 4 (56 ;
2) cos -

( = -- + 2/311=T! 3
53 3 l-T I J

l l +2T [- ·3/2 cos( 2. 2,
( ~) 2/3 -~-I

+ -- = 3 3
T3 3 l-T 1-T "

A3
(

1+2T ,_A_1 3/ 2
( ~ 2,

2) 2/3 cos -
= - -- - 3 33 l-T 1_ l-T J

con l - T
l + T

L'ulteriore estrazione di radice cubica per ottenere a primo membro le

FTG di argomento X/3 non crea alcun problema di determinazione, perché sia

i poli che gli zeri di tutte le (56) sono tripli (essi si hanno solo nei

punti ave A e T divergono, come é pia facilmente ricavabile dalle formule

di tipo (55)).Per valori reali di x, va dunque sempre presa la radice ari

tmetica,

l 'f\lltO'le cl-<. qu.r~to òtucl-i.u 'u~Ylg!{.az.i.a v-<vame.y~te il p!{o~. G. ANVREASSì


