Inthoduzione.,

Scopo di questo quaderno ¢ presentare L princdpd del caleolo delle varia-
zZAont in pAll vardab i nel contesto geometrnico della feoria ded jets delle
sezdlond di un 4ibrato.

In particolarne s4 affrontanc Le condiziond di estremaliidt per una sezione
e 44 danno due caratterizzazioni di toki seziond trhamite equazioni differenzia
2L indipendentl dal sistema di coondinate.

Queste equaziond sono Le equivalentsi intrinseche del classied sisteme da
equaziond di Euwleno-Lagrange, per La prima condizdone, paraghago 2.6, e du
Hamlton, per La seconda, paragrato 3.10.

Nell'esposizione 44 € fatto wso di varie proprield degli spazdi di jets.
Rimandiamo per questo al quaderno di Modugno-Stefani, [2].
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1. Operatori differenziali.

1.0 In questo paragrafoesporremo alcune proprietd degli operatori differen

ziali che saranno utili per la costruzione dell'operatore di Eulero-Lagrange.
1.1. Siano  (E,p,M), (F,q,M) due fibrati vettoriali sulla stessa base M.

Definizione: Un operatore differenziale sulle sezioni E a valori nelle se

zioni di F @& un'applicazione

dallo 3(M)-modulo delle sezioni di E nello ¥#(M)-modulo delle sezioni

di F, tale che:
i) D € R-Tineare
ii) esiste un omomorfismo di fibrati vettoriali sull'identita di M
o(D) : TM@E + F
tale che, per ogni f e ¥(M) e ogni s e r(E)
D(fs) = f Ds + o(D) (df @ s)
1.2. Esempio: Sia M una varieta, VvV una connessione su M,

Prendiamo E = F = TM, v 1induce un operatore

v, t X (M) +x(M) , X(M)=Tr(TM)
per ogni campo X € x(M).

v, € un operatore differenziale e o(V

X & la contrazione di una l1-forma

x)

con il campo X, cioé
o(vx)(df @ Y) = df(X)Y = (X.f)Y .
1.3. L'omomorfismo a(D) induce uno ed un sol omomorfismo

(D) :E > TM@F

che rende commutativo i1 sequente diagramma:



&
>»T M@ TM@F

o(D) C & id

4

dove C indica la contrazione canonica di T M & TM
Esistenza e unicita di (D) sono subito viste in termini di calcolo loca

le.

Sia au una base locale di T(TM) e dx” la base duale di

F(T‘M), éi e fj due basi locali rispettivamente per le sezioni di E e per

quelle F, potremo scrivere

TR R A }-
a(D)(dx ()ei) = a, fj
posto T(D)(é.) = 1“j 3 @f
1 i n J

dal diagramma commutativo abbiamo

dx" @ e, P——w— dx" @ rYJa @ f.
l 1 l} A" J
Y. = & Y.
i v 1]
quindi la condizione G?J = r?J garantisce 1'esistenza e 1'unicita di (D).

1.4. Diamo ora una formulazione intrinseca della formula di integrazione

per parti.

. * * . .. . *
Sia per(F @ AT M) una m-forma su M a valori nelle sezioni di F

ed e una sezione di E. Indicheremo con



(D) e | B

la m-1-forma su M a valori in R ottenuta tramite le contrazioni

MeFeF @ "M — A" ¥y

&@?@i@aﬂ-—-——* < . f>ia

- £
Sia D un operatore differenziale la cui espressione locale in un punto

x € M sia data da

D(e1é.) = e’dq?. + oMY o] £
i i3] i a3

la m-forma < D e, 8 > avrd espressione locale

.i
de j 1 m
oty dx ..., adx
THRS
X

-5 (e'g
<De!8>—8j(ed.i+

Sia U wun aperto di M dominio di una carta ¢ = (xu) di M e A una
sottovarieta di dimensione m = dim M, compatta con bordo inclusa in U. Cal

coliamo 1'integrale

.. i .
[ <Dep> | 3.(e1d€ s € c?J)dx]A... ,dxm =
A o(A) 7 ax"
che possiamo scrivere
. . uJ T ..
= e1(8.d$ P LS R a?J J ) dx1... A+ f 2 (8.e1o$J)dx}..,dxm
o(A) Y I oM 3x" o(A) ax*
. . uJj . OB,
= f e‘(e.dg -p, 2o agJ I ydx' L. "+
o(A) Y Iyt ax"



in particolare se e ha supporto compatto in A° T1'ultimo integrale & nullo.

Definiamo un operatore differenziale

* ®
D* s o(FF @ AMM) - r(ET & A"TM)
con la condizione seguente:
*
per ogni sezione R di F* @ T e per ogni sezione e di E a suppor-

to compatto sia

[<De.g>=[<eDdg>.
M M

L'esistenza e unicitd di questo operatore & garantita dal calcolo locale

che abbiamo svolto. L'espressione locale di D;‘i é data da:

D¥(8.f0 @ dx'...dx™) -

3 acl;‘] . 9B, i 1 -
-d . . - 0‘:“] '—_J—) e @ dx Aa s ‘-dx .
J 1 J xH 1 axH T =

. €« . . . . . .
Tramite D si pud infine scrivere in forma intrinseca, la formula di inte-

grazione per parti:

<De,s>=c<eD® >+dc(D) e 8).

1.5. Concludiamo con la definizione e le proprieta della differenziazione ver-

ticale.

Sia (E,p,M) wun fibrato di base M (non necessariamente vettoriale) indichia
mo con vIE i1 fibrato dei vettori verticali di TE e con V¥ TE 41 suo fi

brato duale.

e T -
Introduciamo un'antiderivazione sull'algebra esterna delle sezioni di v TE



i i AVIM - A VTH
che soddisfi

i) d e un'autiderivazione di grado 1

E/M
i1) (dE fle = g.f per ogni T e ¥E) e ogni campo £ verticale
/M
ii1) dE (dE f} =0 per ogni f e F(E) .
/M /M
Affinche dE sia ben definita basta far vedere che le 1-forme dal tipo
/M

dE f generano 1'algebra esterna (localmente) .

/M

Sia (x“,ql) una carta adattata di E, ogni campo verticale si pud esprime

i % i
recon £=g gL E € ¥(E)
g iooa aq' i L i

per la ii) (d. q ) —s = —=— = 46,, cioé le d_ q sono la base duale

E agd  aqd J E

/M /M
di EETM e quindi generano (localmente) AIV*TE e di conseguenza 1'algebra
esterna.

1.6. Avremo in sequito bisogno della formula che segue.

Sia e, una famiglia ad un parametro di sezioni del fibrato E, definiamo

éo(x) i1 vettore tangente in e, (x) alla curva
R-E: t » et(x)

quindi eo(x) e v T E.

es(x)

Se f:E -+ R dalla definizione di dE si ha:
/M



d . .
Tt f o et(X)|t=0 = <e°(x),(dE/Mf) o g (x)> per ogni x eM.

1.7. Sia (E,p,M) un fibrato vettoriale di fibra tipo F (dim F = n).
Indichiamo con J'(E) 1o spazio dei jets del 1° ordine di sezioni E.
E' noto [2] che esiste una struttura di fibrato affine (J'(E),n,E) di
J'(E) su E.

Inoltre, indicata con Jjp 1la proiezione jp = pew, (J'(E),jp,M) €& un fibra

to vettoriale di base M e fibra tipo F x Hom (Rn,F).

Inoltre i1 rilevamento canonico di una sezione S =+ js € un operatore
differenziale tra le sezioni di (E,p,M) e Te sezioni di (J](E),jp,M) (ve-

di [2], corollario 11, pag. 12).

2. Problema variazionale e operatore di Eulero-Lagrange.

2.0. Definiamo qui un problema variazionale. L'ambiente naturale per un
simile problema & lo spazio dei jets di un fibrato. Per tutto cid che riguar

da definizioni e proprieta fondamentali degli spazi di jets si veda [2].
2.1. Definizione.

Si dirda problema variazionale a bordo fisso (P.V.B.F.) il seguente insie-

me di dati

i) un fibrato (E,p,M) su una varieta M, orientata tramite 1la m-forma w
i1) Una sottovarieta compatta di dimensione massima A, con bordo
iii) un'applicazione o : 3A + E taleche p e ¢ = 1daA e prolungabile

a una sezione s : M-~ E

iv) una funzione f£: J'(E) - R dallo spazio dei jets del prim'ordine

di E in R , detta lagrangiana.



e dalla richiesta

v) trovare una sezione s di E che soddisfi a g]aA = ¢ e che renda

minimo il funzionale

L[s] = (3s) %
A

rispetto alle sezioni s che soddisfano S!aA =g .

(con js si indica i1 rilevamento canonico di s).

2.2. Condizione necessaria affinché una sezione s realizzi un minimo del

funzionale IA & che:
per ogni famiglia ad un parametro St di sezioni di E tali che s, =s
su A e st =S Su 3A  sia

d
£ 1, [s)] - 0
dt At ’t=0
ogni sezione che soddisfa questa condizione si dice un'estremale. Vogliamo

indagare sulle condizioni a cui deve soddisfare una sezione estremale.

2.3. Sia st una famiglia ad un parametro di sezioni che soddisfa alle condi

zioni in 2.2.
Chiameremo éo 1'applicazione da M in vTE che ad ogni punto xeM fa

corrispondere i1 vettore tangente alla curva sulla fibra p—](x)

t e~ St(x)

nel punto t = 0, cioé in s(x).

* - - * - ¢ 3 .
Se + M > vIE & una sezione su M, in particolare s, realizza una sezione

del fibrato immagine reciproca su M di VvTE tramite s



Inoltre la condizione S, =S su 3A implica che s, = 0 su ?A.

R . C. % N L ,
D'altra parte se v € un campo di vettori di s vIE é possibile costruire

-

una famiglia (una classe di famiglie) ad un parametro di sezioni per cui v=s,
2.4. Calcoliamo adesso la derivata in 2.2.

d
L1 ] = L feis
a hald| )

d .
=< g I8y

in virto della 1.6.

e quindi la condizione di estremalita fa intervenire il campo vettoriale

It jst , che, in analogia a quanto detto nel precendente 2.3., & una se-
t=0
. . . .k 1 )
zione su M del fibrato vettoriale js VMTJ (E), intendendo con VMTJ'(E)

i vettori verticali rispetto alla proiezione jp.

2.5. L'ultimo passo per la costruzione dell'operatore di Eulero-Lagrange e far

vedere il legame tra e S,

—— js
dt t t=0

. . . * . . . :
S, € una sezione di s vTE, possiamo rilevarlia canonicamente una sezione

i di (st

D'altra parte i fibrati vettoriali su M J (s*vIE) e js*(vMTJ'(E)) sono

canonicamente isomorfi tramite 1'applicazione che manda
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(la verifica in termini di coordinate locali & un semplice scambio nell'ordi
ne di derivazione)

quindi possiamo scrivere la condizione di estremalita

[ < i§,, d L o iS. >w =0
A JE/M

Cido equivale a dire:

una sezione s 2 un estremale per il funzionale IA se e solo se per ogni

sezione v di s*vTE a supporto compatto in A si ha

f<j\),d i°jS>w=U
A E

2.6. L'operatore vwr» <jv , dJE £ o js > @& composto da un operatore diffe
/M

renziale (il rilevamento canonico j , vedi 1.7) e un operatore lineare. L'
quindi un operatore differenziale ¥’[s]  a valori reali.

Per quanto & stato detto in 1.4., esiste allora un operatore differenziale
*
)

e[s] : T(ATM) > r((s"viE)* @ A™T¥E)

tale che
f?[s] \Jw=f<\.= ,‘é[s-_]w>
A

per ogni sezione v di S*VTE a suporto compatto in A .
La condizione di estremalitda é quindi

[ < vwe[s]w > ¥oue F(s*vTE) supp v € A

A

i
O

Per 1a linearita rispetto a v e 1'arbitrarieta di v questo equivale a

f[S]w;‘O.

Siamo cosi arrivati a una equazione differenziale che caratterizza le seziom
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estremali.

L'operatore E prende il nome di operatore di Eulero-Lagrange e 1'equa-

zione '%[s]w = 0 & la versione intrinseca del classico sistema di equazio

ni di Lagrange per 1'estremali.

In un sistema di coordinate adattato, supposto o = dxlﬁ..odxm avremo
sd . i 3 . i
dre & = —5 (s)d,. g9 + —5 (Js)d q
JE 3q’ JE g JE
da cui
o 3. . i 3L . 3 i
J[S]\) = E-a-i— (Js)v + 2q] (Js) TI
U
i 2
essendo v = v _EET (s)
ne segue
r i 3L . 3 o . 1 m
< v,gLS] w>=v 567 (js) - pyaT —EET (Js)) dx ...edx
e infine
J J
aafcxnsa 3s )___a_ai(nj as)
3q ] >7 % axn IxH 3q1 *7 7 axn
U

3. La forma di Poincaré-Cartan.

3.1. Proposizione: Esiste una forma canonica © su J'(E) a valori nel

modulo delle sezioni di n*vTE.

Dimostrazione

Sia veT, (J](E)) un vettore dello spazio tangente a J'(E) in jxs

S
JX

dw, (G) - d Sx(djpj SG) & un vettore di T E

s . s(x)

=
1

(w) = 0 quindi w & un vettore verticale di T E .

s(x)

ovviamente dpS

(x)
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Resta da far vedere che w non dipernde dalla sezione s ma solo da jxs:

anche questo & evidente poiché se j s = jxs‘ < > dsx = ds;

Poniamo w = e(jxs(Q)

® @€ quindi una 1-forma su J'(E) a valori in n*vTE.

Scegliendo un sistema di coordinate adottato abbiamo

N

e = (qu - qidxp) @ “-a'a'j

3.2. 0 permette di caratterizzare i rilevamenti canonici

Proposizione., Sia s : U - J'(E) wuna sezione di J'(E) su un aperto U ¢ M.

s = J(m o 5) se e solo se =0

%1 3s(U)

La dimostrazione seque immediatamente dall'espressione locale di  o.

3.3. Sia £ : J'(E) - R una funzione sui jets.
Ricordiamo che = : J'(E) - E €& un fibrato affine, cioé ogni fibra d‘e(E}

su eeE & uno spazio affine associato allo spazio vettoriale p:T*M @ (vTeE),

[2]
Se restringiamo £ a una fibra m (e) possiamo farne la derivata indot

ta dalla struttura affine, [3].

Sia jxs € n-1(e), indichiamo con Di(jxs) questa derivata nel punto st

DL & quindi un'applicazione da J'(E) nel duale del suo fibrato vettoriale
associato.

DY : J'Y(E) »p M@ E(vTE)*

In coordinate adattate D&’(ij) =
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Dd si chiama trasformata di Legendre indotta da £

1 v ' T = Afvy £ £ = i =
3.4, Sia v e TJXSJ (E) posto w = 0¢{v) e v Ter., e n(st) S(x),

possiamo contrarre il vettore w con il tensore Di(jxs) rispetto alla

contrazione di dualita di vTPE.

Otteniamo cosi un vettore di TXM che indichiamo con LV .
Se Z @& un campo vettoriale di J'(E) 1'applicazione
jxs > J“Z(jxs) & una sezione del fibrato vettoriale (jp)*TM,
che indichiamo con &£ " Z.
La sua espressione in coordinate &

- 3d ) KN
L - 3q1 (dq 9, e’ ) axu

3.5. Sia w wuna m-forma su M. Costruiamo tramite & una m-forma su

J](E), che chiameremo & "w, Secondo la formula

£ = T I
m(Z], ,Zm) 1.gm( Jp(Z Jaeeosd (Zi),.,.,ij(Zm))
La sua espressione locale &€ £~ w (dq - q1 dx\)),..sz
BC[1 v u
-1 " m !
dove & = (-1)"7dxaL..add” L udx

3.6. Definizione. Si dice m-forma di Poincaré-Cartan di un problema variazio
nale la

= ~ .

@ :of w + ={0(Jp) w

dove I @& la Lagrangiana del problema e « 1'orientazione di M.
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3.7. Proposizione. per ogni sezione s di E,(js)'x@= (is)dw

~

Lk
Basta mostrare che (js) &£ « =0 ;

infatti  (3s)* 7w (X ,....X ) =

1’ m
=& -
w(Tjs X},...,Tjs Xm)
= ‘:; w (X],... L Tjs Xi""xm)

ma cfATjS Xi & la contrazione del tensore DL o js con il vettore

B(Tjs Xi)(x) = 6} d J s(x)Xi(x) =0 perogni x e M.
Jjs
X

3.8. Come conseguenza della 3.7. si ha che se s : M+ E & una sezione

Lk
I,[s] £ (3s)" ()
Quindi una sezione s & estremale se e solo se

(350 ®= 0

per ogni famiglia Sy tale che s, =s su A e 5, =5 su dA.

d

dt

I

Calcolando la derivata abbiamo

I{. rACRECE ®-

A _CTE(JS’C)I
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Ricordando quanto detto in 2.5 e per 1'arbitrarieta di St si ha:

Proposizione: Una sezione s € estremale se e solo se per ogni sezione

v E P(s* vIE) si ha , 3], :

s d®{ = 0,

js(A)

3.9. Siaora u : M - J'(E) una sezione. Definiamo un nuovo funzionale:
¥*
I,[ul = £ u ()

e andiamo a cercare le sezioni estremali di IA tra tutte le sezioni di

J'(E) su A che assumono un determinato valore su 3A.
Come abbiamo visto per IA[s} , Cid significa

d . oy o .
at IA[u£] =0 per ogni famiglia di sezioni u, di

t=0

J'(E) su M tale che u = u su A e up = u o su 3A .

Ripetendo i calcoli di 3.8 abbiamo immediatamente 1'equazione a cui deve
soddisfare una sezione critica wu.

u & una sezione critica di IA se e solo se per ogni campo jp-verticale

£(e e F(VM TJ'(E))) si ha

u*(i€d®) -0 .
3.10. Confrontando i problemi posti in 3.8 e 3.9 & naturale chiedersi quale
sia la differenza tra loro.

In 3.9, u & una generica sezione di J'(E), e non necessariamente un ri-

levamento canonico di una sezione di E.

Poniamo la domanda: sotto quali condizioni una soluzione di 3.9 & soluzione

di 3.8?



Cioé, sotto quali condizioni una soluzione di 3.9 verifica 1'equazione
j(mou) = u ?
)ie

Teorema [{]: Se la trasformata di Legendre DI : J'(E) - p*TM ® _(vTE

E
. : . ¥ .

e un'immersione, allora 1'equazione wu (1£d(ﬂb =0 per
ogni campo & Jp-verticale @ equivalente alle condizioni

u = jlmou) , ‘i[w ° u:] w =0,
Dim. Da quanto si & visto in 3.8, basta far vedere che 1'equazione in 3.9
implica, in questo caso, u = j(w o u).

Per semplicita effettuiamo la dimostrazione utilizzando un sistema di coor

diante adattato (xu,q1,q; ).

Basta considerare 1 campi w-verticali che avranno espressione locale

i ) .
£ = Eu —EET : otteremo cosi
U
a,f . . .
i Q= ——cl(da’ - a) &) ~n
2q° 9q n v u
noou
-\
@ = P k! L ads s ddT
da cui
¥ aL J au1 i v
1 = e { - ) =
u (1€d®) N e (g - u)dx ~n
qn qu
3L i aui i
T T Tt
3q° 3Q ax H
N

avendo posto u = (X ,u ,u )
H

dall'arbitrarieta di £ segue



- 17 -

3L
R
3 9 axX
q. 34,

3L

ma DL & un immersione quindi det{ — ; ) #0
397 29
noou
;
Ju i .
z=> = u cioé u = j(m o, u)
M H
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