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Seopo dÀ. quv.,,to qu.a.deJLno è pitv.,en-t1Vte J.. plÙnUp1. del. ea.teoio dette va.tu:1l

zÀ.OrtÀ. 1.n p.til va.tu:1lbili nel. eon,tv.,,to geomUlÙeo de1.la teo!Ùa del. jw fieUe

l.>ezÀ.OrtÀ. dÀ. un MbJUtto.

In PCUttùola!te 1.>1. a6t)lWrtW.no te eondÀ.z1.oYlJ.. dÀ. v.,btemaLi..tit peJL una. l.>ezÀ.One

e 1.>). danno due eaJuLttelÙzzawrtÀ. dÀ.~ l.>ezÀ.OrtÀ. :t!t.aJri,U.e equawrtÀ. dÀ.66eJLen~

ti 1.ndÀ.pendenti da.t 1.>À.!.>,tema d-i. eooJtd-i.na-te.

Quv.,te equaz1.ortÀ. !'>ono te eqlÙva.tenti 1.n-tlÙn!.>eehe del. da!.>1.>À.U 1.>À.!.>,tenu d-i.

equawrtÀ. dÀ. EuteJLo-LagJtange, peJL ta pit-i.ma eo YldÀ.wne, pcutagJta60 2.6, e d-i.

HanUl..ton, peJL la I.>eeonda, pcutagJta60 3.10.

Nett'v.,p0l.>ù1.one 1.>1. è 6a,t,to u.!.>O dÀ. vaJùe pitoplÙet:iI. degu I.>pau d-i. jW.

RoondÀ.amo peJL quv.,,to a.t quadeJLno dÀ. Modugno-S,te6artÀ., [2].
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l. Operatori differenziali.

1.0 In questo paragrafo esporremo alcune proprietà degli operatori differe~

ziali che saranno utili per la costruzione dell 'operatore di Eulero-Lagrange.

1.1. Siano (E,p,M), (F,q,M) due fibrati vettoriali sulla stessa base M.

Definizione: Un operatore differenziale sulle sezioni E a valori nelle se

zioni di F è un'applicazione

D : r(E) .. r(F)

dallo ~(M)-modulo delle sezioni di E nello J(M)-modulo delle sezioni

di F, tale che:

i) D é R-lineare

ii) esiste un omomorfismo di fibrati vettoriali sull'identità di M

•0(0) : T"M ~ E .. F

tale che, per ogni f e J(M) e ogni s e r(E)

D(fs) = f Ds + 0(0) (df ~ s)

1.2. Esempio: Sia M una varietà, v una connessione su M.

Prendiamo E = F _ TM, v induce un operatore

Vx : X(M) "X (M)

per ogni campo X e x(M).

X (M) = r(TM)

Vx è un operatore differenziale e o(V
X

) è la contrazione di una l-forma

con il campo X, cioè

o(Vx)(df ~ Y) = df(X)Y = (X.f)Y

1.3. L'omomorfismo 0(0) induce uno ed un sol omomorfismo

T (D) : E .. TM ~ F

che rende commutativo il seguente diagramma:
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•T M ~ E

a( D)

F

dove C indica la contrazione canonica di T·M ~ TM

Esistenza e unicità di

l e.

.(0) sono subito viste in termini di calcolo loca

Sia ,
o
~

una base locale di r(TM) e dx~ la base duale di. -r(T M), e. e f. due basi locali rispettivamente per le seztoni di E e per
l J

quelle F, potremo scrivere

~j-= Cl. f.
l J

posto .(O)(e.) = .~j a ~ f.
l l ~ J

dal diagrallJTla cOllJTlutativo abbiamo

dx~ ~ e. dx~ ~ • ~j a ~ f.

l
l il v J

~j f. = o~
vj

f.a. ••l J v l J

quindi la condizione ~j ~j
a. = T. garantisce l'esistenza e l'unicità di

l l
• ( D) .

1.4. Diamo ora una formulazione intrinseca della formula di integrazione

per parti.

Sia • m....a e r(F ~ A I M) una m-forma su M a valori nelle sezioni di

ed e una sezione di E. Indicheremo con
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T( D) e J a

la m-l-forma su M a valori in R ottenuta tramite le contrazioni

-
~ ili f ili f ili Cl ,....---

m-l,.
A T M

-
<f . f > i~Cl

Sia D un operatore differenziale la cui espressione locale in un punto

x e M sia data da

i
D( e e.), i j - )1j

== e d.f. + a.
1 J 1

la m-forma < De, a > avrà espressione locale

< D e,a>
i . 1de )1J m

+ -- a. ) dx •... ~dx
ax)1 1

Sia U un aperto di H dominio di una carta $ = (x)1) di M e A una

sottovarietà di dimensione m = dim H, compatta con bordo inclusa in U. Cal

coliamo l'integrale

f < D e,a>
A

f
i j

a.(e d. +
$(A) J ,

i . lde )1.1
-- a. )dx~ ...
dx)1 1

m
"..dx =

che possiamo scrivere

)1j
- !'

i
dx1~ ... ~dxm+ f

$(A)

d i)1j l m
(a.e a. )dx A'..dX

ax)1 J ,

f i j a a
)1j )1j da j

)dx
1 m

= e (a.d. - a. - n. ~dx +"'" ...
$(A) J' J òx)1 1 òx)1

i )1j dx l /\ mf )1
+ E a.e a. ~ .... dx .... ... ~dx .

ò$(A) J 1)1
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e ha supporto compatto in AO l'ultimo integrale è nullo.

Definiamo un operatore differenziale

'" '" m'"D : 'f (F I» A T M) li< m '"
+ r(E I» AT M)

con la condizione seguente:

. . S d,' F'" ~ AmT'"Mper ogm seZlOne '"

to compa tto si a

e per ogni sezione e di E a suppor-

J <D e . S > = J
M M

'"< e.D S > •

che abbiamo svolto. L'espressione locale di

L'esistenza e unicità di questo operatore è garantita dal calcolo

D'" è data da:

locale

l m
I» dx ....dx ) =

j
ao~j

~j
as. i l m, _L)=(s .d. - Sj - o. e I» dx .....dx .

J ,
ax~

, aX~

Tramite D'" si può infine scrivere in forma intrinseca, la formula di inte-

grazione per parti:

'" > + d(T(D) eJ S) .< D e,S > = < e,D S

1.5. Concludiamo con la definizione e le proprietà della differenziazione ver

ticale.

Sia (E,p,M)

mo con vTE

brato dua l e.

un fibrato di base M (non necessariamente vettoriale) indichi~

il fibrato dei vettori verticali di TE e con v"'TE il suo fi

Introduciamo un'antiderivazione sull 'algebra esterna delle sezioni di '"v TE
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*" v TM *" v TM

i) dE è un'autiderivazione di grado l
1M

ii) (dE f)~ = ~.f per ogni f € ~E) e ogni campo ~ verticale
1M

iii) dE (dE f) = O per ogni f € f(E)
1M 1M

Affinché dE sia ben definita basta far vedere che le l-forme dal tipo
1M

dE f generano l'algebra esterna (localmente)
1M

Sia (x~,qi) una carta adattata di E, ogni campo verticale si può esprim~

i d i
re con ~ = ~ dql' ~ e J(E)

per la i i )
i d dq i

(dE q) dqJ = dqJ =
1M

i
6., cioé le

J
sono la base duale

di ~ e quindi generano (localmente) "lv·TE e di conseguenza l'algebra

esterna.

1.6. Avremo in seguito bisogno della formula che segue.

Sia et una famigl ia ad un parametro di sezioni del fibrato E, definiamo

èo(x) il vettore tangente in eo(x) alla curva

: R ~ E

quindi

t ~ et(x)

eo (x) e v T ( )E.eo x

Se f : E ~ R dalla definizione di d s i ha:
E1M
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<éo(x),(dE f) ° eo(x»
1M

per ogni x eM.

1.7. Sia (E,p,M) un fibrato vettoriale di fibra tipo F (dim F = n).

Indichiamo con J'(E) 10 spazio dei jets dello ordine di sezioni E.

E' noto [2J che esiste una struttura di fibrato affine (J'(E),1T,E) di

J'(E) su E.

Inoltre, indicata con jp la proiezione jp = P0 1T, (J'(E),jp,M) è un fibra

to vettoriale di base M e fibra tipo F x Horn (Rn,F).

Inoltre il rilevamento canonico di una sezione s -+ js

differenziale tra le sezioni di (E,p,M) e le sezioni di

di [2J, corollario 11, pago 12).

2. Problema variazionale e operatore di Eulero-Lagrange.

è un operatore

(J
1

(E),jp,M) (ve-

2.0. Definiamo qui un problema variazionale. L'ambiente naturale per un

simile problema è 10 spazio dei jets di un fibrato. Per tutto ciò che rigua~

da definizioni e proprietà fondamentali degli spazi di jets si veda [2J.

2.1. Definizione.

Si dirà problema variazionale a bordo fisso (P.V.B.F.) il seguente insie

me di dati

i ) un fi bra to (E,p,~l) s.u una varietà M, ori entata tramite la m-forma w

i i ) Una sottovarietà compatta di dimensione massima A, con bordo

i i i ) un'applicazione o aA -+ E tale che p o o = id
aA

e prolungabile

a una sezione s M-+ E

iv) una funzione 1,: J'(E) -+ R dallo spazio dei jets del prim'ordine

di E in R, detta lagrangiana.
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e dalla richiesta

v) trovare una sezione s di E che soddi s fi a slcA = cr e che renda

minimo il funzionale

IA[s] = f (js)'1w
A

rispetto alle sezioni s che soddisfano s IcA = cr

(con js si indica il rilevamento canonico di s ) .

2.2. Condizione necessaria affinché una sezione s realizzi un minimo del

funzionale lA è che:

per ogni famiglia ad un parametro di sezi oni di E tali che

su A e s = s
t

su cA sia

= O

ogni sezione che soddisfa questa condizione si dice un'estremale. Vogliamo

indagare sulle condizioni a cui deve soddisfare una sezione estrema le.

2.3. Sia

zioni in

una famiglia ad un parametro di sezioni che soddisfa alle condi

Chiameremo So l'applicazione da M in vTE che ad

corrispondere il vettore tangente alla curva sulla fibra

nel punto t = O, cioé in s(x).

ogni punto
-l

p (x)

xeM fa

•
So : M + vTE è una sezione su M, in particolare So realizza una sezione

del fibrato immagine reciproca su M di vTE tramite s
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Inoltre la condizione

'"+ S vTE.

su 'dA implica che
.
So = O su 'dA.

D'altra parte se v è un campo di vettori di '"s vTE è possibile costruire.
una famiglia (una classe di famiglie) ad un parametro di sezioni per cui v=so

2.4. Calcoliamo adesso la derivata in 2.2.

d

dt [ d .v. I= - .:. oJs w =
Adt t t=O

= [< ~t j s t I ' (dJE .i ) o j so> w
A t=O 1M

in virtù della 1.6.

e quindi la condizione di estremalità fa intervenire il campo vettoriale

d . Idt J\ '
t=O

che, in analogia a quanto detto nel precendente 2.3., è una se-

zione su M del fibrato vettoriale . '" lJS vMTJ (E), intendendo con vMTJ'(E)

i vettori verticali rispetto alla proiezione jp.

e

2.5. L'ultimo passo

vedere i l l egame tra

per la costruzione

d . Id:t JS t
t=o

dell 'operatore di Eulero-Lagrange è far

D'altra parte i fibrati vettoriali su M

è una sezione di

l '"di J(svTE).

'"s vTE, possiamo rilevarla canonicamente una sezione

l '" . '"J (s vTE) e JS (vMTJ'(E)) sono

canonicamente isomorfi tramite l'applicazione che manda

d . I .(d )d:t JS t + J d:t Stj
t=O t=O
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(la verifica in termini di coordinate locali è un semplice scambio nell 'ordi

ne di derivazione)

quindi possiamo scrivere la condizione di estremalità

Ciò equivale a dire:

una sezi one s è un estrema1e per il funzionale lA se e solo se per ogni

sezione v di
,.,

s vTE a supporto compatto in A si ha

f < jv
A

2.6. L'operatore

dJE ;f o js > w = O
1M

v'" <jv ,dJE t o js > è composto da un operatore diff~

1M

renzia1e (il rilevamento canonico j , vedi 1.7) e un operatore lineare. E'

quindi un operatore differenziale S'[s] a valori reali.

Per quanto è stato detto in 1.4., esiste allora un operatore differenziale

m ,., ,.,,., m ,.,
€[s] : r(A T H) .... r((s vTE) ilb A T E)

tale che
f 7[s] v w = f < v , t[sJw >

A

per ogni sezione v di
,.,

s vTE a suporto compatto in A.

La condizione di estremalità è quindi

f < v,'t[S']w > = O
A

li<
V v e r(s vTE) supp v c A

Per la 1inearità rispetto a v e l'arbitrarietà di v questo equivale a

t[s]w=O.

Siamo così arrivati a una equazione differenziale che caratterizza le sezionl
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estrema l i .

L'operatore ~ prende il nome di operatore di Eulero-Lagrange e l'equa

zione ~[slw = O è la versione intrinseca del classico sistema di equazi~

ni di Lagrange per l 'estremali.

In un sistema di coordinate adattato, supposto l m
w = dx ~ ..•dx avremo

= :~ (js)dJE q~
\l 1M

da cui

'S[sJv = :~ (js)v i +

essendo

ne segue

i a
v = v aqr (s)

(j s)
a i
ax\l v

e infine

i
= v

a.l .
( aql (Js)

a- -
ax\l

aL. l m
-, (Js)) dx ~ ..•dxaq

\l

a.f n jaqr (x ,s • =

3. La forma di Poincarè-Cartan.

3.1. Proposizione: Esiste una for'ma canonica e su J'(E) a valori nel
lOmodulo delle sezioni di TI vTE.

Dimostrazione

Sia v e un vettore dello spazio tangente a J'(E) in j s
x

w = dTI. (v) - d s (djp. v) è un vettore di
J s x J sx x

ovviamente dps(x)(W) = O quindi w è un vettore verticale di
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Resta da far vedere che w non dipende dalla sezione 5 ma solo da j 5:
x

anche questo è evidente poiché se j 5 = j s' <--=> ds = ds'
x x x x

Poniamo w = 0(j s(V)
X

o è quindi una l-forma su J'(E) a valori in
,.

TI vTE.

Scegliendo un sistema di coordinate adottato abbiamo

3.2. 0 permette di caratterizzare i rilevamenti canonici

Proposizione. Sia 5 : U ... J'(E) una sezione di J'(E) su un aperto U c M.

5 = j(TI o 5) se e solo se 0 Ijs (U) = O

La dimostrazione segue immediatamente dall 'espressione locale di 0.

3.3. Sia J'(E) ... R una funzione sui jets.

su e e E è uno spazio affine associato allo spazio vettoriale

è un fibrato affine, cioé ogni fibraRicordiamo che n:J'(E) ... E J' (E \e I

,. "pTMIlìl(vTE),
e e

[2J
-l

n (e) possiamo farne la derivata indotSe res tri ngi amo.i- a una fi bra

ta dalla struttura affine, [3J.

Sia j s e n-l(e), indichiamo con
x

01(j s)
x

questa derivata nel punto J Sx

01 è quindi un'applicazione da J'(E) nel duale del suo fibrato vettoriale

associato.

a
ax\1

(j s)
x

O:f(js)=
x

" ,.O;{ : J'(E) ... p TM Ilìl E(vTE) .

a;t
aq l

~

In coordinate adattate
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Di si chiama trasformata di Legendre indotta da .f

3.4. Si a v e T. J ' (E) pos to w = El ( v) e v T E,
J s ex

possiamo contrarre il vettore w con il tensore

contrazione di dualità di vT E.
e

e = rr(j s} = s(x),
x

D.t (j s) rispetto allax

Otteniamo così un vettore di T M che indichiamo con ;t-v
x

Se Z è un campo vettoriale di J'(E) l'applicazione

j S ,-+ J"Z(j s} è una sezione del fibrato vettoriale (jp)"TM,
x x

che indichiamo con .t'Z.

La sua espressione in coordinate è

t - = al (d i
aq l q

~

i v a
- q dx )

v ax~

3.5. Sia w una m-forma su M. Costruiamo tramite

l
J (E), che chiameremo .t"w, secondo la formula

A

.t. w(ZI"",Zm) = L w(T. (ZI)''''',r(Z.}, ... ,T. (Z )} .
i JP l JP m

una m-forma su

La sua espressione locale è

dove

'P~ aL (d ic;. w=--· q
aql

~

~-l l ""'~ mr. = (-l) dx ~ ... ~dx ~"Adx
~

i v
- q dx) ~n

\i ~

3.6. Definizione. Si dice m-forma di Poincarè-Cartan di un problema variazio

nale la

~ . '"® =1 w + .f(Jp) w

dove J è la Lagrangiana del problema e w l 'orientazione di M.
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3.7. Proposizione. per ogni sezione s di E,(jsl'" ®= (js).;tw

Basta mostrare che
. ~

(js) .;t w = O ;

= t' w(T.s xl,···,T.sX)=
J J m

= [ w (Xl"" ;[ T.s X., ... X )
i J l m

ma ot-Ls X. è la contrazione del tensore Di o js con il vettore
J l

0(T.s X. )(x)
J 1

= 01 d j s(x)X.(x)
. l

J Sx

= O per ogni x e M.

3.8. Come conseguenza della 3.7. si ha che se s M + E è una sezione

IA[sJ = f (js)· ®
A

Quindi una sezione s è estremale se e solo se

per ogni famiglia

d
dt f(js/@=O

A
St tale che So = s su A e s = s su aA.

t

Calcolando la derivata abbiamo

= f
A

d@+

~t(jSt) It=O
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Ricordando quanto detto in 2.5 e per l'arbitrarietà di St si ha:

Proposizione: Una sezione s è estremale se e solo se per ogni sezione

'"v e r(s vTE) si ha [3 J,

i. v d ®I
J js (A)

= O.

3.9. Sia ora u M + J'(E) una sezione. Definiamo un nuovo funzionale:

e andiamo a cercare le sezioni estrema1i di lA tra tutte le sezioni di

J'(E) su A che assumono un determinato valore su aA.

Come abbiamo visto per lA[sJ ' ciò significa

per ogni famiglia di sezioni di

J'(E) su M tale che u = u su A e u = u su aA.
o t

Ripetendo i calcoli di 3.8 abbiamo immediatamente l'equazione a cui deve

soddisfare una sezione critica u.

u è una sezione critica di lA se e solo se per ogni campo jp-vertica1e

~(~ e r(v
M

T J'(E))) si ha

u*(i d ®) = O •
~

3.10. Confrontando i problemi posti in 3.8 e 3.9 è naturale chiedersi quale

sia la differenza tra loro.

In 3.9, u è una generica sezione di J'(E), e non necessariamente un ri

levamento canonico di una sezione di E.

Poniamo la domanda: sotto quali condizioni una soluzione di 3.9 è soluzione

di 3.8?
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Cioè, sotto quali condizioni una soluzione di 3.9 verifica l'equazione

j(nou) = U ?

Teorema [l]: Se la trasformata di Legendre Dr: J'(E) + p"TM GIl E(VTE)"

è un'immersione, allora l'equazione u"(i d@ = O per
~

ogni campo ~ jp-verticale è equivalente alle condizioni

u = j(nou) , i. [n o uJ w = O.

Per sempl icità

diante adattato

Dim. Da quanto si è visto in 3.8, basta far vedere che l'equazione in 3.9

implica, in questo caso, u = j(n o u).

effettuiamo la dimostrazione utilizzando un sistema di coor
i i

(xl',q,q ).
l'

Basta considerare i campi n-verticali che avranno espressione locale

otteremo così

da cui

al ~j
i

i v
U"(i~d® )

au
= -- - u )dx ~lI =

aqj i T\ axv v l'aq
T\ l'

a:t i
i

iau
O= ~ - u ) =

aqj i T\ axl' l'aq
T\ l'

avendo ( xl' i i
posto u = ,u ,u

lJ

dall 'arbitrarietà di ~ segue
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aL
i

iau
O--- u =

aqj i
ax~ ~aq

n ~

ma DI è un immersione quindi det( ) F O

i
iau

cioè=> = U

ax~ ~

u = j(n o u) .
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