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Consideriamo l'operatore differenziale lineare di ordine 2m a coefficienti

(1)

con la seguente ipotesi di ellitticità:

(l)

per ogni vettore (Cl,Cl ) di 2IR tale che ,2 .2
~l + ~l -; O.

Dalla (2) consegue che ao -; O e a2m -; O.

Per Cl -; O, dividendo per C;m e ponendo

diventa :

- w,la condizione (l)

(3)
1m
?~

s - O

lm-s
a w

s
-; O, per ogni w reale.

Questo implica che gli zeri del polinomio a l° membro della (3) soDO

tutti complessi e a due a due coniugati,essendo gli as reali.Se indichiamo

tali zeri con ~ ~ iS
h

(Sh+a),hE l,2, •• ,m,il l° membro della (2) si può scri-

vere

(4)

Per analogia con la (4),l'operatore (l) si può rappresentare nel seguen-

te modo

3 _3<-)... • a.
3x ' 3y

m 3
TI[ ax
h-l
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Se poniamo

(6) Io- o
ilx

,

indicato con ~ l'operatore formalmente aggiunto di Ln ,si ha

(7)
.,.

In = -
o
ox

il
èy

o
ox •

Pertanto si può scrivere

.x'J (
2m

o
o.x '

oppure,per la permutabilità degli Ln e

;$ (-:-0_ a ) =
2m OX ' oy

m
(-l) a.

m

Infine, posto E = 'h=lIL
h

, e osservato che,detto
»

E l'aggiunto formale di E,

si ha
m

. - .5l. puo scr1vere

(8) o; (~o_ o )
oU2m OX' oy

m
= (-1) a o

»
EE

Sia A un dominio di R
2

(insieme aperto) limitato e propriamente regolare. Si

f una funzione dì ~ 2 (A) •

dominio A. tale che 'A. C A. (I)

Sia t{.(A) la classe delle funzioni u appartenenti a H (A) n HZ (A.) pe rm m
•Ogn1

in A )(9)

Consideriamo il seguente problema di valori al contorno :

c7I u.fOVZm

(lO) su ilA, per O ~ Isi ~ m-1.

----------,----,----------------------
(l)

Per le notazioni usate si fa riferimento a [l]
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Tenendo presente il significato dell'operatore ~2m e pensando con­

globata la costante (-l)ma;& nel dato f,il problema (9),(10) si può scrivere

01 )

(12 )

lO
EE u = f

DSu = O

•ln A,

su dA, per O ~ jsl ~ m-l.

2.
Così formulato il problema è di tipo biarmonico generalizzato~ )

Dimostreremo che esistono gli opera·tori T e T" soluzione fondamentale

(2') ,
rispettivamente di .R e E; Ciò assicura l'esistenza e.tunicità della solu-

zione u del problema (11), (12) nella classe U(A) ,per ogni f di :t?~A).

Daremo,inoltre,una costruzione esplicita dell'operatore G di Green ~~~

nostro problema per mezzo ài T,T~ e di un operatore proiezione.,

Procederemo nel seguente modo :

I)-mediante un opportuno cambiamento di variabili, trasformeremo gli ope-

ratori
,.

dati da (6),(7), rispettivamente,negli operatoriLh e Lh
•

( 13) L= a • a
ax -l

ay

lO a •• "(14) L - _l- - ax ay •

dei quali,come è noto,sono operatori soluzioni fondamentali rispettivamente

2~ If :(ç)- d~dn
.. 1

IfA
f(ç)

Tf - e T f= d~dn
2" ç - z ,

A z - ç

dove • • •ç = <. + ln e Z = X + 1Y·

Ciò permette non solo di affermare che gli operatori "Lh e lh hanno solu-

zioni fondamentali,ma anche di darne una forma esplicitai

------------------------------------------------------_._---------

(L )Vedi [2j
(2') cfr.[2]pp. 38-40.
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operatori solu-
'Ii ". llIf ...

T - Tl T2 ... Tm,gli

lirispettivamente soluzione fondamentale di L e L •'*operatori T e T sono

'"II)- successivamente proveremo che,detti Th e Th gli

..
zione fondamentale di ~ e ~,e posto T - TmTm_l, ..T2Tl e

Ciò premesso, considerato l'operatore

(ah ~ O). determiniamo le costanti reali

In-
(h)

Y ••
1J

a
(lX

(i,j - 1,2; h - 1.2 •••.• m)

in modo tale che.mediante la trasformazione

(15)

+ (h)
Y12 Y

•
. a

- l aydiventi

(h) (h)
y = Y21 x + Y22 Y

a
axl'operatore In

si ha :

au
ax

c

au
ay =

Pertanto l'operatore ~,nelle variabili X e y. diventa

a y(h) +
ax 11

a (h)
ay y22 ).

Perchè esso sia uguale a a
aX

dev'essere

,
, y(h)

11
_ (h)

- "hY12
'0 (h)

-"'hY 12 c l

)'(h) "hY(h) . a (h) •- -l hY22 - -l21 22 ,

da • risulta y(h) l (h)
- O

(h) ah (h) l
CU1 • = • Y12

• Y21 = • Yn -• 11 • • ah • ah
•

Pertanto la trasformazione richiesta -e ••
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x = x x = X

(16) da • (17), CUl

Y
ah l -aX+BY= X + y y = •Bh Bh

h h

Per quanto notato precedentemente,per l'operatore d
<IX

• <I
- l 3Y esiste

una soluzione fondamentale data da

(18) l II F(W)2n -'-""-'-_-dVdV ,
n Z - \,

•aove :

Z - X +iY ; W = V +iV ;

li è il trasformato del dominio A mediante le (17);

F(z) - F(X,Y) è la funzione composta mediante la f e le (17).

Tornando ,.t):~ite" le (16) ,alle variabili z = x +iy e ç = ~ +in, si ottie-

ne,per la soluzione fondamentale Thf di Lhu = f, la seguente rappresentazione:

(19) T, f =
n

l
2n

A

f (ç) <I (V I V)
d(~,n)

Id~dn =

A

---.-----=f-'-(ç?-')'---------d~dn .

( l-i :: lx - ~h Y - (l-i :: 1~ +

Procedendo in modo analogo si ha :

·---dl;dn

l+i

f(ç)

A

(20)

La (19)e la (20) forniscono la forma esplicita degli operatori
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soluzione fondamentale di ~ e L~ .

Per dimostrare la ll~parte osserviamo che.essendo Th operatore soluzio-

ne fondamentale di ~,si ha

per h - 1.Z, .....••m

= ••••••••

dove I é l'operatore identico.

Pertanto,applicando ID volte la proprietà associativa, risulta

(LILZ·····Lm_lLm)(TmTm_I·······TZTI)f =(LI···Lm_1] (LmTm) (Tm-I····Tl)f =

= Ll rL2T21T l f = LITlf= f .
l J

Resta così provato che T = TmTm-l ...•T2TI è operatore soluzione fon-

damentale diE= LIL2 .... Lm_lLm .

.... 1f~ "fj(
Analogamente T = TmTm_I .... T2TI è operatore soluzione fondamentale

d i i' ~. "Y:
= LILZ····Lm_ILm .

Per determinare la forma esplicita di T e T*,poniamo

(21 ) "J,(z,ç) =
l
•- 'Y - (a - ia ) ~ +h h

•

(22)

per h = 1,2, ... m .

Allora le (19) e (20) prendono la seguente forna :

(Z3 )

(24)

Thf = JJ~ (z,ç)f(ç)~ ~ ,
·A

<f =ft ~(Z,ç)f(ç)d~dn .

Si ha pertanto
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dove si è posto

Analogamente si ha :

dove si è posto

(25)

. -,81 avra

.
dove si è posto

, h ~ 1,2, ,m-l.

Analogamente si ha
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. ,
s> e posto(27) T'f - fJ:(m)w(Z,ç)f(ç)dtdn,dove

(28) K(m)ì'f(Z,ç)·ff~tldnlff~t2dn2···ff~tm_2dnm_2ff::(Z,çl)".K;(çm-l,ç)dtm-ldnm-l'

Tornando al nostro problema (11),(12), in virtù dei risultati di [2J esiste

una ed una soluzione u appartenente allo spazio ll(A).Essa è data da

(29 ) u - Cf ,

dove

(30) " *'C - TT -TPT

essendo P il proiettore ortogonale di ;Z 2(A) sul sottospazio 'l(A) di. ;;}(A)

cos ti tui to dalle funzioni di C w(A) soluzioni' della equazione omogenea

(31) Eol'u-OinA.

TEOREMI DI COMPLETEZZA PER LO SPAZIO 'l(A),

Facciamo vedere che, fissato un opportuno dominio B ~ A, comunque si scelga

lO
H (A) soluzione di E w - O

,
A

,
scelga O, esistew f- ln e c.omunque Sl f. >

m

.. ! Iw-uiI A <
( 3)

u f' Hm(B), soluzione di E u O
,

B, tale che• ln f. •

(3) Ora e nel seguito la norma ed il prodotto scalare indicati sono quelli

usuali dello spazio ~2(A).


