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Consideriamo 1'operatore differenziale lineare di ordime 2m 3 coefficienti

reali e costanti

2m 2m
(1) ;,9 = E a g y 3 € iR, s = 0,1,....,2m,
Yy

2m

2m-s ,8
(2) E asil .52 # 0

s = 0

.2 2
per ogni vettore (El,ﬁz) di R” tale che El + &, $# 0.

Dalla (2) consegue che ao # 0 e a, # 0.

&
Per £2 # 0, dividendo per E%m.e ponendo ﬁl = w,la condizione (2)
2
diventa :
-igL— 2m—S§
/ ' le.
(3) £ a_w $# 0, per ogni w reale

Questo implica che gli zeri del polinomio a I° membro della (3) sono
tutti complessi e a due a due coniugati,essendo gli 2 reali.Se indichiamo

tali zeri com & * ig, (B #0),h=1,2,..,m,il I° membro della (2) si pud scri-

vere

m
(4) ao || [6,-(a,+ iB,)&,] [£-(a - iB)E,].
h=1

Per analogia con la (4),1'operatore (1) si pudé rappresentare nel seguemn—

te modo

a
0x

(5) ( J[ - (a,-i8,) ay] :

2m



Se poniamo

: 3
(6) “n = x Tentn) oy

indicato con L; 1'operatore formalmente aggiunto di Lh ,81 ha

o a8 )t = T (n -iB. )=t
(7) Lh - 3% (uh lBh) 3y L3x (ah lﬁh) 3y

Pertanto si1 pud scrivere

%5 (== Sy = (-1)% im1 L L”
Bx * 3y . h'h °?
h=1
oppure,per la permutabilitid degli Lh e L:,
’ m m
Jé; 3 9 m —_— %
| (=—,==) = (1) a. | | L.« | | L
2m° 9xX 3Y hal h hal h .
= %
Infine, posto E = Ih=lth’ e osservato che,detto E 1'aggiunto formale di E,
e = 5 = %
1 h = L = L
S1 a E ( |h=l l h) {'h=1| 'hf
si1 pud scrivere
3 3
( o
(8) ngm 1% ° 3}? ) ( 1) do EE
2

Sia A un dominio di R (insieme aperto) limitato e propriamente regolare. Si
f una funzione di gz(A)

Sia lJﬁA) la classe delle funzioni u appartenenti a Hm(ﬁ)riﬂzm(ﬂg) per ogni

— 1
dominio A, tale che 4, CA. )

Consideriamo il seguente problema di valori al contorpo :

(9) £;Z;m u=£f 1in A |
(10) | D°u = 0 su YA, per O < |s| < m-l.
(4

. . 4 . . e
Per le notazioni usate si fa riferimento a LIJ
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Tenendo presente il significato dell'operatore éé

-4

giobata la costante (“l)mau nel dato f,11 problema (9),(10) si pud scrivere

e pensando con-
2m P

E
(11) EE u = £ in A,
(12) D0 = O su 94, per O < (s] g m1.

2
Cosi formulato i1l problema € di tipo biarmonico generalizzatﬂg )

Dimostreremo che esistono gll operatori T e " soluzione fondamentale

21 :

( )l'esistenza edunicitd della solu-
] 2

zione u del problema (11),(12) nella classe ?X(A),per ogni £ dicéf’(A).

] 0 - * oy 'l
rispettivamente di E e E. Ci0 assicura

Daremo, inoltre una costruzione esplicita dell'operatore G di Green .o:
. x . ..
nestro problema per mezzo di T,T e di un operatore prolezione.

Procederemo nel seguente modo

I)-mediante un opportuno cambiamento di variabili,trasformeremo gli ope-

ratori Lh e L: dati da (6),(7), rispettivamente ,negli operatori
3 ., 3
L= —
= 3 .3
L =~ -1
(14) IxX oy °

del quali,come € noto,sono operatori soluzioni fondamentali rispettivamente

T = 2’; JJ _f(g)_“ dgdﬂ e Tﬁf“‘" "'2""{',1'1_7_ [f - f(Ci - dfan ¢
Az =T A

dove = £ + in e z = X + 1y,
Cio permette non solo di affermare che gli operatori Lh 2 Li hanno solu-

zioni fondamentali,ma anche di darne una forma esplicita;

__-——-—-——'-I‘-Fﬁ-----“-ﬂ-ﬁ-“-l___-h-“—-n_-—-l.-.u—.—__“_.---.“._._.__—._n-m-m“ [ B R TR TR B LR PRI Ry S e ——

(4)

Vedi [2]
(2") cfr.[Z]pp. 38-40.
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I11)- successivamente proveremo che,detti T, e Th gli operatori solu-

h
lone £ 3 ” T = T T TT. e T=TT . T gli
zione fondamentale di Lh e Lh,e posto nlpoqt e inTy © 159 - T »8l2
operatori T e T sono rispettivamente soluzione fondamentale di L e L.
- . : o3 SN
C10 premesso,considerato 1 operatore Lh 5 x n¥1i8y 2y

(h)

(Bh # 0), determiniamo le costanti reali v.00 (4, = 1,25 bh=1,2,...,m

in modo tale che,mediante la trasformazione

M2

(15)
_ _(n ) (h)
1“' = Yo Xt YoV

. 3 . a
1'operatore Lh diventi 5% T 5y

Si ha :
dou _ _ du (h) (h)
X X 11 BY 21
Ju _ _0u_ Ju (h) (h)
dy X 12 BY 22

Pertanto 1l'operatore L, ,nelle variabili X e Y, diventa

3 _(h) g (h) 3 (h) | 3 (h)

X Y TR Yo T @y B vy )
Perché esso sia uguale a gx -1 Y dev'essere
rd
cy(h) o (h) . (h) _
11 ~%nli2 "By <1
(h) (h) _. (h)

\ Yo1 7 %Y22 TERRYpy = 71

- - () L) (0) _ b () 1
da cui risulta : Y10 =15 vy, =0 \E3 B, Y22 By

Pertanto la trasformazione richiesta & -



X =X Xx = X
(16) . , da cuil (17)
Y = Bh X ; y g = -ahX * E’hY :
h h \ )
: ' 0 ., 0 .
Per quanto notato precedentemente,per 1 operatore =% T ITEy esiste

una soluzione fondamentale data da

(18) L (J F (W) dUudv,
r)) 7o
ﬂ A
dove :
Z = X +#1Y : W = U +1V

(i & 11 trasformato del dominio A mediante le (17) ;
F(z) = F(X,Y) & la funzione composta mediante la f e 1le (17).

Tornando ,tramite. le (16) ,alle variabili z = x +iy e ¢ = ¢ +in, si ottie~-

ne,per la soluzione fondamentale Thf di Lhu = f, la seguente rappresentazione:

1] _ f(T) A(U,V) V) _
(19) T £ = —= o - : A= LA G | d&.dn
J% X =1 BF X -i~%—— - £ +i 3 E + 1 2
h h h h
o1 | £C8)
" T [ o : @ ke
/ =1 ]x el {1-1 _ }E + e
A Bh Sh Bh Bh
Procedendo in modo analogzo si ha
; [ .
f oy N i - £(zg) _
(20 Thf Z“Sh ( - uh : ﬂh didn
A\ [ 1+i~§"“}5+ g ”[ 1+i-§_—]x “iﬂgm*
\ h h h h

La (19)e la (20) forniscono la forma esplicita degli operatori



o

. : ¥*
soluzione fondamentale di Lh e L, .
h
Per dimostrare la I1"parte osserviamo che,essendo Th operatore soluzio-

ne fondamentale di Lh,si ha
LhTh = I per hh = 1,2, ...... , I
dove I & 1'operatore identico.

Pertanto,applicando m volte la proprieta associativa,risulta

f | )
| T s ‘e ca e s
kLILZ...”Lm_le}[Tm'rm_l.. ..... 2T1]f {Ll, Lm_IJ[Lme][Tm_l Tl]f
= seeerane B Ll[LZTZ}TIf = L1T1f= £ .

Resta cosl provato ¢he T =T T ....1,T, & oOperatore soluzione fon-

m m—1 271
B =11
damentale di Ll 2""Lm—1Lm :
e y Y, ¥ ¥ o .
Analogamente T = Tmim—l""TZTl ¢ operatore soluzione fondamentale
A— ¥ ¥ 5 K
B =

di LILZ....Lm_le :

Per determinare la forma esplicita di T e T¥;paniamﬂ

1

I Byl L S —

2W((Bh*iah)x -1y = (By - la)E ¥ inI—

(21) Kh(z,a)

'.)f'
(22) 'Kh(z,g) { ! -}
Z“i(sh + iuh)ﬁ + in - (Bh + iuh)x - i?T

F

(

per h = 1,2,,..m .

Allora le (19) e (20) prendono la seguente forma

o (f.
(23) Thr =jfﬂj_:(zg)f(r;)@dn ;
A
Vi ¥
(24) T £ =” K, (z,2)£(g)dEdn
n Ji& h

S1 ha pertanto
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T,T,f = fZJLéKI{z,g)f(;Jdadn = ij‘(? () dE dn1JI (0, E)E@E)dEdn =
[ | [f (. (23 |
= || £(z)dEdn JKQ(Z,,L:]L)K1 (€ ,,2)dE dn, = J (2,5 )£z )dkdn,
7/ A JJp “ ] A

dove si1 & posto
K(E)(z ;) = ( Ko(z,54 K, (@, ,0)de dn, 55, =&, + in, .
* J),2 1°°1° I T 'l

Analogamente si ha :

T T T f = TBJJK

fJecon]
J f(c)dﬁdnJ

(2)

(2,0)£(2)dEdn ” *S(E,r;l)dctldnlﬂzm(z:l,e;)f(;Jdgdn

Ky(e,ty kP (@ 0)de dn, =

i

JK (E,§ )dg dHIJJKz(gl:Ez)Kl(Czjg)dgzdnz
A A

, (
= f[f(c)dsdnjjda1dn1IJK3(z,c1)K2(;1,CZ)KI(az,c)dazdnz = jJK(E)(z,c)f(c)didn,
A A A A

dove si € posto

K(B)(z,;) - JJdﬁldnleKB(z,Cl)Kz(cl,cz)Kl(Ez,c)dﬁzdnz cen &, =, * in2 :

A A
In generale,per T = Tme—l ..... Tle ,51 avra
(25) Tf = JJK(E)(Z,a)f(c>dsdn ,
A

dove si & posto

& d“:z”“dgm i ?H,K (z,f’; ). .(t; 5 ) dg dn

w1

(m) _ ” “
(26) K (Z:C) - dﬁ
1)

con g, = Eh + inh . h=1,2,...,m~1.

Analogamente si ha

m—Li m-1



- (
(27) T*f = JJK(m)H(Z,C)f(ﬁ)dgdn,dﬂve s1 & posto
A

(m ) ~ J* ¢ .
(28) K (z,:)-J[ﬁ&ldnljjiazdnz*.,!{iﬁmmzdnmmzjjim(z,gl)...Kliﬁm_l,a)dqm“ldnm_l.

Tornando al nostro problema (11),(12), in virtld dei risultati di {Zj esiste

una ed una soluzione u appartenente allo spazio IL(A)iEssa & data da

(29) u = Gf ,
dove
(30) G =TT  -TPT"

: : . 2 . . (2
essendo P 11 proiettore ortogonale di c;i (A) sul sottospazio fQ(A) di éé,th}

W . . . -
costituito dalle funzioni di € (A) soluzioni della equazione omogenea

(31) E¥u = 0 in A .

TEOREMI DI COMPLETEZZA PER LO SPAZIO (a).

Facciamo vedere che, fissato un opportuno dominio B 2 A  comunque si scelga

- L * w L L
W € Hm(A) soluzione di Ew =0 1in A e comunque si scelga £ > 0, esiste

(3)

- s
u € Hm(E), soluzione di E u

it

0 in B, tale che Hw--u”A < g,

(¥) Ora e nel seguito la norma ed il prodotto scaiare indicati souno quelli

2
usuali dello spazio ;{ (A).



