(1) EEu= £
(2> D=0  su 24 per 0< [s| <ml

dove E & un particolare operatore ellittico di ordinem > 1 e E & 1'opera-
tore formalmente aggiunto di E.

Di tali operatori & possibile costruire gli operatori soluzioni fondamen-
tali,Cid permette di dimostrare l'esistenza e 1l'unicitd della soluziome del
problema (1),(2) in una opportuna classe 11(A) per ogni fgazgz(A).

I1 fatto piil saliente & che dell'operatore di Greem del problema (1),(2)
si d3 la forma esplicita.

Cid permette di studiare il problema di autovalori relativo ad (1),(2)

usando (oltre che il metodo di Rayleigh-Ritz) quello degli invarianti orto—

gonali,
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Consideriamo 1'operatore differenziale lineare di ordime 2m 5 coefficienti

reali e costanti

ase.IR, s =0,1,....,2m,

con la seguente ipotesi di ellitticita:

2m 2m~s ,8
(2) E as£1 .52 # 0
s =0

per ogni vettore (El,iz) di IR; tale che Ei +

Dalla (2) consegue che a. ¥ 0 e a5 # 0.

Per £z # 0, dividendo per Egm e ponendo = w,la condizione (2)

2
diventa :

2m )
(3) : aw™s

# 0, per ogni w reale.
s =0

Questo implica che gli zeri del polinomio a I° membro della (3) sonmo
tutti complessi e a due a due coniugati,essendo gli a3, reali.Se indichiamo
tali zeri com a, * iBh(Eﬁ¥ﬂ),h*1,2,--,m,i1 I° membro della (2) si pud scri-

vere

(4) TI'[E ~(o,+ iB,)E,] [£,~(a - iB,)E,].
h=1

Per analogia con la (4),l'operatore (1) si pud rappresentare nel seguen-

te modo

(3) ome( 5% a Sy ) T2 TT - (“h"ish) 515 - (aymisy 3y 2R



Se poniamo

3 o3
(6) Lp = % ~leptiBp)55 s

indicato con L; 1'operatore formalmente aggiunto di Lh ,81 ha

* .3 B Yt = T (e —ip YO
(7) Lh - 23X * (ah 1”Bh) oy L3x (ah J"B'h) ay]

Pertanto si pud scrivere

C

m
3 3 m *
o r— Sttt = —
Zm( ax * 3y ) (=1)"a. ﬁa! Lth :

»*

oppure,per la permutabilit3d degli Lh e Lh’

2m

X * - -
Infine, posto E = [ IL » € osservato che,detto E 1'aggiunto formale di E,

h=1

¥
siha E = (|

si pud scrivere

] 3 m *
{ -l = =10
(8) Ome 7% 3y Y = (~1) a, EE

e e o2 - . :
Sia A un dominio di R (insieme aperto) limitato e propriamente regolare. Si
f una funzione di % 2ea).

Sia q/(A) la classe delle funzioni u appartenenti a Hm(A)r?H2m(A°) per ogni

)

dominio A, tale che Ao CA.

Consideriamo il seguente problema di valori al contorngo :

9 2

2mu=f in A

(10) p°u = 0 su YA, per 0 < |s| ¢ m-1.

()

i s e

. . ‘ . . [
Per le notazioni usate si fa riferimento a (1]
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Tenendo presente il significato dell'operatore éﬁ e pensando con-

2m

globata la costante (*I)ma:i nel dato £,il problema (9),(10) si pud scrivere

{(11) EE u = £ in A,
(12) p°u =0 su  dA er 0 < |s| g m1.
) P 13]

@)

Cosi formulato il problema & di tipo biarmonico generalizzato.

. . . . . ® .
Dimostreremo che esistono gll operatori T e T  soluzione fondamentale
. : . s . (ZH., . L
rispettivamente di E e E, Ci0 assicura 1'esistenza edunicitd della solu-
: 2

zione u del problema (11),(12) nella classe ?X{A),per ogni f dicéf,(A).

Daremo, inoltre una costruzione esplicita dell'operatore G di Green lei

L. x . N

nostro problema per mezzo di T,T e di un operatore proiezione.

Procederemo nel seguente modo :

I)-mediante un opportuno cambiamento di variabili,trasformeremo gli ope-

. *x . . . . .
ratori Lh e Lh dati da (6),(7), rispettivamente,negli operatori

L}

3 3
L= e =] e————
(13) ax : 3y
* 3 3
L = - -1
(14) X oy

dei quali,come & noto,sono operatori soluzioni fondamentali rispettivamente

{ ” £(g) % 4 ” £(z)
Tf = ——2i— dfdn e T f= - dgdn
2n Az -1 2 A T z

»

dove [ =E + 1in e z = X + 1y,

#*
e L. hanno solu-

Cid permette non solo di affermare che gli operatori Lh n

zioni fondamentali,ma anche di darne una forma esplicita;

———

(¢)

Vedi [2]
(2') cfr.[2]pp. 38-40.



iy
. . * . .
II)~ successivamente proveremo che,detti Th e 'I‘h gli operator1 solu-

. . * 3# .
zione fondamentale di L, e Lh,e posto T Tme-l"'TZTI e T Tsz T ,gll

h
operatori T e T* sono rispettivamente soluzione fondamentale di L e L,
. n . ' 3 . 3
T eommiiemes . [N
Cid premesso,considerato 1'operatore Lh 5x Gzh 1sh} 5y

(Bh # 0), determiniamo le costanti reali Y(J) (i, = 1,2 ; h=1,2,...,m)

in modo tale che,mediante la trasformazione

P N NSNCON

Y11 127
(15)
ly
d

3 .
1'operatore L, diventi -z - iy

(h) (h)
Yo1 ¥ T Yo' ¥

Si ha :
ou Ju (h) du _(h)
o 5% Y11 YR 21
du _ _Ou Y(h) . (h)
3y X 12 aY 22

Pertanto 1l'operatore L, .nelle variabili X e Y, diventa

3 (h) ¢ () 3 () , 3 _(h)

X Y TR Yo T ey MBSy Y )
Perché esso sia uguale a :x -1 ¥ dev'essere
/
“y(h) __ () . (h) _
11 T %pry2 By <1
('n) (h) .o () _ _.
T %Yy  tiBiYy, Lo
o oL (h) M) _ . . %h o) 1
da cui risulta : Yll = 1 3 ?12 = 0 Yoy Bh 3 PN ~§;~,

Pertanto la trasformazione richiesta & -



(16) , da cui (17)

. 9 .
= 1 esiste
Y

9
Per quanto notato precedentemente,per l'operatore 3%

una soluzione fondamentale data da

(18) L (J FW)__gpav,
2v)) 7 - §
Q 3
dove
Z =X +#1Y ; W =0 +1V ;

i & il trasformato del dominio A mediante le (17) ;

F(z) = F(X,Y) & la funzione composta mediante la f e 1le (17).
Tornando ,tramite. le (16) ,alle variabili z = x +iy e § = £ +in, si ottie-

ne,per la soluzione fondamentale Thf di Lhu = f, la seguente rappresentazione:

_ 1 £(2) o (U, _
(19) T, f =3 JJ % 3 ; | 5tgmy ! dedn
y X CigE i - E it i
h h h h
£

= ZiBh Jf [ o i (&) o . d&dn,

1-1 }x -y = {1—1 }E + =)

A B, B, By B,

Procedendo in modo analogo si ha :

(20) T;f = zis }f - o £(0) - dEdn
" A L1 ; }a+ = ~[ 1+i—§§—Jx ~i~g—
\ h h h h

La {19)e la (20) forniscono la forma esplicita degli operatori



e

. . ¥*
soluzione fondamentale di Lh e Lb .

Per dimostrare la II"parte osserviamo che,essendo Th operatore soluzio~

ne fondamentale di Lh,si ha

LhTh =1 per hh = 1,2.......,m
dove 1 & 1l'operatore identico.

Pertanto,applicando m volte la proprietd associativa,risulta

{ 3
i T = cee cees =
kLle...”Lm_leI[Tm"fm_l.. ..... ?_Tl] [Ll Lm__lJ [Lme} [Tmul Tl}f
T sieeiens = Ll(LzTZ}Tlf - L1T1f= £ .

Resta cosi provato che T =TT .....T,T. & operatore soluzione fon—

mom-1 271
1 B o= 1
damentale di Ll“Z""Lm—le .
* H F ¥ o .
Analogamente T = Tmim_l....Tle ¢ operatore soluzione fondamentale
. o ¥ ¥ e K
E =

di LlLE""Lm~le .

Per determinare la forma esplicita di T e T ,poniamo

1
Zv((BhHiah)x - iy - (Bh - iah)ﬁ + in]

(21) K, (2,8)

1

£
(22) K (2,0) = —

f
2“\(Bh + iah)i + in - (Bh + iah)x - iv}

per h = 1,2,,..n .

Allora le (19) e (20) prendono la seguente forma :

. (.
(23) Thr =J1Jmh(z,g)f(g)@dn ,
A
e ¥
(24) e <[ 2,080 dkan
h JJA h

Si ha pertanto
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: e : . ;
Tlef = F'?j[ Kl(z,%)f@)dgdﬂ - ijz(z’[\;l)a’ildnljj 1 ?1&!“}f{§id£dj? -

|

J

( [(2)
Jf(c)dédnhKz(z,ql)Kl(cl,;)dgldnl = JJA

A A

]

(7;§)F ’;Jd'&;dns
dove si & posto

+ in., .
1 1

N
K(“)(z,c) = jf:z(z,cl)Kl(cl,c)daldnl 6y = €

Analogamente si ha :

TT,T £ = TBJJ k%) (2, 0)e()dEdn =J{h (z,,l)dildnlij(z)

f[f(c)dgdn[

= f(C)dEdnJ

(cl,c)f(;JdEdn =

§3(z N4 )K (cl,c)daldn1 =

JK (z,5,)dg d“1JJK2(51*Cz)K1(Cz’¢)dgzd“2 =
A A

i

( -
= If(;)dsdnj[dg1dn1JJK3(z,¢1)K2(c1,cz)Kl(az.c)dazdnz
A

r
j[ k) (2,2) () dean,
A\ A

dove si & posto

kP (z,0) = dealdnlJJK3<z,cl)Kz(cl,;Q)Kl(az,c)dazdnz con L, =£, + in,

A A
In generale,per T = Tme—l ..... Tle ,51 avra
(25) 15 = fo(m’<z,a3f(c>dsdn :
A

dove si & posto

(m) ; (4 :
(26) K (z,z) = Hzildnl J dg,dn, .. ”A L 9H§m(z L) R g ye8 2dEdn

con g = gh + inh y h=12,,..,m1.

Analogamente si ha

ol o=l



‘ {
(27) ™ = JJK(m)*(z,c)f(;)dgdn,dove si & posto
A

(m)o#¢ N * * SR
(28) K (z,c)—JJﬁildnljjigzdnz...!{i&mwzdnmmzjjim(z,cl)...Kl(im_l.s)dém“ldnm_l.

Tornando al nostro problema (11),(12), in virtid dei risultati di t%}esiste

una ed una soluzione u appartenente allo spazic 1(a).Essa & data da

{(29) u = Gf ,
dove
(30) G=1T11" -TPT®

, . , 2 ) .2,
essendo P il proiettore ortogonale di =;f (A) sul sottospazio Q(A) di éﬁ,(A)

w . . : .
costituito dalle funzioni di € (A) soluziohi della equazione omogenea

(31) E¥u = 0 in A .

TEOREMI DI COMPLETEZZA PER LO SPAZIO Q(A).

Facciamo vedere che, fissato un opportuno dominio B 3 A comunque si scelga

. * - * .
W € Hm(A) soluzione di Ew =0 in A e comunque si scelga ¢ > 0, esiste

% (3}

u € HQ(B), soluzione di E u

i

0 in B, tale che §|w—u]|A < g,

(%) Ora e nel seguito la norma ed il prodotto scalare indicati sono quelli

2
usuali dello spazio ;{ (a).



A tale scopo premettiamo alcuni lemmi.

LEMMA 1

. R * 3 . 9
Sia u & hz(n> e L = -(gz— + lay

).

Sussiste la seguente implicazione :

W = X = ol = - ol
s Oe Luf,, = 0] => [DUISA = OJ .

Dimostrazione,

* Eul auz 3u1 auz
, =u_ +i 1il,si ha L-u=- il g -
Posto u=u, +iu (u, e u) realifsi ha Lou== = i By ' ey
8“1 3“2 _ Suz aul
= - + - i + o),
ax 3y RS ay
Pertanto dev'essere :
( i au1 . 8u2 e
g% 3y
(1) \ su JA.

Bu1 8u2
+ =0
3y X

D'altra parte,da wu.+ iu, = 0 su dA,consegue

1
My oax M1 day 0
3x ds 3y  ds
(i1) su 3A.
M2oax , "2 9y
sx  ds 3y ds

Le (i),(ii) costituiscono un sistema omogeneo di quattro equazioni

aul au1 Bu2 auz

ax T 9y 7 3x ' dy

dx 2 d 2
( o )T+ (-Eg_) # 0.

nelle incognite

,il cui determinante &
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3.{11 3u1 ' an a.uz
Pertanto 1'unica soluzione di (i),(ii) & i ~ e 5

Osserviamo che,in virti delle (17) che trasformano un qualsiasi opera-
tore L,:: (h=1,2,...,m) del nostro problema in L¥,il lemma continua a sussiste-

- - . ” . . =
Te se s1 sostituisce a L uno qualunque degli operatori Lh

LEMMA 11

Siano dati

® : ] 1 1 ¥ 1 1
1) 1,1 gli operatori (13),(14) e siaK(z,D)=7 —* 35K (z0)= 3=

2) un dominio B di 1R2 tale che : i) B2 & ; ii) Yzoe CE ,Jz;tﬁ ,tale
che z e z, siano estremi di una poligonale tutta contenuta inex ;
Hwedlm . |

Sussiste la seguente implicazione :
weﬂl(A) , tale che :

((w,u)A-—' 0 ,Vu e CY(B) | u=0in B):@-
LY = win A e w[aA =0

Dimostrazione,
. - . *
Per ogni z € EB poniamo u(Z) = K (z,%).
Risulta : Lzu'= 0 in B . Infatti

u(z) = K'(2,8) = - —— L log|z=¢]

da cu1i
Py = - e L 1o |z=¢| == L logiz=¢| = 0
L, 5 Cglgio8 7w 2 O8 '

Per ipotesi si ha

2 w{z)( K*(z,7)d&dn = O ossia ” K(z,g)w(g)dédn = 0.
JJA J)A

Tale uguaglianza & vera per la 2) ii), per ogni z& CA

Posto ¢(z) = JJ RK(z,g)w(g)dédn e ¢(z) = ff log|z~%|w(g)dEdn,
A

A
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e osservato che K(z,z) = = m%?m Lzlog]z—cf yrisulta ¢(z) = - _%;_m,L;¢(z).

Ewpoiché $(z) appartiene ad HZ{B¥ (¢fr. [BJ ), la fun-

szs——-—-—-—l LL‘¢=--——61 pb =W

zione V(z) appartiene ad H,(B). Inoltre T o

(formula di Poisson). Infine ¥ ,come funziome di H}(B),attraversa con

continuitd %A(gecondo le funzioni di Hl). Quindi 0.

Yioa =
I1 lemma & cosi dimostrato.
In virtd delle (16) e (17),tale lemma confinua a sussistere se si so-
stituisce L' con 1l'operatore L o con uno degli operatori L; o L.

Dimostriamc ora il seguente

TEOREMA I

Siano L? e L; due degli operatori del nostro problema.

] - 2 . * )
sia we € AN B°(A) tale che LLw=0 in A,

Sia B un dominio soddisfacente la 2) del lemma precedente.

Sussiste la seguente implicazione

1

((w,u)A= 0 \?/u ¢ ¢”’(B) tale che L.Llu = 0 in B]:“r(w = 0 in A

{ 172
Dimostrazione.

®
Sia he Cm(B) e tale che Lzh = 0 in B. Per l'ipotesi ammessa sara

(w,h)A = 0, Per il lemma I esisterd oe‘Hl(A) tale che L,o =w in A, 0;3A=0.
2 |

Sara,allora, sempre per l'ipotesi ammessa,

il
o

(%) (120 ’U)A

P
dove u soddisfa le condizioni dell’enunciato. Dalla (&) segue (O,L2u3A= 0

e, ponendo
() v = L, u )
si trae

() (G,V)A =0 .
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*
La (%#%%) sussiste per ogni vVE Cw(B), tale che le =0 in B.

Infatti, data una tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni

dell'enunciato, tale che sussista la (®%), Esisterd, allora, pe HI(A) tale

che L p=0 in A, 0.

1 ®loa =

Pertanto si avrd w = Lzo = LZLlp. Inoltre, essendo o € Hl(A),si'avra.peHz(A).Riésce

i \‘ * * * - -
quindis QIBA= 0, Llp|3A= 0, L2L1 LZLID =0 1n A, cioé

Azp =0 in A, pein(A)f\H&(Ao) per ogni A, tale che Ro C A,

Ne viene (cfr.[?],p. 39) p

0 in A e, quindi, w =0

LEMMA IIL

Sia u ¢ Hn+1(A) conn > 1

Sussiste la seguente implicazione :

& “laA =0 e DSL*U‘QA = 0,Osis]5n—1]:'7’>[Dsul3A =0, 0% |s] g n]

~

Dimostrazione per induzione,
I1 lemma & vero pern = 1 (lemma I)

Facciamo vedere che,se é vera l'implicazione (ipotesi induttiva)
(4], = 0e D°L I, =0, 0¢ |sl¢n-2/=/D%]_, =0, 0 ¢|s|s n-1
laa T 0 € Ulga & Y ¥ S iSIT 07 /=20 Ulaa » U SIS R

allora & anche vero che

s ¥ s
[u|aA =0e DL u}aA = 0, Os!s:gn—l}IQ[D u[aA =0, 0 ¢{s|g n}
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E' evidente che :

s
, j) u],,=0eDLu|l_ ,=0, 0<|s| ¢n-2
ul =0 e DSL”'ul - 0, dA dA ? 1
per 0 < |s| g n-1 iy P | .
> 3i) P a-1oh | 0, 0¢ hg n-1
X 3y JA

Dalla j),per 1'ipotesi induttiva,consegue che Dsu|aA= 0, 0¢ |s] < n-1,

D'altra parte la jj),scambiando 1l'ordine di derivazione,diviene :

o -
an 1L u ) L\#an lu -0
h, n-1-h

3X 3y axhayn-lﬂh

su 9A, 0<h<n-l.

In virtd dell'ipotesi induttiva,si ha

n-1

d u _ _
S 0 su %A per 0 < h < n-l.
0X 3y
n-1
Posto u(n L, - , risulta u(n 1’hx£ H,(A), e quindi
h, n-1-h 2 ’
9X 3y
per il lemma I, si ha Du(n-’]”h)=l O su 3A, ossia :
(0) 0 a“‘lu - 5"u 0
- 3x‘na n-1-h axh+13 n-1-h
y y su 3A, per O <h ¢ n-1.
-1
(o0) 3 Bn = = anu =0
ay axhayn-luh axhaynwh
Bnu
Le (o), (o0o) si possono scrivere ————| = 0, per 0 < h ¢ n.
h_ n=h > >
29X 3y oA

I1 lemma & cosl dimostrato.
' .. - . . c o * *
L 'implicazione € ancora valida se si sostituisce L con Lh ;

in virtd delle (16).
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LEMMA 1V

Siano:
- .
1) A un dominio limitato di IR propriamente regolare;

2) B un dominio soddisfacente la 2) del lemma II;

3) weLla).

Sussiste la seguente implicazione :

J 0 ¢ Hp(A) tale che :

W X - . 0 = . S =
((W’U)A- OIklu &€ C (B) tale che E u =0 in B]__) Eo=win A e D o|aA 0

per 0 < |s| <m -1

Dimostrazione.

07 (m)

-
Per ogni z ¢ {"B, poniamo u(z) = K (z,z) =

( (% *
JJBdaldnl IBdﬁzdnz....)[}gﬁm_zdnm_z L&m (2,800 K (B 1,8)dEdn .

Risulta u(z) & C“(B). Pertanto,per ~. ipotesi si ha :

JJ w(c}('Kiﬁﬂzz,a) Lédn = 0 , ossia IIA.K(HD(z,C)w(C)dEdn =0,

A A

Quest'ultima uguaglianza sussiste anche per ogni 2z & A
g P g

Pertanto, posto o(z) = J[K(nﬂ(z,c)w(c)dﬁdn , risulta :
. A -
9 € H(B) ; Eo = win A Dso[3A= 0 per O < |s| sm=1 (poichd o e le

sue derivate,fino a quelle di ordine m~1l,attraversano con continuiti 3A

nel senso delle funzioni di 'Hm)‘
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TEOREMA I1

. . . . . w ;&?
Sia m> 2 . AeB soddisfino le ipotesi del lemma IV e sia weC (AN (A)

tale che:
* -
1) Ew=0 in A.
Sussiste la seguente implicazione:

* : .
(w,u)A =0, Y¥ue Cw(B) tale che Eu =0 in B vw= 0 in A

Dimostrazione.

X % %
Sia he Cw(B) tale che L2 L3...Lmﬁ = Q0 in B. Per l'ipotesi assunta riesce

(w,h) = 0. In virtd del Lemma IV esiste o0e¢H _(A) taleche L,...L o=w in
A m=1 2 m

s ' . : .
A,D UI =0 per O < |s| <m=- 2. Sempre per 1'ipotesi ammessa riesce, pertanto,

dA

(o) (Lz...me,u)A = 0,

dove u soddisfa le condizioni dell'enunciato.

5 %
Dalla (o) segue (G,Lz cee me)A = 0 e, ponendo
i ¥
(00) v=LA6 ...L u,
2 m

si deduce
(o00) (U,V)A = 0,

. . w * . .
La (ooo) sussiste per ogni ve C (B)tale che L1v=0 in B. Infatti assegnata una
tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni dell'enunciato, tale che
sussista la (06). Per il lemma 1II esiste, pertanto, p € Hl(A)’ tale che Llp= g

in A, = 0. S1 ha, pertanto, w = L_...L o=L_...L p.
m

®|aa
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Inoltre, essendo creHm_I (A), si ha p e Hm(A) come facilmente si dimostra usando

il teorema di Lichtenstein-Friedrichs = ed il fatto che Dsal = 0 per O<ils] < m2.

oA

Riesce, quindi, pIBA =0, DSLlplaA =0 per O f_[sl < m~2; in virtd del Lemma III,

i A

#* e
[s| < m1. Inoltre Lm «..L.L ...Lp=0 in

si ha, allora, Dsp|aA =0 per O 1 1

A,peHm(A)nﬁzm(Ao) per ogni Ao tale che Koc A. Se ne deduce, pertanto, (cfr.[?.],
pag. 39) p = 0 in A e, quindi, w s O.

Dal teorema II consegue la determinazione di un sistema completo nel sottospazio
2(A) ; le funzioni di tale sistema si ottengono considerando in B le soluzioni

della equazione omogenea associata alll'operatore E ; B = soddisfa la 2) del Lemma II.

Stpponiamo ora che A e B siano semplicemente connessi.

In virtd di teoremi di rappresentazione dovuti a T. Boggio le soluzioni in B di

* : *
E u=0 si possono rappresentare mediante le soluziomni, in B, di Liu =0 (i=1,2..,
Riportiamo qui di seguito, con riferimento agli operatori differemziali del nostro

problema, due teoremi di rapprésentazione di T. Boggio: [4]

1°) - Seﬂ =_!)1,Z2 , ccou‘,é1 e 0252 primi fra loro, allora ogni funzione U di

w ' . . .
C (B) che soddisfa 1'equazione _ﬁ U =0 pud rappresentarsi con la formula

U=0"+10", dove U' e U" sono funzioni che soddisfano le equazioni
UI = LU .
DU =0 e FJu" =0

° . . . . +1
2°) - Ogni funzione U di Cm(B) soddisfacente iju = 0 pud _sempre rappresen

tarsi mediante p+l1 funzioni Ul’U sessl che verificano 1'equazione

2 p+1
- = P p-1
.,51) = 0, per mezzo della formula U = x Ui + x U2+...+xUp + UP"’l.

' ) ) } * % Y
Applicando il Teorema 1°) al caso dei nostri operatori, se E = Ll"'L con
m
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Lh : Lj per h # j, risulta

m
(h)
S

N . . . P (h)
dove w € una generica soluzione in B di Ew =0 e le u sono soluzioni in

E3
B delle equazioni omogenee associate agli operatori L , per h = 1,2,...m.

h,
. . . e 0 * %51 . %P
Piil in generale,per i teoremi 1 ) e2°), se E = Ll ool , con Sie,N e
p
*
sl+sz+...+s =m, per w tale che Ew=0 in B, si ha
P
(38) B e gt bu )
u e u
h=1 hﬁl uh’z h,Sh—l h,sh
*
con le uh 5 (ijﬁgh) soluzioni della equazione omogenea associata all'operatore Lh
’

in B.
. . . 1 . * *
Sia w wuna soluzione in B dell'equazione E w= 0. Per essa sussiste la (38).
D'altra parte,in -ogni ccmpa;tto'ééntenuto in’@(e,in Particola]_‘e, in A) , per classici

risultati si ha:

(n)
38" .= lim P,
(387 ‘a7 B Th
(n) *h 1
essendo Ph . un polinomio nella variabile complessa x+i( E—— X + —E" y).
Ne viene che la successione di funzioni
1
{Ex+16""~ x + —E— y)] ! (h=1,...,p3 n=0,1,2,...)
h h

costituisce, per la (38') e per il Teorema II, un sistema completo in Q(A).Ordinan
do in una successione ad un solo indice quella testé indicata, si ottiene la succes-
sione I{mk} (k =1,2,...).

Cid prémésso, ritornando al problema di determinare la forma esplicita dell'opera

tore G dato dalla (30), si ha
i = [ K(m)CZ.cl)dglanJJ k™" (¢, 0)E(g)dedn =
JI & A.

- jJ f(c)dzdn!JAg(m)(z,cl)K(m)*(nl,c)dsldnl .
A
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Pertanto

(39) Tt - ” k® (z,2)x™ ¢z, 0dE dn,
A

con k(@) ¢ K(m)JK dati rispettivamente dalla (26) e (28) .

Tenendo presente il significato del proiettore P che figura nella (30),risulta

&d

pT"f = :E: w con = (T*f w ), =
k=1ak L % kA

- (m)* - i}
”AUI K (CI,C)f(c)dédn]mk(cl)dgldnl

= [I UI K(m)*(ﬁl,@'):lk(cl)dildnl]f(;)dgdn .
AVMZIA

X o r _ ’
PT = :E::[f K(m)‘(cl,C)wk(Cl)dﬁldnl]wk(z) , da cui
7A

r r % -
(40) TPT = Zf K(“’)(z,c1>[”x(m’ (c’.z,C)mk(cz)dﬁzdnzlwk(cl)dﬁldn, =
k=1/7A A )

Infine,per le (39),(40),1'operatore di Green ha la seguente forma :

o X moeX (m) (m)* -
(41) G =TT - TPT !JAK (Z,CI)K (Cl,C)dildﬂl

- (m) _(m)* -
EETJJAK (z.Cl)mk{El)dildnlfJAK (¢,,8)w, (¢,)dE dn, .
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Tale rappresentazione dell'operatore G pud essere impiegata per il calcolo

degli autovalori del seguente problema:

an BB v-2AiAv =0 ve -(A)

(2') DSV=‘0 su EA. per Of_ IS[ im-l

secondo la teoria esposta in [5] (cfr. pp. 69-71).
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