Consideriamo la seguente equazione integro~differenziale

X
(1) p(u(x) + alu'(x) + azu”(x) + U(X)J ¢(£)U(t)dt =0
0]

COon:
y(x) € C°(£O,x°],R) , Xe > O
#(s) sommabile in {O,l] e diversa da zero in un insieme di mi-
sura positiva;

a ,a. costanti realil a_ # 0;
1’72 > 72 ’

u(x) funzione incognita.
. .. 2 o
Della (1) cerchiamo soluzioni u(x) € C ([O,xo],R), tali che

[(u(0) = u,

‘ u'(0)= u -

(2)

Chiamiamo dati del nostro problema, uo,ul,w(x).

Posto
u(x) = Zl(x)’ u'(x) = zz(X), e z(x) = (zl(x), zz(X))

si ha che:

2 . .
u(x) appartiene a C ([b,xol,R) ed & soluzione di (1),(2), se

1 2 - . .
e soltanto se, =z appartiene a C ([Q,XO],R), ed € soluzione del sistema

Zi(X) = ZZ(X)
(3) <
1 ( t. . |
z;(X) = - —g;[aizz(X)+w(x)-zl(X)+z1(X) le(t)'¢€;)dtj
(8]
con le condizioni
21(0) = U,
(4)
22(0) = ul.



Operata la sostituzione precedente, € immediato verificare che:

1 - - 2
appartiene a C (LO,XOJ,R) ed & soluzione di (3),(4), se e so

z(x)

L
lo se: z(x) appartiene a C°({0,x,JR), ed & soluzione di

2, (x) = fx z,(0)dt + u,
O

(5) Z

J
r 2L 7y

O (s}
{ [¢]

1. UNICITA' DEL PROBLEMA (3), (&)

i

Siano z(x) = (zl(x),zz(x)) e ;(x) (El(x),zz(x)) soluzioni del pro-

blema (3),(4), con i dati rispettivamente, uo,ul,w(x) e Eo,ﬂl, &(x), con

- 1 . 2
z(x) e z(x) appartenenti a C (DD,XOI,R)

Tenendo conto délle (5) si ha:

(

1 X X < r'g t
z,(x) = - —;-[al[ z,(t)de+ J w(t)zl(t)dt+J z, (£)dg Ja_(t)¢ﬂz)dt]+u

zl(x)-zl(x)

(6) B
ZZ(X)-ZE(X),

]

X
f [éz(t) - ;2(t)]dt+uo—ao

o}

1 (% _ x - -
- —;— a1 J [;z(t)~zz(t)]dt+ftw(t)zl(t)—¢(t)zl(tf]dt +

0

+

o] 0 o

Sommando e sottraendo, nella seconda delle (6),

X F—x_ &: .
s le(t)w(t)dt + J Zl(i)di I zl(t)¢(g)dt, risulta:

o 0 o]

a

X £ £
t - - t -
J di[?l(ﬁ) J zl(t)¢(g)dt"zl(€)[ zl(t)¢(gﬂdt]} tu-u.

‘i

- X _ (X -
zz(x)-zz(x)= —-L— {al J [?z(t)-zz(t)]dt+ J [zl(t)-zl(t)Jw(t)dt +

2
L o 0

1
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X X - g
+ f El<t>[¢(c)—£<t>1dt+ [ [zliﬁ)-gl(E)JdE f z1<t>¢<§adt +

o o o
X & _ ‘l ¢ _
+[ Zl(E)di } [Zl(t)’zl(t)J¢(Eﬁdt} *u-u.
o o

Applicando all'ultimo integrale la formula di inversione di Dirichlet

si trae:

_ (x ; rx _
2,(x) = 2,6 = - —-;,1;; {al} [zz(t)—zz(t)Jdt + J [zl(t)—zl(t)]w(t)dt .

Q )

-+

X X t
J El(t)[w(t)—ﬁ(t)ldt + J [zl(t)*El(t)]dt I zl(€)¢(%)d£ +

@) (o] (o]

(X _ X— ¢ }
| [?1(t)-zl(t)]dt [ zl(E)¢(Eﬁd£T + ul - u1 .
o

+

t

Ponendo ¢ «
F(x,t) = Y(t)+ J 2, (£)4 % )dE + J El<a)¢c§>da
Is} t
si ha
| - 1 X - 7 x -
zz(x)*zz(x) = - —;l—z-{al J [zz(t)—zz(t)Jdtﬂ [ [zl(t)—zl(t)-‘lF(x,t)dt +
O C

x
+ [ ;l(t) [!p(t) - @(t)]dt} tu - ‘:1 )

0

a . . . .
Tenendo conto della I equazione del sistema (6), si ottiene
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- r & _ {x rt - -1
z (X)-z (x) = - “l“'ra J {é (t)-z,(t)]dt+ | Fix,t)dt J [; (E)-z (E)Jdg +
2 2 a, ﬁ 1) |2 2077 J 2 2
\ 0 o 0

IS
")

o

-~ (*_ - -
Uo—U, [F(x,t)dt+ Iz (&) ylt)- v(t)|de L+ u_-u_ .
J 1 1 1
) )
Infine, applicando al II° integrale la formula di inversione di Dirichlet,

1l sistema (6) diventa

r

X
J [zz(c)-éz(t)]dt +u, - U,
(o]

zl(x)—gl(x)

{ - 1 (X - {X - (x
ZZ(X)—Zz(X) = - —az- {alj [zz(i)*zz(E)Jd&” J [zz(ﬁ)-zz(i)}di J F(x,t)dc+
o 0 g

X X
+ J liuo—ao]F(x,t)dtﬁ J El(t)[w(t)- @(t)]dt]ﬁ u1~t:l

o} (o]

Pertanto si ha:

[ - x -
]zl(x)-zl(x)lf J [zz(t)~zz(t)|dt + fue = u,

(o}

(7 {

- 1 r .X _ (X
|2, (x)-z, ()| < Iazw [ Izz(s)—zz(a)lda[ia1l+J lF(x,t)ldt]+
£

O\_

s} ¢

X - , (x - -
+ J ]uo—u°|-|F(x,t)idt+ J |zl(t)|-|¢(t)- P(t)|de }+ |u1~ul| .

Posto
XO

1 )
A(E) = —— |a1| + f |F(x°,t)[dt e
129] .



X 3 rx’_ _ ~
g(x) = { [ |uo=u, |+ [F(x, £) [dt+ J le(t)!-iw(t)-¢(t)|dt +]u]-u1|

o]

2]

dalla II* delle (7) si ha

X
IZZ(X)"ZZ(X)| < J 122(5) - ZZ(E)] ACE)dE + g(x).

0

Per il lemma di Gromwall generalizzato, risulta

- — (X
&) 2,0 =z, (0] 5 fu -u fexp { | A(E)da} +
L o
(x4 - - - r*
+J ( o luo=u, |« |F(x ,t>!+!z1<t>i-lw(t)-wt)l} exp {J A(E)dE| ddt.
2 ) t

Dalla (8), ponendo u, = u,, u, = ;1, p(t)s @(t), risulta

1
zz(x) = ;z(x) 0 < x <%,
a
e, per la I delle (7)
zl(x) = El(x) 0 < x < %,

Pertanto é dimostrato che:

o . 1 . .
I) il problema (3),(4), ammette in C ([b,xo]) al pid una socluzione.

2. DIPENDENZA CONTINUA DAT DATI.

Sussiste il seguente teorema:

IT) se esistono R >0 e x, > 0, tali che, dati UoU, & y(x), con

qul <R, ]ull <R, P(x) € C°([b,x°]), esiste la soluzione u(x) € CZ(EO,X"])

di (1),(2), e sia tale che Iu(x)i <R, 0<x<x,, allora u(x) dipende




con continuitd dai dati.

Siano u(x) e ;(x) soluzioni di (1), (2) con i dati rispettivamente

Uos U, s U(x) e Ga,Gl, ﬁ(x). Poiché y(x) € C°([O,xo]), esiste A > 0 ta

le che !w(x)l <A per 0 < x < X,. Posto z(x) = (zl(x),zq(x)),

z(x) = (Zl(x),é () con 2 (%) = u(x),z,(x) = u'<x),21<x) = u(x),

Ez(x) = u'(x),

tenendo presente le posizioni del paragrafo precedente, si ha

Xo
0 < ME) < : {131! + J |F(x,,t)]dt} ¢ S {|a1] +

Xo Xo (t £ Xq Xo _ .
* f [¥(e)[de + I dt Jlz )6 [de+ [ dt [ |2, (@) [T D [deds

O (0] (o] o] t

1 Xo t £ Xeo X ¢
$ 3 {lall + A Xo+R [ dt J |¢<;)|d£+R J de { |¢(Eﬂda}
| 2{ ¢ 0 é t
Applicando all'ultimo integrale la formula di inversione di Dirichlet
£ t &
e ponendo —* = s, s s' e B = J l6(s)|ds, si ha
o]
rX° t £ X (S ¢
A(E)< (Ja | + & xR | at J |6 (= Hag+ R J g | o) ]t} =
|22 J o ;R
o 0 0
1 (X0 1 x ol
st el ke o [ el as o e [ Tocsn]eass =
2 J
O (o] 0 o]
1 2 2 1
= {la.| + A x,+R-B =~ + R B =% }= {la,|+A x,+R B x, }
2] 1 %2

Ne segue che



X
o R "
P _ 2.
JA (£)dg < | A(E)dE < = {la,| + A x, + R B x,}
Ji ia, 1
i 2
t 0
Xo 2 . .
Posto K = R {|311 + A x, «# RB x, }, la precedente disuguaglianza
%]
X
diventa [ AME)HE < K, e tenuto conto della (8), si ha

J
t

T - - 1.
Izz(x)*gz(x)l < {|u,~u |+ [ Ti;{{}uo—uo '|F{x,t)i+[zl(t)iIw(t)—¢(t)1jdt}'exp K.

11
&}

Da questa disuguaglianza e dalla prima delle (7) consegue la tesi del

teorema.

3. TEOREMA DI ESISTENZA PER IL PROBLEMA (1), (2).

I1I) Se esiste R > O tale che, posto

rxo 2 l
1 . i 2 Xg |
- @ | oo facrla [+ Roxgr &5 e J 15(s) | dst+]u. |
‘32| 1 2 1
o o
si abbia:
( .
X' R+ |u,| £ R
(9) Hs<R
L

2
allora-il problema (1),(2), ha soluzione in C ([O,xol)

Sia I]z|[ la norma di =z mnello spazio di Banach C°(£b,x°],R2)(l). n
tale spazio consideriamo 1'insieme
(1) Esplicitamente ||z|]|= max{[|z1[|,|[z2]|} con Ile[i = max |z (x)] e
XELO,XOJ

][z2]r= max [zz(x)l

X€ I__O,xc,:[



_8_
$={z=(z,2)) 3 2(0) = u,,z,(0) =u, [|z]] s} .
Tale insieme & chiuso, limitato, convesso.
Consideriamo la trasformazione

T :z€ C°([:O,xo])-+ Tz=v

con v = (vl,vz) e
rX

vl(x) = J zz(t)dt + u,

(10) o
1 rX JX (X rg £
vz(x) = - —;; { J $(t)zl(t)dt+a1 zz(t)dt+ lecg)dg J ¢cg) zl(t)dt}+u1.
o]
o (o] o

Dimostriamo che T trasforma S in s&, & continua e compatta. Da

1 (¥o 2 };2 1
v, 1 TEHI{R J lp(e)[de+[a, [R x,+ R 52 J [4¢s) [dsT+]u, | = ® 5 R,
: o o
X rxo
oyl e [ Himllae « Jul & [ Raeelugl = v+ Jul < 8,
J
(0] 8]
vl(O) = u, e VZ(O) = ul,
consegue che v = (vl,vz) € S.

Per dimostrare la continuitd della T, basta osservare che, posto

Tz = v, Tz = v, con il solito significato per v,v,z,z, si ha

- (% -
v (0 - v () = J(Zz(t)'zz(t))dt
o]
- 1, (X - & -
L v, (0)-v, (x) = —'—;;1 i w(t)[zl(t)—zl(t)]dt+al J [zz(t)wzz(t)]dt +
0
(x - Jﬁ . (. I -
+ J [zl(a)-zlcg)Jdg ) zl(t)¢(g)dt+ J z, (€)dg J ¢cg>[z (t)~z1(t)]dt-
0 e}
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Dimostriamo infine che T & compatta.
A tal fine sia U wun insieme di furnzioni z(x) equilimitate, ossia

tali che
Hzl] < L.

I

Posto al solito Tz = v = (vl,vz) si ha dalle (10)

A

v, 1]

2

Xo

2

. {L-A + |a1

|2, ]

-L-X°+ LI .

IA

[+, B |

—~

Pertanto T U € un insieme di funzioni equilimitate.

Si ha inoltre:

[X+QX
- = ir < &
vl(x+Ax) vl(x) j zzxt)dt < Le|bx|

X

1 X+ AXI "].
v_(x+8x)-v,_ (x)| < — {|a_|+L+|ox| + AsLe|ax|+ | Lejz (£)|dEJ|¢(s) «gods}

2 2 !azl 1 ] 1
X o
g — {la ;| + A+ I*"‘*:'lfi'”—g-}f*‘a-—-}-[Ax| .
la2| 1 2

Pertanto T U & un insieme di funzioni equicontinue.
In definitiva T trasforma insiemi di funzioni equilimitate in insiemi

di funzioni equicontinue ed equilimitate; quindi T & compatta.

Per "il teorema di Schauder esiste in S un punto unito per la T, ossia

esiste z € S, tale che

Tale funzione z(x) = (zl(x),zz(x)) risolve il :sistema(5) e, per quan
to osservato precedentemente, la funzione u(x) = zl(x) & soluzione in

cz([o,x;]) del problema (1),(2).

’A
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4. ESISTENZA DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA (1),(2), CON IL METODO DELLE

APPROSSIMAZIONI SUCCESSIVE,

Con le stesse ipotesi del teorema precedente e con il medesimo signifi

cato per T e per S, poniamo:
z = (zl,O ,22’0) = (u_,u;);
Zatl Tzn - (zl,n+1’22,n+1) per n =
Tenendo presente il significato di T si ha:
f (X
= dt+
1,0 ) 1Y%
o
4
(10) Y X X (X
z = - = u ¢(t)dt+a u_dt+ u df
2,1 a 0 1 1 0
2 J
0 ) o
e, in generale
f *
= +
1,n+1(x) ’ zz’n(t)dt u
J
0
(1)
s % X
22,n+l(X) =7 Pp(t) zl,n(t)dt+ar[ zz’n(t)dt+ z)
21 J
o o

Dalle (10), (11), si ha

¥

0513256640

£
t
n(ﬁ)dif b ( E)zl,n(t)dt}+u1

o}
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[ X
zl’l(x) - zl,o(x) = J uldt
(12) < o
1 (X (X I(X d ‘{E . d
zz,l(x)-zz’o(x)= - ;2[ J uow(t)dt+alJ uldt+ J u0 £ u0¢ (E) t}
) o) o o j

. .
zl,n+1(x)—zl’n(x)= (122,n(t)_22,n—1(t)Jdt

o]

(13) 1

X

1 (* : r -
32,n+1(x)—zz,n(x)= - ;2\ [ {zl’n(t)-zl,n_l(t)}wt)dua1 ! IZZ,H(t)—Z2,n—1{t{F
© o

(X & " X g
+J [zl’n(ﬁi—zlsn_l(ﬁ)]dif ¢Cg)zl’n(t)dt+J zl,n_l(i)dEJ [zl,n(t)“zl,n_l(t)}
(o]

0 0 o
1

¢c§)dtj _

Applicando all'ultimo integrale la formula di inversione di Dirichlet, le
(13) diventano:

r

x
21,n1 72 (007 J L2y (B7%g qep (D14
Q
(14)
1 X- X
22’n+1(X)-22,n(X) = -;;2{ J Lzl,n(t)-zl,n_l(t)lw(t)dt+al[ [Zz,n(t)”
(s} o]

R 3 . X
e n_l(t)]dt+J [21,n(€)_21,n~1(£)]d€ [ ¢(E?ZI n(t)dt+ J [él,ncg) -

? ]

0 o 0

X
- &
zl,n_l(s)]da J (3 )Zl,n_l(t)dt}

g

Pertanto, dalle (12) e dalle (14) si ha



rX
]zl,l(x)—zl’o(x)| < J |u1|dt
(15) o
LM .
L\zz’l(x)-zz,o(xﬂ S_‘[;;HLJ |u04'{¢(t)|dt+Ia1| i ;ulldt+
o]
>4 {E .
o[l lae [ 1o -loc ae)
J 3
(o} o] /
{X
SENCOLN (x)| sJ Izz’n(t)—zz,n“l(t)ldt
o]
(16) X
( | (%
|zz, +1(x)—22’n(x)|5 - JIzl,n(t)—zl,n_l(t)|°[1£J(t)]dt+la_l] J| |22,n(L)-
(% [ (%
-zz,n_l(t)|dt+J| Zl,n(g)-zl,n—l(g)‘dg Jl l¢(~g>!-lz1’n(t)|dt+} |z1’n(s,> -
Q o o
™ ¢ \
e OIL S I Ul M ERNN OIS
e )
e successivamente
X
}zl’nﬂ(x)-z1 n(x)l < ﬁ1zn(t)—zn_1(t)||dt
(17) o
\
lez,nﬂ(x)—zz,n(x” sJ [Ta—z—llzp (&) [+ o + o j([¢(g)|.|zl,n(t)|dt +
(o]

o}
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)
- = . - . A (Y11
dove i|zn(x) ZH—I(X)|I max{l“ n(x) . IRE: n(x) 2y o \x)|r.

Dalle (15) risulta

{ | : , &
‘ - . i
1zl,l(x) zl’o(x)i < a iuil J dt
0
(18) |
(X (% 2 (% (5
- < - I I ___!
izz,l(x) zz’o(x)[ < a uol J lw(t)|dt+a,u11J dt+a|uo| j di} [¢(£);dt
0 ) o o
Analogamente, dalle (17) si ha
( %
121,n+1(x)_zl,n(x"| < aJ l|Zn(t)‘zn—-1(t)Hdt
0
(19)
- - i i) e
|h2,n+1(x) ZZ,n(X)| < } 1a|111(>,] + a+aR J [¢(E)[dt+
l o\ ©
(%o ¢ 1 .
+ar | Jelde Ve[]z &)=z _ (©)]]-dE

|
J
&

Poniamo:



_14_

(X J’X '2 I’X ;E.» t
h(x) = a-fu | | [w(e)]de + asfu || devas]u @ | dg | [¢( D} dr,
0 } Ly e} J G
© 0 0o )
; (* (¥o
g(x) = a]w(x)l +a+aRk j |¢(“)[dt + a R J !¢( E');dt
o X
{X
G(x) = J g(t)dt
0

Dalle (18) e dalle (19) consegue

(20) [z, 0 = 2. ] £ 00
rX

(21) 2, 0=z ]| 5 j ¢'(@)|]z_(8)-z__ (&)]|dg; n=1,2,3,...
o

Dimostriamo che

- n X n
lewl” | - [G(in b (E)dE

(
22) |lz_, (-2 (0] s = }
O

Infatti per la (21) e la (20)

La (22) & vera per n=l,
(X
|\z2(x>-z1(x)|| < j G'(e)]] z1<a)-z0<a>||da <
0
X X
[ 1
< J| G'(g}+h(g)dg = 6(x)h(x) - | G(g) h'(£)de
J
(o]
- O
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Ammesso vero che

Tn-1 (X Wn—l
2 -z 0] < 1465) -] LEN e
n n-1 (n=1) ! ] (n-1)!
(8]

dalla (21), tenendo presente che h'(x) > 0, risulta

X - n—-1
||zn+l(x)—zn(x)|i < J'G'(a) L@—(-g—)-']—-— h(g)dg =
(n-1)1
n rx - i
feeol” | LG@?] (e
n! J n:
9]

M due numeri reali positivi tali che G(x) ¢ L e

Indicati con L e

h(x) <M per O <x < x , dalla (22) risulta

n

L
||Zn+1(X)~zn(X)|| s M.

Pertanto la serie

-----

z +{z (x)-2 } + {z_(x)~z_()} + ...
o) 1 0 2 1
la cui n+l-esima somma parziale & 2z (x), & totalmente convergente in B)Q{J.
n C

Sia 2z(x) 1la somma di tale serie.

Risulta z € S

Ripetendo il medesimo ragionamento fatto per pervemire alla (21), si ottie

ne:
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2.8
[z, 00Tz || < | g+ l]z (0)-2(2)] |dg

|
/
o

n C e C o
______ > Tz e quindi, poiché

Pertanto 2z
n

ossia z & soluzione del sistema (3),(4).

Infine, posto z = (21,22), la funzione wu(x)

problema (1), (2).

21CX)

& soluzione del



