
- 2 -

n. 1 - Pseudoconnessioni fogliettate.-

~

In questo paragrafo si denoterà con M una varietà dtffel'enziab,i le é

e dimensione n, munita di una struttura fogliettata definita da una distrl

buzione involutoria ~ di dimensione costante r < n.

Def. 1.1.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice fogJiettata

se soddisfa alle condizioni:
-

a) A(X) e ~l (H) -
VX e f:j)l (H)

essendo ~l(N) l'algebra di Lie di campi di vettori fogliettati(l) su M.

Osservazione 1.1.-

-Essendo ::r>l(M) un'algebra di Lie, per ogni campo tensoriale differenziabi-

-le A di specie (l,l) fogliettato su M e per ogni X,Y e:Pl(M), risulta

[X, Y] A un campo di vettori fogli ettato, essendo [X, Y] A defin,Ì'to da (c. f. r. [3J ) :

[X'Y]A = [A(X),Y] - [x,A(YJ1 - A( [X,Y}) •

Dalla precedente osservazione. segue subito la proposizione

Prop. 1.1.- g (A,v) è una pseudoconnessione lineare fogliettata su M al-

lora il campo tensoriale T di torsione e l'apylicazione di curvatura R ~

(A,v) sono fogliettati.

Prop. 1.2.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) ~ H è fogliettata se

sistema di coordinate adattate

e solo se indicate con A~ , rY le componenti di
aB -

(x
a, x

a), si ha:

(A,v) rispetto ad un

(1) c.f.r. [5]
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-
a ' )

-

-
b' ) a

Of etb -

a
Or -aB

-a
Oa r -a etB

-per ogn i a ,b = 1,2, ... ,r; a - r+l , .. o,n; et, B-1,2, o.. ,n o

Dimostrazione.

Per brevità ci si limita a dimostrare solo la condizione necessaria; se

(A,v) è fogliettata allora le a') seguono dalle (2.10) e (2.11) di pago 14

c.f.r. [SJ; per provare le b') si osservi che se Xet sono le componenti di un

campo di vettori fogliettato su M, allora le combinazioni lineari del tipo:

sono le componenti di un campo tensoriale fogliettato di specie (l,l) su M,

in un sistema di coordinate adattateet(x ) qualunque;
ape r X - ---'-,,-­

axet

rispetto ad un sistema coordinato-
(xa,xa) si ha in particolare

- -

ed essendo x~ = O per la 2.10 di pago 14 c.f.ro [5], segue che
-ar = Obet o

Il campo tensoriale di torsione T di (A,v) essendo fogliettato per la-
2.17 di pago 15 c.f.r.[S], in coordinate adattate (xa;xa), deve soddisfare al-

la condizione:
a

T( axo ' ) e ll:l b-l, .... ,r

Cl = l t ••• ,n
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da questa dopo semplici calcoli si ricava:

da cui si ottiene: - -c
r ­ab

- -

-
essendo poi crba = O e gli ultimi due addendi nulli per la a') già dimostra-

-

ta, si ha r~b = O.

L'ultima uguaglianza delle b') segue subito dalle (2.3) di pago 12 c.f.r.

[51· I

!lnil caratterizzazione intrinsecil delle nseudoconnessioni lineari fogliet­

tate su M è messa in luce dalla seguente proposizione:

Proo. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su H è fogliettata se e

solo se indicati con T il campo tensoriale di torsione e con R l'applica­

zione di curvatura di (A,v) risulta:

a U
) A(X) e ~

vxYe'J)

bU
) T(X, Y) e ID

R(X, Y) Z e~

wr ogni X e ID e per ogni Y,Z e :P, (11).

Dimostrazione.

per cui essendo

in coordinate adattate

ci si limita a dimostrare la condizione necessaria.-a a(x ,x) de.lla prop. 1.1
•

ab e'j) si ha:

fogliettata, allora- -a aA = O e r = O,
b ba

segue che

Sempre per brevità

Se (A,v) è



e
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a-r ae:D
a ba a

da queste seguono irrrnediatamente le a").

Per provare le b") basta tener presente che T ed R essendo fog1iettati

soddisfano alla (2.17) di pago 15 c.f.r. [5] .•

Def. 1.2. - Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice trasversa

alla fogliazione se soddisfa alle condizioni:

A(X) e 'l>

vyX e ~

T(X, Y) e:D

oer ogni X e:Ù

Osservazione 1.2.-

•e per ogm Y e ~1 (tI) .

Se (A, fI) e (A,v') sono pseudoconnessioni lineari trasverse su M, allora

il tensore S definito da

S(X,Y) -

soddisfa alla proprietà:

v Y ­
X

v'Y
X

VX,Ye:J)l(M)

"S(X, Y) ed> se X oppure Y apparti ene a ~".

Viceversa se (A, v') è una pseudoconnessione lineare trasversa ed (A,v)

e una pseudoconnessione lineare su tI tale che il tensore S soddisfa alla

proprietà S(X,Y) e~ se X oppure Y appartiene a ~ ,allora anche (A,v)

è trasversa; infatti con ovvio significato dei simboli, sottraendo membro a

membro le due uguaglianze:

T(X,Y) - v/ - vyX - [X'Y]A

T' (X , Y) - v' XY -vyX - [X , Y] A

si ottiene:
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T(X,V) = T'(X,V) - S(X,V) - "I X+ "l'XV V

allora se XeS>

tre essendo

[ler i potes i deve avers i T' (X, V) e il) , "IYX e 3l , i no1­

VyX = VyX + S(V,X), risulta ovviamente anche VyX e~ si con-

clude allora che T(X,V) e ~ [ler ogni X elR quindi (A,v) è trasversa.

Oef. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice che conserva

parallela la distribuzione ~ se soddisfa alle condizioni:

•

per ogni X e:> •e per ogm V e~(M) .

Ovviamente ogni pseudoconnessione lineare fogliettata è anche trasversa e

ogni pseudoconnessione lineare trasversa conserva la distribuzione ~ paral­

lela, ma non viceversa.

n.2. - Pseudoconnessioni sul fibrato trasverso.

In questo paragrafo si denoterà con ~1 una varietà differenziabile paracom

oatta fogliettata, con fogliazione definita da una distribuzione involutoria

ID di dimensione r; la distribuzione individua un sottofibrato D del

Hbrato tangente TM, di dimensione r, essendo la fibra sopra x e Il il sotto

spazio ;bx dello spazio tangente Tx(M), il fibrato Q = T(H)/O è il fibrato

trasverso al fogliettamento; ogni punto di Q è una classe di equivalenza {Xx}

dove X e T (H), e due vettori X e Y di T (H) appartengono alla stes-x x x x x

sa classe di equivalenza se la loro differenza X - Y appartiene al sotto-
x x

•spazlO al .x


