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INTRODUZ IONE.

'"Sia M una varietà differenziabile di classe ~ ,dimensione n, si

indichi con iKM) l'anello delle funzioni differenziabili su M e con

~(M) 1"(M)-modu10 dei campi di vettori su M; una pseudoconnessione 1ine!

re su M è una coppia ordinata (A,v) dove A è un campo tensoriale differe~

ziabi1e di specie (l,l) su t1 e v: X~ Vx è un ~(M)-omomorfismo di

~l(M) nell'jI(M)-modu10 degli ~-endomorfismi diJ>l(Ml, soddisfacente l'assioma

Vx f Y= fVXY + A(X)(f)Y

per ogni X,Y e~l(M) e per ogni f e~(t1).

Scopo del presente lavoro è 10 studio di rseudoconnessioni lineari su una

varietà fog1iettata, più precisamente nel n. 1 si introduce la nozione di pse~

doconnessione fog1iettata e se ne trova una caratterizzazione mediante il cam­

ro di torsione e l'applicazione di curvatura della pseudoconnesstone stessa; si

introducono poi le nozioni di pseudoconnessione trasversa e proiettabi1e e se
•

ne mettono in evidenza alcune proprietà; nel n. 2 si studiano pseudoconnessio-

ni sul fibrato trasverso alla fogliazione, indotte da pseudoconnessioni linea­

ri trasverse o fogliettate; infine nel n. 3 si definisce il lift completo di

una pseudoconnessione lineare su una varietà differenziabile M e nel caso di

M fog1iettata si dà una caratterizzazione di una pseudoconnessione lineare fo

gliettata mediante il suo 1ift completo.
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n. 1 - Pseudoconnessioni fogliettate.-

In questo paragrafo si denoterà con M una varietà dtffel'enziab,i le é~

e dimensione n, munita di una struttura fogliettata definita da una distrl

buzione involutoria ~ di dimensione costante r < n.

Def. 1.1.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice fogliettata

se soddisfa alle condizioni:

a) A(X) e ~l (H)

b) VxY e~l(M)

VX e ~l (H)

essendo ~l(H) l'algebra di Lie di campi di vettori fogliettati(l) su M.

Osservazione 1.1.-

Essendo ibl(H) un'algebra di Lie, per ogni campo tensoriale differenziabi­

le A di specie (l,l) fogliettato su M e per ogni X,Y e:Pl(M), risulta

[X, Y] A un campo di vettori fogli ettato, essendo [X, Y] A defill>Ì'to da (c. f. r. [3J ) :

[X'Y]A = [A(X),Y] - [x,A(YJ1 - A( [X,V})

Dalla precedente osservazione segue subito la proposizione

Prop. 1.1.- Se (A,v) è una pseudoconnessione lineare fogliettata su M al­

lora il campo tensoriale T di torsione e l'applicazione di curvatura R di

(A,v) sono fogliettati.

Prop. 1.2.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su H è fogliettata se

e solo se indicate con A~ , rY le componenti di (A,v) rispetto ad un
~ nS

sistema di coordinate adattate (xa, xa), si ha:

(1) c.f.r. [5]
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a')Aa=o
b

per ogni a.b = 1.2 .....r; a = r+l .....n; ".8 = 1.2 .....n .

Dimostrazione.

Per brevità ci si limita a dimostrare solo la condizione necessaria; se

(A.v) è fogliettata allora le a') seguono dalle (2.10) e (2.11) di pago 14

c.f.r. [SJ; per provare le b') si osservi che se X" sono le componenti di un

campo di vettori fogliettato su M. allora le combinazioni lineari del tipo:

X" = AOa X" + r" xY
8 8 o 8y

sono le componenti di un campo tensoriale fogliettato di specie (1.1) su M.

"rispe!to ad un sistema coordinato (x ) qualunque; in un sistema di coordinate adattate

( a a) . h· . l X ax.x Sl a ln partlco are per =~~
ax"

ed essendo X~ = O per la 2.10 di pago 14 c.f.r.[S]. segue che r~a= O.

Il campo tensoriale di torsione T di (A.v) essen~o fogliettato per la

2.17 di pago 15 c.f.r.[S]. in coordinate adattate (xa;xa). deve soddisfare al­

la condizione:
a

T( axo ) e \l) b = l •....• r

a = l •...•n
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da questa dopo semplici calcoli si ricava:

da cui si ottiene:

essendo poi c
f ba = O e gli ultimi due addendi nulli per la a') già dimostra-

ta, si ha

L'ultima uguaglianza delle b') segue subito dalle (2.3) di pago 12 c.f.r.

[51· I

!lnil caratterizzazione intrinsecil delle nseudoconnessioni lineari fogliet­

tate su M è messa in luce dalla seguente proposizione:

Proo. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) ~ tl è fogliettata se e

solo se indicati con T il campo tensoriale di torsione e con R l'applica­

zione di curvatura di (A,v) risulta:

a") A(X) € ~

VxY€'J)

b") T(X, Y) € ID

R(X, Y) Z €~

wr ogni X € ID e per ogni Y,Z € :P, (11).

Dimostrazione.

ci si limita a dimostrare la condizione necessaria.
a ain coordinate adattate (x,x) de.lla prop. 1.1

•
per cui essendo ab € ~ si ha:

f~gliettata,_allora

a aA = O e f = O,b basegue che

Sempre per brevità

Se (A,v) è
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e 'J a aa = rba aa e:D
b

da queste seguono irrrnediatamente le a").

Per provare le b") basta tener presente che T ed R essendo fog1iettati

soddisfano alla (2.17) di pago 15 c.f.r. [5] .•

Def. 1.2. - Una pseudoconnessione lineare (A,'J) su Msi dice trasversa

alla fogliazione se soddisfa alle condizioni:

A(X) e 'l>

'IyX e l)

T(X, Y) e:D

oer ogni X e:Ù

Osservazione 1.2.-

e per ogni Y e ~1 (tI) .

Se (A, fI) e (A,'J') sono pseudoconnessioni lineari trasverse su M, allora

il tensore S definito da

S(X,Y) =

soddisfa alla proprietà:

'J Y - 'J'YX X VX,Ye3l
1

(M)

"S(X, Y) ed> se X oppure Y apparti ene a ~".

Viceversa se (A, 'J') è una pseudoconnessione lineare trasversa ed (A,'I)

è una pseudoconnessione lineare su tI tale che il tensore S soddisfa alla

proprietà S(X,Y) e~ se X oppure Y appartiene a ~ ,allora anche (A,'J)

è trasversa; infatti con ovvio significato dei simboli, sottraendo membro a

membro le due uguaglianze:

T(X,Y) = 'J/ - 'IyX - [X'Y]A

T' (X , Y) = 'J' XY -'JyX - [X , Y] A

si ottiene:
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T(X,Y) = T'(X,Y) - S(X,Y) - ~yX + ~yX

a11 ora se X e:D per i potes i deve avers i T' (X, Y) e ~ , ~yX e :il , i no1-

tre essendo ~yX = ~yX + S(Y,X), risulta ovviamente anche ~yX e~ si con-

clude allora che T(X,Y) e ~ per ogni X elR quindi (A,~) è trasversa.

Oef. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,~) su M si dice che conserva

parallela la distribuzione ~ se soddisfa alle condizioni:

per ogni X e:J) e per ogni

Ovviamente ogni pseudoconnessione lineare fogliettata è anche trasversa e

ogni pseudoconnessione lineare trasversa conserva la distribuzione ~ paral­

lela, ma non viceversa.

n.2. - Pseudoconnessioni sul fibrato trasverso.

In questo paragrafo si denoterà con ~1 una varietà differenziabile paraco~

oatta fogliettata, con fogliazione definita da una distribuzione involutoria

~ di dimensione r; la distribuzione ~ individua un sottofibrato D del

Hbrato tangente TM, di dimensione r, essendo la fibra sopra x e Il il sotto

spazio ;bx dello spazio tangente Tx(M), il fibrato Q = T(H)/O è il fibrato

trasverso al fogliettamento; ogni punto di Q è una classe di equivalenza {X}x

dove X e T (H), e due vettori X e Y di T (M) appartengono alla stes-x x x x x

sa classe di equivalenza se la loro differenza X - Y appartiene al sotto-
x x

spazio 'ii.).
x
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Pron. 2.1.- Ogni pseudoconnessione lineare (A,9) su M

lela la distribuzione ~ , induce una pseudoconnessione

che conserva paral­
li!r sul fibrato tra-

sverso Q, avente il campo A come campo tensoria1e associato.

Dimostrazione.

Per ogni punto p e M, per ogni

del fibrato Q, si ponga;

Z e T U1) e per ogni sezione 4>
p P

p +{X I
p

li!
9 4> = ...(v X)
Z Z

p Il
dove '11": T(H) + T(M)/D è la surgezione canonica ed X è un campo di vet-

tori su ~1 tale che per ogni Cl e ~1 risulta q,(q) = {XqL

Si verifica facilmente che per ~ sono soddisfatte le proprietà:

.. '"5) 9X(f4» = f 9X4> + A(X)(f)4>

per ogni X,V e()l(M) , f e::fr(1) ,a elR, 4> e ~ sezioni differenzia-

bili di Q; resta allora definita una ed una sola pseudoconnessione 1 sul fl

brato Q avente A come campo tensoriale associato e rispetto alla quale

9"'Z è la pseudoderivata covariante di 4> rispetto a Z {c.f.r.[Z] pa~.13l),11
p p

ProD. 2.2.- Se (A,9) è una pseudoconnessione lineare trasversa su M. allo-

ra per ogni Z e~ e per ogni sezione 4> di Q risulta:
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essendo ~(q) = {X } per ogni q e H
q

la pseudoderivata covariante

di ~ rispetto a Z della pseudoconnessione ~ su Q associata ad (A,v).

1 si chiamerà pseudoconnessione basica (o pseudoconnessione di Bott(l~sul fi­

brato trasverso Q.

Dimostrazione. -

Infatti per ogni Z e:l)l (~1) e per ogni sezione ~ di Q si ha:

~Z~ = 1T (VZX) = 1T(VXZ - T(X,Z) - [x,Z1A) =

= 1T(VXZ) + 1T(T(Z,X)) - 1T( [X,Z]A)

se Z e&> essendo (A,v) trasversa risulta vXZ eli) e T(Z,X) e ~ e

quindi 1T(VXZ) = 1T(T(Z,X)) = O da cui la tesi. I
Prop. 2.3. - Sia (A,v) una

l'applicazione di curvatura (2)

(A,v) soddisfa alla proprietà:

pseudoconessione lineare fogliettata su H,
• •• •

R della pseudoconnessione r associata ad

•R (X,Y)~ = O

per ogni X e a> , y e ~ (M) e per ogni sezi one ~ di

~ si chiamerà nel seguito pseudoconnessione proiettabile

Q.

(3)

(l) Tale denominazione è giustificata dal fatto che se A è il campo tensoria
le di Kronecker, allora ~ è una connessione basica secondo Bott (c.f.r.­
[l]pag. 33).

(2) L'applicazione di curvatura R di una pseudoconnessione r su Q è de­
finita da: R(X,Y)~ = vx(Vy~) - Vy(Vx~) -v[x,y] ~ per ogni X,Y e~(M) e

~ sezione di Q; \7 ed A sono rispettivamenteAla pseudoderivata covarian
te ed il campo tensoriale associati a r.

(3) Tale denominazione è giustificata dal fatto che se A è il campo tensoria­
le di ~ronecker allora ~ è una connessione· nroiettabile secondo Molino o~
Dure bas i ca secondo Kamber - Tondeur (c. f. r. [4J ) .
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Dimostrazione. -

Se X ed Y sono campi di vettori su M e q ~ {l} è una sezio­
q

ne del fibrato Q = T(M)/D, si ha:

n(vX (vl) - vy(vx l) -V[X,Y]/)

della prop. 1.3 deve risultare

•R (X, Y)4> •
- v[X, Y]/ =

= ,,(R(X,Y)l); se X e f) allora per la bO)

R(X, Y)l e~ e quindi n(R(X, Y)l) = O, da cui la tesi. •

I risultati ora esposti, si possono invertire in quanto vale il seguente

teorema:

Teorema 2.1.- Ogni pseudoconnessione ~ sul fibrato trasverso Q induce

una pseudoconessione lineare su M, trasversa o fogliettata a seconda che ~

è basica oppure proiettabile.

Dimostrazione. -

rispettivamente}indicato con

v l'operatore definito da:siaQ = T(M)/D,..
p(v X 4»

e

trasverso Q, avente A come campotensoriale- associato e siano inoltre
- ..

covarianti di r e r
..

, v le pseudoderivate

p l'i somorfi smo tra D1.

-v

Avendo supposto M paracompatta allora esiste una metrica riemanniana su

M e quindi si può costruire il fibrato vettoriale D! (isomorfo a Q) tale

che T(M) = D ~ D1 ; inoltre fissato un campo tensoriale differenziabile A

di specie (l,l) su M, esiste una pseudoconnessione r sul fibrato D asso­

ciata ad A (c.f.r. [2] pago 114); premesso cii'> siil ~ una pseudoconnessione sul

fibrato

è una pseudoconnessione lineare

tale cheper ogni X,Y = Yl + Y2 e i1(M) e per ogni sezione

4>(q) = {Y} per ogni q e M. La coppia (A,v)
q ..

su M che induce r su Q, i n quanto essendo vX Yl e ID

di Q

e n o p = i
Q

si ha:
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Se si fa l'ipotesi che V e5) allora V
2

= O e quindi $ = O, da

cui si ottiene:

Si supDonga ora ~ basica, allora A(X) efù se X e:tl ,inoltre

se X e~ e V e~ (M) per il campo tensoriale di torsione

si ha:

1r(T(X,V)) = 'Jf(V' V - V' X - [X,V]A) =X V

= 'Jf(V'XV) - 'Jf ( ex, V] A) = O

da cui consegue che T(X,V) e~ e quindi (A ,V') è trasversa.

T di (A, V')

..
Se r è proiettabile allora per ogni X e li) risulta A(X) e ~ ed inol

tre per ogni X e ID , V, l e:D
l

(H) con ovvio significato dei simboli si ha:

'Jf(R(X,V)I) = 'Jf(V'x(V'vl ) - V'v(V'x l ) - V'[X,v]/) =

- ,. -
= 'Jf(V'x( V'Vll} + V'x p(V'v$) -V'V V'x Il -

la precedente uguaglianza si riduce a:

..,. ,... ..
= V'x( V'v$) - V'x ( V'v$) - V'[X,v]/ =

=~ (X,V)1 = O

da cui si conclude che R(X,V)1 e ~ e quindi (A,V') è fogliettata .•
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n.3. - Lift completo di una pseudoconnessione lineare.

Sia M una varietà differenziabile di classe C~ e dimensione n, ogni
isistema di coordinate locali (X) in un intorno di un punto p e M induce

un sistema di coordinate locali (xi ,xi) sul fibrato tangente T(M)! la base

naturale nel generico punto (x;x) di T(M) è data da (~ ; ~a~
1 . iax ax

se

(X,i') è un altro sistema di coordinate locali nell'intorno di p e M, allo

ra sussistono le uguaglianze (c.f.r. [lI pago 3)

h'
ax'

h
ax= ---.::::.:.....,--;­

h'ax' hax

. ,h 'ax

2 ha x . i'
= -::.....:'h'"'---;i'""- x'

ax' ax' hax

hax
+ -:':':"'7"h7"'

ax'

a
.h

ax

Se f e~' (H) si chiama lift verticale di f la funzione fV = f o n

essendo n : T(M) ~ M la proiezione del fibrato tangente T(M).

è un campo di vettori su M rappresentato localmente da X= XiSe X

il lift verticale di X è il campo vettoriale su T(M)

i
ax

rappresentato

X, il campo

. ia .J ax-.+X--.
ax 1 axJ

localmente da: XV = Xi --C
a
'-7- ; si chiama invece lift completo di
. iax

c irappresentato localmente da:X =Xdi vettori XC su T(M)

Prop. 3.1.- Sia (A,v) una pseudoconnessione lineare su M, allora esiste

una ed una sola pseudoconnessione lineare (Ac,Vc) su T(M) univocamente ca­

ratterizzata dalle condizioni:

VX eID l (~,)

(2 )
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Dimostrazione. -

La (1) dice che AC
è il 1ift comr1eto del campo tensoria1e A, che è uni

vocamente determi nato (c. f. r. [7] rJag. 20).

Sia
C 'V

(A ,v) una pseudoconnessione lineare su T(M) tale che:

(3 ) VX, Y e~l (M)

a11 ora tenendo conto che (c. f. r. [7] pag. 14):

si ottiene:

Vf e 1I(M); VX e ~ (/1)

c V V c V C c'V
= (A(X)(f)) Y + (A(X)(f)) Y + f (VxY) + f v

l
D'altra narte risulta anche:

da cui si ricava che:

(4 )

In modo analogo si prova che:

(5)
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Dalla (3) (o anche dalla (4) si deduce che

(6 )

infatti

Le uguaglianze (3)(4)(5)(6) rrovano che la pseudoconnessione lineare

(Ac,V) se esiste è unica.

Per dimostrare l'esistenza si fissi una carta locale (V,<I» su M e sia
c c v v.(xi) il relativo sistema coordinato; è noto che (x
1

, •.• ,xn; x
1

' ... ,xn) e

un sistema coordinato su T(M); su lT-
1(U) si definisce una pseudoconnessio-

ne lineare

(7)

(A"'(U), ;';(U)), univocamente determinata dalle condizioni:

"'(U)
'I V

X.
1

dove X. = a (i = 1, ... ,n) ed (A(U), '1(U)) è la oseudoconnessione linea
1 ax.

1

re indotta da (A,'1) su \/.
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Se (W,'l') è un'altra carta locale su M tale che U() W~ I/l e se

( ~A(W), ~v(W)) -lè la pseudoconnessione lineare su ~ (W) c T(M) definita

da 11;1. (7), allora si può verificare facilmente che su ~-l(U)()~-l(W) le

~~èudoconnessioni lineari indotte rispettivamente da (A(U), ~(U)) e

(A(W) , ~ (W)), sono le stesse; resta così definita globalmente su T(M) una
~~

pseudoconnessione lineare (A,v) soddisfacente le condizioni volute.

sto

Indi cato con

aY. =--
l ay.

1

(y.) il sistema coordinato relativo alla carta (W,'l')
1

-l 1"1-1si proverà per brevità che in ~ (U) ~ (W) si ha:

e p~

~(U) V: = ~(W)V: =
V: J V: J

1 1

Infatti posto V. = ~~ X. si ha:
1 1 J

c
(V

V
V.)

i J

Tenendo conto che:
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l(x~)(~~)V = (A(Xh»V~~)V = O

AC(X~)(~~)V = (A(Xh»C(~~)V = (A(Xh)(~~)V

ed usando le (7), si ottiene

hV kVC hCkV V
+(~.) (A(l<h)(~'» Xk + (C) (~.) (VX Xk) +

l J l J h

hVkC V hVkV C
+(~i) (~j) (V

Xh
Xk) + (~i) (~j) (VXhXk)

Ma:
(fg)V = fV gV

C C V
(fg) = f 9 +

e quindi si ottiene in definitiva:

"'(U)v
{

l

hkC V h kV C
+(CC) (v

X
X
k

) + (~. C) (V
X

X
k

) =
lJ k lJ h

h k C h k C
=(~. A(Xh)(~:)Xh) + (~. ~. Vx Xk) =

l J l J h

= (A( Y ) ( k) X k X )C ( Y. )C =iE;jk+E;jVY. k =VY. J
l l

= ~(W) yCy: j .
l

In modo analogo si provano le uguaglianze:

." (U) V .,,(W) yV.v y = vy: j y: J
l l



- 16 -

'V(U) y~ 'V(H) yCv V = v V
Y. J Y. J

l l

'V(U)yV
=

'V(H)yV
= Ov V . v V .

y. J Y. J
l l

La proposizione è così completamente provata.~

Osservazione 3.1.-

Mantenendo le notazioni della proposizione precedente. si ponga per sempli

cità:

odove X. = --:--'
l oX.

l

x. = X~
l l

x . = X~
n+l l

'V '!oI 'V D'V
'IX ~B = rAB XB

A

o X~ = _~_
oX. l oX.

l l

con i = l, ...• n

A.B.C.D = 1.2 •...• 2n; dalle (7) si ottengono allora le uguaglianze:

'Vk k 'Vk
=0'

'Vk
O

'Vk
Or .. = r .. r. r = . r =

lJ lJ l n+j , n+i j , n+i n+j
k

'V n+k or .. 'V n+k 'V n+k 'V n+k.m lJ O O Or .. = x oxm r. . = r . . = , r =lJ l n+J n+l J n+i n+j

Inoltre dalle (3.31) c.f.r.l7J pago 21. si ha:

'Vn+j
An+h

dove

sata.

(Aj. r k )
h• .,lJ

sono le componenti di (A.v) rispetto alla carta (U.~) prefi~

Osservazione 3.2.-

P . hO . X Y '" (M) . lt [Xc.yc]= [X.y]c ( f [7J 16)OlC e per ognl • € OIJ l rlSU a c.. r. pago
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il tensore di torsione e l'applicazione di curvatura di (Ac,Vc) sono uguali

rispettivamente al 1ift completo del tensore di torsione e dell'applicazione

di curvatura di (A,v).

Si supponga ora che Il sia una varietà fogliettata e sia (A,v) una pseud~

connessione lineare su M; sussiste la seguente proposizione:

Prop. 3.2. - La sottovarietà D di T(M) è autoparalle1a rispetto al

lift completo (Ac,Vc) se e solo se (A ,v) è fogliettata.

Dimostrazione.

In ciò che segue si suppone che gli indici i,j,k,~,r,s variano da l ad

n; a,8,y da l ad r; - -a , 8 ,y da r+l ad n.

Se D è autopara11ela rispetto ad (Ac,Vc) allora deve aversi:

( l )

(2)

(3 )

(4 )

(5 )

( 6)

Ac( a ) e9) (D)ax. 1
1

AC
(

a
) e!f)l (D)aÌ<

a

C a
e~(D)v --a ax.-- Jax.

l

VC a---ax- et/l (D)a-- aaX.
l

C a
e l1>1 (D)v a ax.- Jai<

a

C av ----ax e ~l (D)a
aÌ<

8
a
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h

A~ a aA.
Essendo A

C
(

a l a da 11 a (l) segue che= + x. ai<ax. l aXk J :~X .
l J t

aA~
l O.X =

Cl ax
Cl

-
Da 11 a (2) poiché Ac( a A

C a si ha: AB Oal< = =
Cl ax Cl

Cl t
S

a ar ..
Da 11 a (3) poiché c r a , lJ a si ha:'l = r .. --+ x

axa ax. lJ ax t a>:,- J r sax.
l

-Bar ..
lJ

O=ax
Cl

-
Dalla (4) poiché c a t a si ha: r~ O'l = r. =a ax 1 ~ a\ l';- Clax.

l

c -
Dalla (5 ) poiché 'l a t a si ha rB. O.a - = r aX

t

=-- ax. Clj Cl)ai< J
Cl

Dalla (6 ) i nfi ne risulta V
C a

Oa =- axa5< B
Cl

si conclude allora per la prop. l .2 che (A,v) è fogliettata. In modo analogo

si prova il viceversa. I

Dalla proposizione ora provata, dalla prop. 2.3 e dal teorema 2.1 segue

immediatamente la proposizione:

3.3.- La sottovarietà

di

connessione

tabil e.

D è autoparallela rispetto al lift completo

(A,v) se e solo se (A,v) mantiene .:P parallela-e la pseudo-

1 indotta da (A,v) sul fibrato trasverso Q = T(M)/D è proiet-
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