INTRODUZIONE .

Sia M una varietad differenziabile di classe € , dimensione n, si
indichi con (M) 1'anello delle funzioni differenziabili su M e con
SH(M) 1'$(M)-modulo dei campi di vettori su M; una pseudoconnessione linea
re su M & una coppia ordinata (A,v) dove A & un campo tensoriale differen

ziabile di specie (1,1) su M e Vv : X > vy &un %(M)-omomorfismo di

3)1(M) nell'F#(M)-modulo degli R-endomorfismi di a](m, soddisfacente 1'assioma

v F Y = F9Y + AX)(F)Y

per ogni X,Y e§51(M) e per ogni f € F(M).

Scopo del presente lavoro & 1o studio di pseudoconnessioni lineari su una
varieta fogliettata, pit precisamente nel n. 1 si introduce la nozione di pseu
doconnessione fogliettata e se ne trova una caratterizzazione mediante i1 cam-
po di torsione e 1'anplicazione di curvatura della pseudoconnessione stessa; si
introducono poi le nozioni di pseudoconnessione trasversa e proiettabile e se
ne mettono in evidenza alcune proprietd; nel n. 2 si studiano pseudoconnessio-
ni sul fibrato trasverso alla fogliazione, indotte da pseudoconnessioni linea-
ri trasverse o fogliettate; infine nel n. 3 si definisce il 1ift completo di
una pseudoconnessione lineare su una varietd differenziabile M e nel caso di
M fogliettata si da una caratterizzazione di una pseudoconnessione lineare fo

gliettata mediante il suo 1ift completo.



n. 1 - Pseudoconnessioni fogliettate.-

In aquesto paragrafo si denoterd con M una varieta differenziabile g”
e dimensione n, munita di una struttura fogliettata definita da una distri

buzione involutoria D di dimensione costante r <n.

Def. 1.1.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice fogliettata

se soddisfa alle condizioni:

a) A(X) e‘331(n) VX € fb] (M)

b) v Y eC:D](M) VX, Y eéb](M)

X

essendo €51(H) 1'algebra di Lie di campi di vettori fog]iettati(T) su M.

Osservazione 1.1.-

Essendo ‘ﬁH(M) un'‘algebra di Lie, per ogni campo tensoriale differenziabi-
le A di specie (1,1) fogliettato su M e per ogni X,Y 6331(”), risulta
[X,Y]A un campo di vettori fogliettato, essendo [X,Y]A definito da (c.f.r.[3]):

(Y], = [MX),Y] - DGAMN] = ACDGY])
Dalla precedente osservazione segue subito la proposizione

Prop. 1.1.- Se (A,v) & una pseudoconnessione lineare fogliettata su M al-

lora i1 campo tensoriale T di torsione e 1'applicazione di curvatura R di

(A,v) sono fogliettati.

Prop. 1.2.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M & fogliettata se

y

e solo se indicate con Ag , raB le componenti di (A,v) rispetto ad un

sistema di coordinate adattate (xa, xa), si ha:

(M) c.f.r.[5]
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per ogni  a,b = 1,2,...,r; a = r+l,...,n3 a,8 = 1,2,...,n .

Dimostrazione.

Per brevitd ci si limita a dimostrare solo la condizione necessaria; se
(A,v) & fogliettata allora le a') seguono dalle (2.10) e (2.11) di pag. 14
c.f.r.[5]; per provare le b') si osservi che se x* sono le componenti di un
campo di vettori fogliettato su M, allora le combinazioni lineari del tipo:
B =A§aax“+r:Y
sono le componenti di un campo tensoriale fogliettato di specie (1,1) su M,

XY

rispetto ad un sistema coordinato (xa) qualunque; in un sistema di coordinate adattate

(xa,xa) si ha in particolare per X = aa
ax
a _a
%o = Tha
ed essendo X; =0 per la 2.10 di pag. 14 c.f.r.[5], segue che r§a= 0.

I1 campo tensoriale di torsione T di (A,7) essendo fogliettato per la
2.17 di pag. 15 c.f.r.[5], in coordinate adattate (xa;xa), deve soddisfare al-

la condizione:

3 3
T30 5a ) €D b

H
e
-
-
-
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da questa dopo semplici calcoli si ricava:

8 B 8 R
- - - D
(rp =Ty = (3 A -3d Ab)}aB e
da cui si ottiene: c e : c

rba- Fab - ab Aa ¥ ac:sAb. =0

essendo poi I‘;a =0 e gli ultimi due addendi nulli per la a') gia dimostra-

ta, si ha r¢ = 0.
ab

L'ultima uquaalianza delle b') seque subito dalle (2.3) di pag. 12 c.f.r.
5]
lna caratterizzazione intrinseca delle nseudoconnessioni lineari fogliet-

tate su M & messa in luce dalla seguente proposizione:

Proo. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M & fogliettata se e

solo se indicati con T il campo tensoriale di torsione e con R 1'applica-

zione di curvatura di (A,v) risulta:

a") A(X) e D

VXY eD

b") T(X,Y) € D
R(X,Y) Z ed

perogni X €D e per ogni Y,Z € @1(?‘1).
Dimostrazione.

Sempre per brevitd ci si limita a dimostrare la condizione necessaria.

: a . a
Se (A,v) & fogliettata, allora in coordinate adattate (x",x") , della prop. 1.1

a i .
8.0 e ¥ - 0, per cui essendo sb eP si ha:
a

segue che Ab X



da queste seguono immediatamente le a").

Per provare le b") basta tener presente che T ed R essendo fogliettati

soddisfano alla (2.17) di pag. 15 c.f.r. [5]. B

Def. 1.2. - Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice trasversa

alla fogliazione se soddisfa alle condizioni:

A(X) e®

D
VYX €

T(X,Y) €D

ner ogni X €& e per ogni Y e ss}(n).

Osservazione 1.2.-

Se (A,% e (A,v') sono pseudoconnessioni lineari trasverse su M, allora
il tensore S definito da
S(X,Y) = VXY - VXY ¥X,Y e SH(M)

soddisfa alla proprieta:

"S(X,Y) e se X oppure Y appartienea ®".

Viceversa se (A, v') & una pseudoconnessione lineare trasversa ed (A,v)
€ una pseudoconnessione lineare su M tale che il tensore S soddisfa alla
proprieta S(X,Y) e®D se X oppure Y appartiene a P ,allora anche (A,V)
é trasversa; infatti con ovvio significato dei simboli, sottraendo membro a
membro le due uguaglianze:
T(X,Y)

v, Y - v X - Y],

AN -[X,Y]A

T'(X,Y)

si ottiene:
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T(X,Y) = T'(X,Y) - S(X,Y) = v X + 74X

allora se X e® per ipotesi deve aversi T'(X,Y) ed , v\'( X e®, inol-

tre essendo v X = v'X + S(Y,X), risulta ovviamente anche V_X e¥; si con-

Y Y

clude allora che T(X,Y) ¢ P per ogni X €@ quindi (A,v) & trasversa.

Y

Def. 1.3.- Una pseudoconnessione lineare (A,v) su M si dice che conserva

parallela la distribuzione g  se soddisfa alle condizioni:

A(X) € @
vX e LY
per ogni X € @ e per ogni Y e@I(M).

-

Ovviamente ogni pseudoconnessione lineare fogliettata & anche trasversa e
oani pseudoconnessione lineare trasversa conserva la distribuzione & paral-

lela, ma non viceversa.

n.2. - Pseudoconnessioni sul fibrato trasverso.

In questo paragrafo si denotera con M una varieta differenziabile paracom
patta fogliettata, con fogliazione definita da una distribuzione involutoria
® di dimensione r; la distribuzione @ individua un sottofibrato D del
fibrato tangente TM, di dimensione r, essendo la fibra sopra x e M il sotto
spazio 3& dello spazio tangente Tx(M)’ il fibrato Q = T(M)/D & i1 fibrato
trasverso al fooliettamento; ogni punto di Q & una classe di equivalenza {Xx}
dove XX € Tx(M)’ e due vettori Xx e Yx di Tx(M) appartengono alla stes-

sa classe di equivalenza se la loro differenza XX - Yx appartiene al sotto-

spazio @x.
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Pron. 2.1.- Ogni pseudoconnessione lineare (A,v) su M che conserva paral-

i . . . % .
lela la distribuzione @ , induce una pseudoconnessione r sul fibrato tra-

sverso 0, avente il campo A come campo tensoriale associato.

Dimostrazione.
Per ogni punto p € M, per ogni Zp € Tp(M) e per ogni sezione ¢ : p +{Xpi
del fibrato 0, si ponga;
v
7 ¢
p

=-"rr(Vz X)
n
dove n : T(M) > T(M)/D @& la surgezione canonica ed X & un campo di vet-

tori su M tale che per ogni q e M risulta ¢(q) = {Xq}.

*
Si verifica facilmente che per V sono soddisfatte le proprieta:

Ne o=%s+ 3
x+y® = Vx? y?

2)¥, (o) = B0 + Ty

3) Veyo = £ U0

4) ¥ (a0) = o¥,¢

5) B,(F6) = £ V0 + A (F)s

per oani X,Y e@l(M) , fedM) ,aeR, o e ¢ sezioni differenzia-

bili di Q; resta allora definita una ed una sola pseudoconnessione F sul fi
brato Q avente A come campo tensoriale associato e rispetto alla quale

* N i . . .
v . € la pseudoderivata covariante di ¢ rispetto a Zp (c.f.r.[?] pag.131),l

P
Prop. 2.2.- Se (A,v) & una pseudoconnessione lineare trasversa su M, allo-

ra per ogni Z €l e per ogni sezione ¢ di Q risulta:

gz ¢ = = [Z’XJA)



-8 -

essendo  ¢(q) = {Xq} per ogni_qgeM e $Z¢ la pseudoderivata covariante

*
¢ rispetto a Z della pseudoconnessione T' su 0 associata ad (A,v).

(1)

) sul fi-

di
I si chiamerd pseudoconnessione basica (o pseudoconnessione di Bott

brato trasverso Q.

Dimostrazione., -

Infatti per ogni Z e‘J)](l“!) e per ogni sezione ¢ di Q si ha:

T (VX) = w(v, 2 - - [%1],) =

v(vXZ) + m(T(Z,X)) - w([x,z]A)

v
/0

se /Z e® essendo (A,V) trasversa risulta vxZ e e T(ZX) e e

quindi  w(v,Z) = n(T(Z,X)) = 0 da cui la tesi. g

Prop. 2.3. - Sia (A,v) una pseudoconessione lineare fogliettata su M,
@) g*

(A,v) soddisfa alla proprieta:

1'applicazione di curvatura della pseudoconnessione T associata ad

R (X,¥)¢ = 0

per ogni X e&® , y e&l‘(M) e per ogni sezione ¢ di Q.
(3)

I' si chiamera nel seguito nseudoconnessione proiettabile

(]) Tale denominazione & giustificata dal fatto che se A & il campo tensoria
le di Kronecker, allora € una connessione basica secondo Bott (c.f.r.

[1]pag. 33).

(2) L'apnlicazione di curvatura R di una pseudoconnessione T su 0 & de-
finita da: R(X,Y)¢ = VX(VY¢) - VY(VX¢) -v[X,Y:] ¢ per ogni X,Y e%(M) e
¢ sezione di 0; Ved A sono rispettivamente la nseudoderivata covarian
te ed i1 campo tensoriale associati a T.

(3) Tale denominazione & g1ust1f1cata dal fatto che se A & il campo tensoria-
le di hkronecker allora 1‘ @ una connessmne nroiettabile secondo Molino op
pure basica secondo Kamber - Tondeur (c.f.r.[4]).



Dimostrazione. -
Se X ed Y sono campi di vettori su M e ¢ : q = {Zq} € una sezio-

ne del fibrato 0 = T(M)/D, si ha:
* ¥k * % %
RUXY)e = vy(vy ¢) - v ( Vo) - v[XaYJAd) =

m(v, (v,Z) - vY(vX Z) 'V[X,Y]AZ) = 7(R(X,Y)Z); se X e ® allora per la b")

X ( Y
della prop. 1.3 deve risultare

R(X,Y)Z e e quindi m(R(X,Y)Z) = 0, da cui la tesi. |

I risultati ora esposti, si nossono invertire in quanto vale il seguente

teorema:

. . * . .
Teorema 2.1.- Ogni pseudoconnessione T sul fibrato trasverso ( induce

. . ) s
una pseudoconessione lineare su M, trasversa o fogliettata a seconda che T

e basica oppure proiettabile,

Dimostrazione. -

Avendo supposto M paracompatta allora esiste una metrica riemanniana su

M e ouindi si pud costruire i1 fibrato vettoriale p* (isomorfo a Q) tale

che T(M) =D @ D* ; inoltre fissato un campo tensoriale differenziabile A

di specie (1,1) su M, esiste una pseudoconnessione T sul fibrato D asso-
ciata ad A (c.f.r.[i] pag. 114); premesso cid sia ? una pseudoconnessione sul
fibrato trasverso (0, avente A come campotensoriale - associato e siano inoltre
v, v le pseudoderivate covarianti di T e ? rispettivamente,indicato con

p 1'isomorfismo tra p* e 0 =T(M)/D, sia v 1'operatore definito da:

- *
va = VXY1 + p(v X )

per ogni X,Y = Y] + Y2 € EH(M) e per ogni sezione ¢  di Q tale che
o(q) = {Yq} per ogni n e M. La coppia (A,v) & una pseudoconnessione lineare

. * . - . .
su M che induce 1 su Q, in quanto essendo vx Y} €Y e mops= T si ha:
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W(7,Y) = w(7,Y.) + 1(p(,0)) = T, ¢

Se si fa 1'ipotesi che Y e9D allora Y2 = 0 e quindi ¢ =0, da

cui si ottiene: g _ =
y V=0 Y€ D

Si suppnonga ora i basica, allora A(X) €® se X ed , inoltre
se Xed e Y eg(M) per il campo tensoriale di torsione T di (A,V)

si ha:

1]

™ (T(X,Y)) vY - v X - [X,Y],)

m(y
m(7,Y) - ‘rr([X,Y]A) =

da cui consegue che T(X,Y) €e®d e quindi (A,v) & trasversa.

Se T & proiettabile allora per ogni X €@ risulta A(X) €D ed inol

tre per ogni X eD , Y, Z E$1(H) con ovvio significato dei simboli si ha:

H

m(R(X,Y)Z) n(vx(vYZ) -v (v Z) D( Y} Z) =

n(vx( VYZ])-'I- vy p(V Y¢) -y vx 21 -

- 7y P(Re) - 7 zo - p(Vry 7 ¢
Y "X [x,v], (.1,
poiche v Z, €D risulta VX( VYZ1) €EPD e VY(VX?‘]) €9 e quindi
la precedente uguaglianza si riduce a:

m(R(X,Y)Z)

w7 (p V,0)) = w(7y(p V) - $D"Y]A¢ .
= TV -0 (T - gf""’hq’ -

2,z =0

n

da cui si conclude che R(X,Y)Z e ® e quindi (A,v) @& fogliettata. [§
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n.3. - Lift completo di una pseudoconnessione lineare.

Sia M una varietd differenziabile di classe C e dimensione n, ogni
sistema di coordinate locali (x1) in un intorno di un punto p € M induce
un sistema di coordinate locali (x1,k1) sul fibrato tangente T(M)} la base

3

naturale nel generico punto (x3;x) di T(M) é data da ( 2 I ) 3 se
3x ax

(x'1 ) @ un altro sistema di coordinate locali nell'intorno di p e M, allo

ra sussistono le uguaglianze (c.f.r. [7] pag. 3)

-
h
d 33X 3
_hl = ]
ax' ax'h axh
<
2

3 _ 0 xh k'1, 3 + axh 3

ht N R h h! .h
q X ax X X ax )

Se f e 5‘(M) si chiama 1ift verticale di f 1la funzione fv =f o

essendo = : T(M) ~ M 1la proiezione del fibrato tangente T(M).

Se X & un campo di vettori su M rappresentato localmente da X = X' —Em?
ax
il 1ift verticale di X & il campo vettoriale XV su T(M) rappresentato

localmente da: XV _ ; si chiama invece 1ift completo di X, i1 campo
X .
. . i i

di vettori X° su T(M) rappresentato localmente da:x%=x’ HE? £ % ~355 "
X X

Prop. 3.1.- Sia (A,7) una pseudoconnessione lineare su M, allora esiste

, . : c c .
una ed una sola pseudoconnessione lineare (A7,v") su T(M) univocamente ca-

ratterizzata dalle condizioni:

(1) A = (A WX €D (M)

(2) 5 Y= (70"

x Y ¥X,Y e‘@](M)
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Dimostrazione. -

La (1) dice che AC & i 1ift completo del campo tensoriale A, che & uni

vocamente determinato (c.f.r.[7] nag. 20).

Ny
Sia (AC,V) una pseudoconnessione lineare su T(M) tale che:

v c C
(3) vxc Y= (VXY) ¥X,Y e‘.’D1(M)

allora tenendo conto che (c.f.r.[7] pag. 14):

n
-
>
—ty
><

(£x)° VF e F(M); VX € B (M)

si ottiene:

D'altra parte risulta anche:

7N = (v Y
Xc- X

)< = (F 9,Y + A (FY)

R N A U O R YO 1 R AR YA IC N

da cui si ricava che:

(4) v V v

(5) 7Y = (Y
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Dalla (3) (o anche dalla (4) si deduce che

(6) ¥,v =0
X
infatti
v CYV . Cv Ve Voo oy y Vo fv(vXY)v
(£X) f X' +f X X |
v . . (vfo)V = (FvXY)V = fV(vx %
(X)

Le uguaglianze (3)(4)(5)(6) provano che la pseudoconnessione lineare

C . _
(A°,V) se esiste & unica.

Per dimostrare 1'esistenza si fissi una carta locale (V,¢) su M e sia

c

) . . . R c vV, .
(Xi) il relativo sistema coordinato; & noto che (x ...,x ; x casX ) e

1’ 17"

. ) -1 . . .
un sistema coordinato su T(M); su = (U) si definisce una pseudoconnessio-

GO )

ne lineare ) univocamente determinata dalle condizioni:
c
(%) _ a(0)
lUlxe . (viu) X.)°
Xs 7 i
v(U), ¢ (u), v
7 v, X = (v, X,
(7) G )
<
FU Y lU) Y
c J )
. 1
i
(U
v(v) X§ = 0
X,
L
)
dove Xi = ai (i =1,...,n) ed (A(U), V(U’) e la pseudoconnessione linea
.i .

re indotta da (A,v) su U.
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un'altra carta locale su M tale che UNW #0 e se

D!

Se (W,v)

A (W) %(N))

(A7, v la pseudoconnessione lineare su n'1(w) ¢ T(M) definita

dally (7), allora si pud verificare facilmente che su n“](U)r‘w-](W) le

HOJRIO

D

pseudoconnessioni lineari indotte rispettivamente da ( e

(A(N) v (w)), sono le stesse; resta cosi definita globalmente su T(M) una

VIR T
pseudoconnessione lineare (A,V) soddisfacente le condizioni volute.
Indicato con (yi) il sistema coordinato relativo alla carta (W,¥) e po

sto Yi = *5§~ si provera per brevitd che in n"(U)F\ﬂ“](w) si ha:
.i

HU v FNOYE L gy y©

ﬁ)(a?)C)xE F (D) (e g+

Vo V., hWV ocoe, ki c
£ Heg) (A(X) (g5 )X+

hee ke ;3(3) W (g?)c(gg)v HUye
h Xh
yj Vv k c %J(g) + (gh)v(ik)v Y ) E

Tenendo conto che:

aC V,, k,c vV, k,c

AT(X ) (E5) 7 = (A(X)) ()

RSO (EDS = (A0 ()

]

i
"'-.
r\

><
‘-u./
—_
d'*"l.'
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V. Kk\V

o EH" = o e’ - o
Ao = oD’ = o e’

ed usando le (7), si ottiene

S
-
]

it

h,C k,\V JV h,V k,,C ,V
(£9) (A (E)) X + (£ (A (E)” X, +

—~
-
]
~—
i
-t
w

C cV Vv C
9

(fa) fig + f

e quindi si ottiene in definitiva:

VS < mo S  + Ao X

]
—
=
—
-
S
—
vy
[
~
>
+
oy
<7
><

In modo analogo si provano le uguaglianze:

n (W)
v EU)YY = % c Yy
v Joooys
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ARG S

Y, Y.

1 1
A MM
v, 3oy Y

1 1

La proposizione & cosi completamente provata.f

Osservazione 3.1.-

Mantenendo le notazioni della proposizione precedente, si ponga per sempli

cita: n
X, = x°
i i
X . =x
n+i i
"y r\,D"‘)
v')\(%B—TABXB
A
dove X, = i : XC = 0 : XV = ? con i=1,...,n
1 X 1 Bxi 1 axi

A,B,C,D = 1,2,...,2n; dalle (7) si ottengono allora le uguaglianze:

vk k vk vk vk
r..=T.., 3 T, =0; 7 . .=0,;T . . =0
iJ ij i n+j n+i j n+i n+j
k
ar, .
“Voptk oom ij "~ n+k Von+k v n+k
r.. =x w5 T, ., =031 . .=0; . g
1) ax 1 n+] n+1 J n+1 n+J

Inoltre dalle (3.31) c.f.r.[7] pag. 21, si ha:

N . Ny s Y] . J . -
I R B o L.n+j o .m 9A RN L5 I
Ah - Ah ’ An+h =05 Ah X R T Ah

dove (AJ; ?:j) sono le componenti di (A,v) rispetto alla carta (U,¢) prefis

sata.

Osservazione 3.2.-

Poiche per ogni X,Y €D (M) risulta [X°,¥°]= [,Y]" (c.f.r.[7] pag. 16)
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il tensore di torsione e 1'apnlicazione di curvatura di (AC,VC) sono uguali
rispettivamente al 1ift completo del tensore di torsione e dell'applicazione

di curvatura di (A,v).

Si supponga ora che M sia una varieta fogliettata e sia (A,V) una pseudo

connessione lineare su M; sussiste la sequente proposizione:

Prop. 3.2. - La sottovarieta D di T(M) _& autoparallela rispetto al

1ift completo (Ac,vc) se e solo se (A,v) & fogliettata.

Dimostrazione.

In cid che segue si suppone che gli indici 1i,j,k.%2,r,s variano da 1 ad

Ny a,B,y da 1l ad r; a s, B,y da r+l ad n .

Se D & autoparallela rispetto ad (AC,VC) allora deve aversi:

c 3
(1) M) ed. (D)
c d
(2) Sy ) €D, (D)
c 3
(3) Ty Tax, R0
oX, J
1
(4) v;_ - ¢®, (D)
aX, >
1
(5) VCL 83 ¢ 9 (D)
axa
c 0
(6) T T €% (0)
X ;



o 3 k 3 : BA? 3
= ; d
Essendo A ™ ) Ai Bxk + xj ?xj - alla (1) segue che
aAf
xDE ™ = 0,
o
... .C 3 c 3 B
Dalla (2) poiché A°( o } = Aa v si ha: A =0
o '3 s
c 3 r 3 arij 9
Dalla (3) poiché v s T - rij - X vy ol ha:
— J r ¢ S
axX.
j
BI‘1..
J =0
ax
o
. c 3 3 .. B
Dalla (4) poiché v ; e riu X si ha: F1a =0
— o L
X,
1
Dalla (5) poiché v°. 3 2 2
P 3 vl T, X siha 7 .=0
ox g M 2 3
Qa
Dalla (6) infine risulta vca 3 -0
—  3x.
X B
a

si conclude allora per la prop. 1.2 che (A,v) & fogliettata. In modo analogo

si prova i1 viceversa. fJ

Dalla proposizione ora provata, dalla prop. 2.3 e dal teorema 2.1 segue

immediatamente la proposizione:

Prop. 3.3.- La sottovarieta D & autoparallela rispetto al 1ift completo

(Ac,vc) di (A,v) se e solo se (A,V) mantiene > parallela e la pseudo-

connessione T indotta da (A,v) sul fibrato trasverso 0 = T(M)/D & proiet-

tabile.
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