
l. CONNESSIONI DEL SECONDO ORDINE DI SPECIE (D,l).

E. Bompiani h~ definito in [2J una connessione del secQndo ordine as­

segnando su ognt carta locale (U,~) di Vn due famiglie di funzioni

pq p tali che in • intersezione non vuota dei domini di(C.. h , D.. h) ognl
l J , lJ,

due carte locali • soddisfatte certe relazioni ((C) e (D) • [2J) cheS1ano ln

assicurano carattere tensoria le alle combinazioni del tipo

p pq
o.. ~ + C.. hlJ lJ,

h P h
0q ~ + D.. h ~lJ,

dove le ~p sono le componenti in (U,~) di un campo di vettori contro­

varianti.

Successivamente C. Di Comite ha provato in [5J che ogni connessione del

a certi assiomi.

secondo ordine può essere determinata

operatori C e D, definiti in

te in ez:2 e in eX, soddisfacenti
o

globalmente su

e.Xxe.Xea

Vn da una coppia di

valori rispettivamen-

Considerazioni analoghe a quelle di Bompiani possono farsi assegnando
• carta locale (U,~) di V due famiglie di funzi oni pq psu ogm (C .. h,D .. h)n lJ, lJ,

• modo tale che abbiano carattere tensoriale le combinazioni seguentiln

(l. l ) O.• w
h

+
lJ

pq
C.. hlJ, o w +

q p
PD.. h wlJ, P

dove le w sono le componenti in (U,~) di una l-forma differenziale.
p

E' facile verificare chele combinaziont (Li) 50no le componenti

di un campo di tensori di specie (0,3) se valgono le seguenti relazioni:

(1.2)
p' q'

C""h'­l J ,
pq

C.. hlJ,
i j h p' q'

e.,e.,eh,e e -
l J P q

q' P p' q'
o.,e"h,e -o.,

J l P l

p'
e
p

p' q (j'
-oh,e., .,e

l J q

(1.3)
p'

O""h'­l J ,
P

D•. h
l J ,

i je.,e.,
l J

l'q' P p'
C.,., h,e" ,e

l J, q p
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, ,
in cui si sono i ndi ca te con cP q.,., h'

l J ,
p'

e D.,., h'
l J ,

le funzioni definite

nella carta locale

1 ' n 'e .'=(x , ... ,x )

(U ' ,. ' ) come

si è posto

dianzi,si è supposto UnU'f~ e dove,se .=(x~ .. xn)

i ax i
l a2xi

e. I - o.' e. I • I - • I . I ecc.
l ax l l J ax l axJ

DEF. 1 - L'ente geometrico avente per componenti in (U,.)le funzioni C
qp
lJ,q e

D~. h sarà chiamato connessione del secondo ordine di specie (0,1); 1'en
l J ,

te geometrico avente per componenti soltanto le funzioni

rà C-connessione di specie (0,1).

Cpq h si chiàme­
l J ,

Si mostrerà ora che le connessioni del secondo ordine di speCle (0,1), co­

si come ha provato C.Di Comite in[SJper le connessioni del secondo ordine, pos

sono essere definite globalmente su V •n

DEF. 2. - Sia C: (X,Y) ...ex Y una applicazione lR-lineare di cXxtX,

nello spazio vettoriale su lR delle applicazioni lR-lineari di ez~ ln

C71
-1.-

1
soddisfacente ai seguenti assiomi:

•per ognl •per ognl

fCX yW + X(f) Y III w+ Y(f)X III w,

X,YecX e per ogni w~ .

Sia inoltre D: (X,Y) ... DX,y un'applicazione :t-bilineare di

tXxc)(nell':t-modulo degli endomorfismi di ez~ soddisfacente al seguente
•aSSloma:

(D)
1

Cl (df aCx Y w), + Y(X(f))w
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e dove si è indicato con la contrazione del primo indice di controva-

ogmX, Y e tX , perf € -::7 , per•per ogm

rianza col primo indice di covarianza.

2r e l'ap-

così definito

rispetto a

C,D) definisce su Vn una

lO, l ) e che l'operatore C de­

(0,1).

x

2 2
O :w 't O w

C-connessione di specie

il campo tensoriale 02w

che la coppia di operatori

del secondo ordine di specle

una

w ~,
2

Ow:(X,Y)e

a11 ora

r2

(l .4)

Si dice

Per ogni

•conneSSlOne

si chiama differenziale covariante secondo di w

plicazione

finisce su

si chiama differenziazione covariante del secondo ordine rispetto a 2
c
• •

Come per le connessioni del secondo ordine (cfr. [5]) sussiste la seguente:

•

Prop. l - Se è la derivazione covariante rispetto ad una conneSSlO-

ne lineare r su Vn' gl i operatori C e D definiti per
• (X,Y) •

w~ nel modo seguente:ogm e x e per ogm

(1. 5) +

(1. 6)

determinano su Vn una connessione

tale che la differenziazione covariante

l'ordinaria differenziazione covariante

2
r del secondo ordine di specie (0,1)

02 rispetto a r
2 coincide con

v2 del secondo ordine rispetto a ,

La connessione del secondo ordine di specie (O,i) definita dalla proposi­

zione precedente secondo le (1.5) e (1.6) si chiama dedotta dal~_ connessione

lineare r.

Se e una connessione del secondo ordine di specle (0,1) defini-
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posto per
p

D.. h
l J ,

definite su U da:

ogni i = 1•...n

ta da (C •D l. é facile verificare che essa induce su ogni sottovarietà

aperta Udi Vn una connessione rG dello stesso tipo.
1 nSe ( U•• l é una carta locale di Vn con • = (x •..••x l.

a. =e. e dx j =ej • le funzioni C~~ h e
axl l lJ.

(1.7) - C~~ hlJ,

(1 .8)

si chiamano componenti

(Du)e .•e.eP ­
l J

di r 2 nella carta (U,').

Indicate
pOq' pO

le componenti di r2 • un' altracon Ci 0j' .ho e D.o"h' lnl J •
carta locale (UO •• 0) tale cge un U' F 0. si verifica facilmente che sussi-

stono le (1.2) e (1.3) dette formule di trasformazi one delle compo~e~ti di r2.

Viceversa se su ogni carta locale {U ••~ di Vn vengono assegnate due fa-

mig1ie di funzioni

tersezione non vuota

C~~ h e
l J ,

di due

D~. h verificanti le (1.2) e (1.3) in ogni in­
l J •

domini di tali carte, si può definire. mediante

le (1.7) e (1.8),una coppia di operatori (Cu.Du) che determina su U uni con­

nessione del secondo ordine di specie (O.l) r~ . Si definisce infine su Vn
un'unica connessione del secondo ordine di specie (O.l) determinata dalla cop­

pia di operatori (C.D) tale che. se p e Vn e (U.,) é una carta locale con

p e U, risulti:

per ogni X.V e~ e per ogni w e ez~
•
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Ne segue che la DEF: 1 di connessione del secondo ordine di

specie (D,l) è equivalente alla nrf.2 •

Si osservi che se

cie (0,1) dedotta da

le componenti di r2

2
r è una connessione del secondo ordine di spe

huna connessione lineare di componenti r .. , allora
lJ

sono,come segue facilmerteda (1.5) e (1.6):

(1. 9)
pq

C.. h
1J ,

_ -,q T' P _
Ci 'jh

q p
<5. r. h
J 1

- ,p I·q
c h ji

(1.10) P
D.. h

1J ,

Come in [5J sussistono le seguenti due prorosizioni:

PRDP. 2 - Se ~~ è una cOEPia di operatori che determina su Vn una

connessione r2 del secondo ordine di specie (D,l) allora la coppia di

Eperatori (C' ,D') defi nita da :

CXY w= ~~,y w+Cy,X w+ [x,Y] Il w)

v X,Y etX

V w e CZ~

determina su Vn
. , 2una conneSSlone r del secondo ordine di specie (0,1).

Se
pq

( .. h 'l J ,
PD.. h)
l J ,

sono le componenti di in una carta locale (U,.),

allora le componenti di
pq

ne=-lc..:l.;:::a..-:::...st:.:e:.:s..::s.::,a_c:.:a:..:.r...:t.::,a-"sono (C ( . .) h-- lJ, , D~ .. ) h) .
\ 1 J ,

PRDP. 3. - La più generale connessione del secondo ordine di specie (D,l)

è determinata dalla coppia di operatori (~ tali che:

w= ~ ~ w -Y X w+(C~;(Aag.7w))(X,Y)+S(X,Y ,';l)
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~ X,Y e eX e w ft{ e dove 'V è la derivazione

covariante rispetto ad una connessione lineare ed A e S sono

due qualsiasi camp1 tensoriali di specie (2,3) e (1,3) rispetti­

vamente.

Sia r2 una connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita

in una carta locale

carta sono

allora ­
2covarianti D w nella stessa

del campo di

le (1.1.).

w.
1

le componenti

avente componentida ç;~ e sia

(11,~) di Vn,

tensori tri pl i

In particolare se f e 1 le componenti in (U,~) di 02(df) sono:

(1.12) f +
pq

f +
p a f .ai j h C.. h a O.. h1J, pq 1J , P

Per ogni f e 1 il di tensori 03 f = 02(df) • chiama di fferen-campo Sl

ziale covariante terzo di f rispetto a 2 e l'operatorer

3 2o = D od:

2si chiama differenziazione covariante terza rispetto a r .

Si osservi che se r
2

è dedotta da una connessione lineare r. tenen
3do presenti le (1.9) e (1.10) segue che l'operatore <5 coincide con

l'operatore 63 di derivazione covariante terza rispetto a r studiato

i n [11].

2. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI A 2r . -

L'operatore 0
3

di differenziazione covariate terza dispetto ad una
2

connessione r del secondo ordine di specie (0,1) è un omomorfismo (ri

spetto alle strutture di spazio vettoriale su JR di 1 e~) e quindi

0
3
(1) è un sottospazio vettoriale di Cé~. Un campo di tensori w appar-


