1. CONNESSIONI DEL SECONDO ORDINE DI SPECIE (0,1).

E. Bompiani ha definito in [2] una connessione del secondo ordine as-

segnando su ogni carta locale (U,¢) di Vn due famiglie di funzioni

(c?? , oP

ii.h * 953 h) tali che in ogni intersezione non vuota dei domini di

due carte locali siano soddisfatte certe relazioni ((C) e (D) in [2]) che

assicurano carattere tensoriale alle combinazioni del tipo

P, ~PQ h P h
i35 T han %t T g
dove le gp sono le componenti in (U,¢) di un campo di vettori contro-
varianti.

Successivamente C. Di Comite ha provato in [5] che ogni connessione del
secondo ordine pud essere determinata globalmente su Vn da una coppia di
operatori C e D , definiti in X x X e a valori rispettivamen-

. 2 . . . . _—
te in ‘?ﬁo e in <X, soddisfacenti a certi assiomi.

Considerazioni analoghe a quelle di Bompiani possono farsi assegnando

su ogni carta locale (U,¢) di Vn due famiglie di funzioni (C?? h’D?j h)

in modo tale che abbiano carattere tensoriale le combinazioni sequenti

Pq P
(1.1) a‘ij Wy + Cij,h Bq {up + D'ij,h mp

dove le wp sono le componenti in (U,¢) di una 1-forma differenziale.

E' facile verificare che le combinaziont (1.1) SONO e componenti

di un campo di tensori di specie (0,3) se valgono le sequenti relazioni:

| _h q' 4'p .p'_a" .p p' p'ad g
1.2) cP 9 2P gt Y Pl . -5 - 1
( ) i J ,hl TJ,h 1! J:ehlep q ﬁJrﬁilhiep 6il ejlhi Bp 6h=6i1336q
| P etet p Pt P P’
1.3) 07, .. .. =07 o ¢ s - ¢! 1
( ) i J ,h 1J,h e.!leji 8hl p Cinjlghiellqlﬁp Gil:}lhlep



-2 -

in cul si sono indicate con Cqul e D le funzioni definite
-llJl,hl TIjI!hl

]

nella carta locale (U',¢')come dianzi,si & supposto UnU'#p e dove,se ¢=(x,..x |

: 1 : 2 1
1’ n' . 1 9 X ] 3 X
e ¢ =(X ,...5X ) si € posto 6., = S 5 0.,., = ——., €cCcC.
i i '] it ]
o X axX 99X

qp

DEF. 1 - L'ente geometrico avente per componenti in (U,¢)le funzioni C." e

17,4

nP

i3 sara chiamato connessione del secondo ordine di specie (0,1);1'en
i a

te geometrico avente per componenti soltanto le funzioni C?? i s1 Cchiame-
3N

rda C-connessione di specie (0,1).

Si mostrerd ora che le connessioni del secondo ordine di specie (0,1), co-

si come ha provato C.Di Comite in[5]per le connessioni del secondo ordine, pos

sono essere definite globalmente su Vn'

DEF. 2. - Sia C: (X,Y) +CX y una applicazione R-Tineare di X xeX

nello spazio vettoriale su R delle applicazioni R-lineari di‘ff? n

soddisfacente ai sequenti assiomi:

(C1) (:;X,Yw = ijX,Ym - Y(f)X 8 w
(Cy) ij,fY“ ) fcjx,v“
(C3) CjX,Yfm = f(:&,Ym + X(f) Y dw+ Y(F)X 8 w

per ogni f e -f , vper ogni X,Y e e per ogni W éi:1 .

Sia inoltre  D: (X,Y) » D, , un'applicazione ~#-bilineare di

JxXnell' F-modulo degli endomorfismi di CZO

] soddisfacente al seguente
assioma:

(D) DX,Y fu

I
—+
v,
£
+
(D

1
.Y , (df @CM w) + Y(X(f))w

n
N
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per ogni f € 5 per ogni X,Y € JC , per ogni  w eCZ{]}

C o s | : , . :
e dove si €& indicato con C] la contrazione del primo indice di controva-

rianza col primo indice di covarianza.

Si dice allora che la coppia di operatori C,Z)) definisce su Vn una

connessione FZ del secondo ordine di specie (0,1) e che 1'operatore C de-

finisce su Vn una  C-connessione di specie (0,1).

Per ogni w 652:1, il campo tensoriale Dzm eczg cosi definito

O

2
(1.4) D°w : (X,Y) € x = Zngvm eC,

si chiama differenziale covariante secondo di w rispettoa T e 1'ap-

plicazione ) ,

D 0w+ Dw

s1 chiama differenziazione covariante del secondo ordine rispetto a .

Come per le connessioni del secondo ordine (cfr.[5]) sussiste la sequente:

Prop. 1 - Se v & la derivazione covariante rispetto ad una connessio-

ne lineare ~r  su V , gli operatori C e D definiti per

ogni (X,Y) € x e per ogni w eCZT nel modo seguente:

(1.5) C:k’Y o=Xa Yo + Yave -(vX) 8w
(1.6) ZDX,Y w = 9 (Tyw) - vaXM
determinano su Vn una connessione rz del secondo ordine di specie {(0,1)

: L. . 2 . 2 L.
tale che la differenziazione covariante [~ rispetto a T  coincide con

e - N . 2 . .
1'ordinaria differenziazione covariante v del secondo ordine rispetto a

La connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita dalla proposi-

zione precedente secondo le (1.5) e (1.6) si chiama dedotta dalla connessione

1ineare r.

2 _ : : , L .
Se r € una connessione del secondo ordine di specie (0,1) defini-
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tada (C,D), é facile verificare che essa induce su ogni sottovarietd

aperta U di Vn una connessione rﬁ dello stesso tipo.

1

Se ( U, ¢ ) e una carta locale di Vn con ¢ = (X ,..‘,xn), nosto per

i = o . J o ol s ~PQ P
ogni 1 1,...n ";;T = e; e dx eV, le funzioni Cij,h e Dij,h

definite su U da:

P _ ~pPQ h
(1.7) (C:U)Ei.ej e’ = Cij,h Eq 2 e
P _ P h
(1.8) ('DU)EUej e = Djyn ¢
2

si chiamano componenti di T~ nella carta (U,¢).

Indicate con CP,$ e DP,.. le componenti di r2 in un‘altra

iljt’hl i'3 ’hl
carta locale (U',¢') tale cge UNU' # B, si verifica facilmente che sussi-

stono le (1.2) e (1.3) dette formule di trasformazione delle componenti di ré.

Viceversa se su ogni carta locale (U,¢4 di Vn vengono assegnate due fa-
miglie di funzioni C??,h e D?j,h verificanti le (1.2) e (1.3) in ogni in-
tersezione non vuota di due domini di tali carte, si pud definire, mediante
le (1.7) e (1.8),una coppia di operatori (C?U,Z3b) che determina su U una con-
nessione del secondo ordine di specie (0,1) rﬁ . S1 definisce infine su v,
un‘unica connessione del secondo ordine di specie {0,1) determinata dalla cop-
pia di operatori ((C,]D) tale che, se p e Vn e {U,9) & una carta locale con

belU, risulti:

(Cxyedp = CCyx vy ey » Dy = {D“)"‘lu""lu o1y) 5

per ogni X,Y e e per ogni w e Q?
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Ne segue che la DEF; 1 di connessione del secondo ordine di

specie (0,1) & equivalente alla BDEF.2 .

: * 2 . : ‘
Si osservi che se T & una connessione del secondc ordine di spe

: . : . D
cie (0,1) dedotta da una connessione lineare di componenti Fij’ allora

le componenti dj r2 sono, come seque facilmerteda (1.5 e (1.06):

q _ 9P 9P P9
(1.9) Cij,h = 5i Ijh 6j Cop 5h Iji
(1.10) DP = =317 +F? rk +Fk Fp '

i3,h i in ik jh T i kh
Come in [5] sussistono le seguenti due proposizioni:

PROP. 2 - Se CD é una coppia di operatori che determina su Vn una

connessione r2 del secondo ordine di specie (0,1) aliora la coppia d:
operatori ((C'.D') definita da :

| I i
Cry o= 2G,y “*Cy x ot 61w o)

V X,Y e X
] _ _l 0
DX,Y W = Z(Q,Ym +D{,X UJ) ¥ w ECZ-I
determina su V_ una connessione F'z del secondo ordine di specie (0,1).
Pq p o 2. | o L
Se ii.h Dij h) sono le componenti di 1 in una carta locale (U,9),

r-.

allora le componenti di rté nella stessa carta sono (Cpq , D ) .

(13)sh ~ (33),h

PROP. 3. - La pil generale connessione del secondo ordine di specie (0,1}

é determinata daila coppia di operatori (CD talil che:

C,yu=X 87 wtYavw-(7X) o+ AXY u)

D, w= 9y T - T o (AB)) (XY )45,V 0)
? Y
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per ogni X,Y e X e W eCZ:] e dove v @& la derivazione

covariante rispetto ad una connessione lineare ed A e S _sono

due qualsiasi campi tensoriali di specie (2,3) e (1,3) rispetti-

_Eamente.

Sia P2 una connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita
da C,'D) e sia w e‘(,] avente componenti oF in una carta locale
(U,9) di Vs allora ~ le componenti del campo di

tensori tripli covarianti Dzw nellastessa carta sono 1e (1.1.).

— _ . L
In particolare se f €< le componenti in (U,¢) di D (df) sono:

Pq p
(1.12) aijh f + Cij,h aqu + Dij,h apf :

3

Per ogni f’eISF il campo di tensori & f = Dz(df) si chiama differen-
2

ziale covariante terzo di f rispettoa T e 1'operatore

63 = 02 od: f - 63 f

si chiama differenziazione covariante terza rispetto a T

. . 2 . .
Si osservi che se T & dedotta da una connessione lineare T , tenen

do presenti le (1.9) e (1.10) segue che 1'operatore 53 coincide con

3 . : : . . :
1'operatore A~ di derivazione covariante terza rispetto a T studiato

in [11].

2. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI A Pz. -

3 . . . : u
L 'operatore ¢ di differenziazione covariate terza dispetto ad una

: 2 . . : . . .
connessione I' del secondo ordine di specie (0,1 & un cmomorfismo (ri
spetto alle strutture di spazio vettoriale su R di -+ e 52:3) e quindi

53(7) & un sottospazio vettoriale di &

5 Un campo di tensori w appar-



