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INTRODUZIONE. -

S-z-a V urta vaJU.w cU6 6eJlenUab.u.e Jtea.Le n-cUmeM-z-o ruLte. cU d'iLM e
n

( -j t' a.LgebJta delie tlunUon-Z. cU66eJlenz-Z.ab-Z.U llU Vn' eX t '-j-moduto

du camp-z- cU ve;t;toit-Z. COI'WwvlVl.À..anU cU66eJlenuab-Z.U l>U vn' ez~ (!t=0, 1, ... ;

II = O, l .•. ) i l -j-moduto du c.amp-Z. cU teMoit-Z. cU6t\eJlenUab-Z.U cU òpeue

(!t,ll) òU Vn~ ="7,ez; ~.

E' nota i ',{)npoJttanza, nelio òtu.cUo cU V, delio llpaZ-Z.o cU coomotog-Z.a
n

cU Ve Rham q-cUmeM-<-oruLte (1 :: q :: n) H
q

delie q-60!lme cU66eJlenz~;

e.ò-60 è ~om0!l6o aUo òpaz-Z.o cU coomotog-<-a cU Cech q-cUmeM-z-oruLte q.{i a

V •
n

Recentemente ([IJ, [10j, [1 IJ I -60110 òtaU lltu.dULt<. cUve!lò.{ ,;paz,i. cU coo­

motog-Z.a aMoUaU ad urta conne.òò-<-One une.aJte l>U v. S.{ è pJtovato che ai­
n

c.u.ru cU tali ,;paz-z- wu..f.tano ~omor,6-<- aUo òpaz-<-o cU coomotog-Z.a l-cUmeM.{o

naie Hl cU Ve Rham e quncU -6OI'W -z-nvlVl.À..anU topotog.{u cU V, mentJte ai­
n

AppMe rtatu.Jta.Le moJ'..a ch-Z.ede!lò-Z- coòa òuccede llu una

a.LtJto tipo cU conne.òò-<-o ne.

V mun.<.ta cU un
n

Ne..t n.1 cU me tavoJ1.o, aMegrtata òu V -<-n due moeti. equva.Lenti una
n

co nneM-<-o ne r 2 de..t M'.condo oJtcUne eLi. òpeue (0,1), ò-<- ùwwduce un oP,~

JtatoJte 0 3 ;"7+ez~ cU cU66eJlenz.{auone covalVi.ante teJlza wpe.:t:to a r 2 •

IneLi. [n.2), data -z-n modo natu.Jta.te. ta noz-z-one eti. campo cU teMoit-Z. tupu

covlVl.À..anU e.òatto o çlt.ùL!.>O wpe;t;to a 0
3

, ò-z- deMwce lo òpaz,i.o H~2

eLi. coomatog-Z.a wpe;t;to a r2
du c.amp.{ eLi. teMorvì. .uupU c.ovlVl.À..anU e ;,i.

cumoòtJta che e.ò-60 è ~omoJt6o aUo òpaz-Z.o eLi. c.oomo,tog-Z.a l-cUmeM-<-ùruLte q.{~2

a coe66-z-uel"..ti ne..t 6MUO de.Ue. 6unz-<-Ol"...t a cU66eJle.nzi.ale. c.ovCVU:,ante. teJlZC

rv!.òpU.;to a r 2 "lutto.

Lavoro eseguito nell 'ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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l. CONNESSIONI DEL SECONDO ORDINE DI SPECIE (0.1).

E. Bompiani h~ definito in [2J una connessione del secQndo ordine as­

segnando su ognt carta locale (U.~) di Vn due famiglie di funzioni

pq p tali che in ogni intersezione non vuota dei domini di(C .. h • D.. h)
1J • 1J.

due carte locali siano soddisfatte certe relazioni ((C) e (D) in [2J) che

assicurano carattere tensoria le alle combinazioni del tipo

p pq h P ha.. ~ + C.. h aq ~ + D.. h ~
1J 1J. 1J.

dove le ~p sono le componenti in (U.~) di un campo di vettori contro­

varianti.

Successivamente C. Di Comite ha provato in [5J che ogni connessione del

a certi assiomi.

secondo ordine può essere determinata

operatori C e D. definiti in

te in ez:2 e in eX. soddisfacenti
o

globalmente su

e.Xxe.Xea

Vn da una coppia di

valori rispettivamen-

Considerazioni analoghe a quelle di Bompiani

su ogni carta locale (U.~) di Vn due famiglie

possono farsi assegnando

di funzioni (C~q h.D~. h)
'J. 1J.

in modo tale che abbiano carattere tensoriale le combinazioni seguenti

(l. l )

dove le

pq p
a"J' wh + C.. h a w + D.. h w

1J. q P 1J. P

w sono le componenti in (U.~) di una l-forma differenziale.p

E' facile verificare chele combinaziont (Li) 50no le componenti

di un campo di tensori di specie (0,3) se valgono le seguenti relazioni:

(1.2)
p'q' pq i j h p' q' q' p p' q' p p' p' q li '

C. , ., h' = C.. h e.,e.,eh,e e - o.,e"h,e -O., 8j 'h' e -oh,e., .,e, J • 1J. , J P q J 1 P , P , J q

(1.3)
p' P i j h p' l 'q' P p' P p'

O. I ., h' = D.. h e. ,e . , eh,ep - C.,., h,e l , ,e -ei 'j'h,ep, J • , J • 1 J 1 J. q p
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, ,
in cui si sono i ndi ca te con cP q

; I j l )h l

p'
e D.,., h'

l J ,
le funzioni definite

nella carta locale

l ' n'e .'=(x , ... ,x )

(U' ,. ' ) come

si è posto

dianzi,si è supposto UOU'F~ e dove,se .=(x~ .. xn)

i ax i i a2xi

ei' = axi' ei ' j' = ax i ' axj , ecc.

DEF. l - L'ente geometrico avente per componenti in (U,.)le funzioni C
qp

e
lJ,q

D~. h sarà chiamato connessione del secondo ordine di specie (0,1);1 'e.':!.
l J ,

te geometrico avente per componenti soltanto le funzioni

rà C-connessione di specie (0,1).

C~ h si chiàme­
l J ,

Si mostrerà ora che le connessioni del secondo ordine di specie (0,1), co­

si come ha provato C.Di Comite in[5Jper le connessioni del secondo ordine, po~

sono esse-re definite globalmente su V .
n

DEF. 2. - Sia C: (X,Y) -+Cx y una applicazione lR-lineare di eXxtX,

nello spazio vettoriale su lR delle applicazioni lR-lineari di CZ~ in

C71-<'-1 soddisfacente ai seguenti assiomi:

=

=

(C 3) CX,yfw = fCX,yw + X(f) Y Il w+ Y(f)X Il w

per ogni f € i, per ogni X,Y € eX e per ogni w~

Sia inoltre D: (X,Y) -+ D x Y un'applicazione i-bilineare di,
tXxc)(nell'i-modulo degli endomorfismi di CZ~ soddisfacente al seguente

assioma:

(D)
l

= fDX,y w+ Cl(df IICX,y w) + Y(X(f))w
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per ogni f € :T , per ogni X,Y € ~ , per ogni w~

e dove si è indicato con C~ la contrazione del primo indice di controva-

rianza col primo indice di covarianza.

finisce su Vn una

w ~,
2Dw : (X,Y) € x

allora che la coppia di operatori C,])) definisce su Vn una

r2 del secondo ordine di specie lO, l ) e che l'operatore C de­

C-connessione di specie (0,1).

il campo tensoriale D
2

w ~ così definito

-> Dx,yW eez::(1.4 )

Si dice

Per ogni

connessione

2 2
D :w -t D w

si chiama differenziale covariante secondo di w rispetto a

plicazione

2r e l'ap-

si chiama differenziazione covariante del secondo ordine rispetto a 2
c

Come per le connessioni del secondo ordine (cfr. [5]) sussiste la seguente:

Prop. l - Se v è la derivazione covariante rispetto ad una connessio­

ne lineare r su Vn, gli operatori C e D definiti per

ogni (X,Y) € x e per ogni w~ nel modo seguente:

(1.5)

(1. 6)

determi nano Vn connessione 2
del secondo ordine di specie (0,1 )su una r

tale che la differenziazione covariante D2 rispetto a 2 coincide conr

l'ordinaria differenziazione covariante 2 del secondo ordine rispetto av ,
La connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita dalla proposi­

zione precedente secondo le (1.5) e (1.6) si chiama dedotta dalla connessione

lineare r.

Se è una connessione del secondo ordine di specie (0,1) defini-



posto per
p

D.. h
l J ,

- 4 -

ta da (C •D). é facile verificare che essa induce su ogni sottovarietà

aperta Udi Vn una connessione rG dello stesso tipo.
1 nSe ( U•• ) é una carta locale di Vn con • = (x •..••x ).

a ..
ogni i = l •...n ~ = e. e dxJ = eJ • le funzioni CP,,~ h e

ax l l J •

definite su U da:

(1.7)

(l .8)

si chiamano componenti

(Cule . •e. eP = C~~ h eq I eh
'J.l J

(Du)e .•e. eP D~. h h
= e

1 J 1J •

di r2 nella carta (U •• ) .

p'q' p'
IndicateconCi'j'.h' e Di'j'.h'

carta l oca l e (U' •• ') ta le cge Unu' F

le componenti di r2 in un'altra

0. si verifica facilmente che sussi-

stono le (1.2) e (1.3) dette formule di trasformazione delle compo~e~ti di r2.

Viceversa se su ogni carta locale (U ••~ di Vn vengono assegnate due fa-

mig1ie di funzioni

tersezione non vuota

C~~ h e
l J •

di due

D~. h verificanti le (1.2) e (1.3) in ogni in­
l J •

domini di tali carte. si può definire. mediante

le (1.7) e (1.8), una coppia di operatori (Cu.Du) che determina su U una con-

nessione del secondo ordine di specie (0.1) r~ Si definisce infine su Vn
un'unica connessione del secondo ordine di specie (0.1) determinata dalla cop­

pia di operatori (C.D) tale che. se p e Vn e (U •• ) é una carta locale con

p e U, risulti:

per ogni X.V e-X e per ogni "' e cz:~
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Ne segue che la DEF: 1 di connessione del secondo ordine di

specie (D,l) è equivalente alla nrf.2 •

Si osservi che se

cie (0,1) dedotta da

le componenti di f2

f2 è una connessione del secondo ordine di sp~
huna connessione lineare di componenti f .. , allora
lJ

sono, come segue facilmerte da (1. 5ì e (1. 6) :

(1. 9)

(1.10)

pq -6q T'P 6q P 6P f~ .C.. h = - f ih -l J , l 'jh J h Jl

P P P k k P
D.. h = -a.f. h Hikfjh H j / khlJ , J l

Come in [5J sussistono le seguenti due prorosizioni:

PRDP. 2 -~ ~~ è una coppia di operatori che determina su Vn una

connessione f2 del secondo ordine di specie (D,l) allora la coppia di

operatori (C' ,D') defi nita da :

CXY w= ~~,Y w+Cy,X w+ [x,Y] Il w)

v X,Y etX

V w e CZ~

determina su V
n

. ,2una conneSSlone f del secondo ordine di specie (0,1).

pq
Se ( .. h- lJ,

DP.. h) sono 1e componentl' dl' 2 . t l 'I (U )f ln una car a oca e ,~,
l J ,

allora le componenti di pq p
nella stessa carta sono (C(ij),h ' D(ij),h)

PRDP. 3. - La più generale connessione del secondo ordine di specie (D,l)

è determinata dalla coppia di operatori (~ tali che:

'V X w+(C4
l
5
2

(Aag.7w)) (X,Y)+S(X ,Y,';lì
'V y
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per ogni X, Y E eX e w E~ e dove 'V è l aderi vazi one

covariante rispetto ad una connessione lineare ed A e S sono

due qualsiasi campi tensoriali di specie (2,3) e (1,3) rispetti­

vamente.

Sia r2 una connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita

carta sono

allora ­
2covarianti D w nella stessa

da ç;~ e sia

(11,~) di Vn,

tensori tri pl i

avente componenti w. in una carta locale
l

le componenti del campo di

li! (1.1.).

In particolare se f E j le componenti in (U,<j» di D2(df) sono:

(1.12) f +
pq f +

p a f .ai j h C.. h a D.. hlJ, pq l J , P

Per ogni f E j il campo di tensori 03 f = D
2
(df) si chiama di fferen-

ziale covariante terzo di f rispetto a 2 e l'operatorer

si chiama differenziazione covariante terza rispetto a 2r

Si osservi che se r
2

è dedotta da una connessione lineare :. tene~
3do presenti le (1.9) e (1.10) segue che l'operatore <5 coincide con

l'operatore ~3 di derivazione covariante terza rispetto a r studiato

i n [11].

2. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI A 2r . -

L'operatore 03 di differenziazione covariate terza dispetto ad una
2

connessione r del secondo ordine di specie (D,l) è un omomorfismo (r~

spetto alle strutture di spazio vettoriale su JR di j e~) e quindi

03(j) è un sottospazio vettoriale di ez~. Un campo di tensori w appar-
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tenente a 03(J) si chi amerà esatto ri spetto a 03,

Da (1.12) segue che Ol e ~ è esatto rispetto a o3 se e solo se

esiste f e'i tale che, qualunque sia la carta locale (U,~) di V
n

rispetto alla quale w abbia componenti wijh ' risulti:

(2. 1)
pq p

wl' J' h = al' J' h f + C. , h a f+ D" h a fl J , pq l J , P

Un campo di tensori o
w e 3 si dirà invece chiuso ri spetto a

se è localmente esatto, cioé se per ogni p e V esiste una carta loca-n
le (U,~) di Vn con p e U ed esiste una funzione f differenziabile in U

legata alle componenti wijh di w in (U,~) dalla relazione (2,1).

Indicati con E3
e c3 gli insiemi dei campi di tensori differenzia-r2 r 2

bil i tri pli covari anti ri spetti vamente esatti e chi us i ri spetto a

-_ 03('3!) . , d':r, e un sottospazlo l o,
3'

3o ,

inoltre è facile provare che anche

è un sottospazio di ~ e poiché ogni campo di tensori esatto rispetto a

0
3

è anche chiuso rispetto a 0
3

, E~2 è un sotto spazio di C;2

DEF. 1. - Lo spazio vettoriale quoziente

H3
= c3 /[3

r2 rZ rZ

si chiama spazio di coomologia di Vn rispetto a ['2 dei ~ampi di tensori

differenziabili tripli covarianti.

Allo scopo di studiare lo spazio di cocmologia

temente, si cons ideri il

do ad ogni aperto A di

fascio di funzioni su V
n

V lo spazio vettoriale
n

definito precede~

si ottiene associan

su R ~ delle Funzio-

ni fA di fferenzi abil i i n A tali che

6
3 f

A
=O in A.,

e associando ad ogni coppia di aperti A e B di V tali che A~ B
n
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l'omomorfismo di restrizione i~: fA e ~ ~ fAIB e~ .

Tale fascio si chiamerà fascio delle funzioni a

te terzo rispetto a r 2 nullo

o semplicemente con ~2

e 10 si indicherà

differenziale covarian

con ~2(Vn' A,i~ }

Si premetteranno ora alcune necessarie notazioni e brevi richiami della

teoria dei fasci che saranno utili in seguito.

Se U = (Ui}ieI

rà con:

è un ricopri mento aperto proprio di V si indiche­
n

p02(U) 10spazio vettoriale delle O-cocatene relative ad U e a coeffi­r
ci enti in P2;r

Z~2(U) lo spazio vettoriale degli l-cocicli relativi ad U e a coeffi-

cienti in ~2

a l 'omomorfismo di cobordo e con E~2(U} = aP02(U} lo spazio vettoriale
r

dei cobordi sottospazio di

l
Q{ 2(U} =r
vo ad U

(U}/aP~2(U) lo spazio di coomologia

valori in ~2'

l-dimensionale relati

VU e 1l

Indicato ora con 1l l'insieme preordinato e filtrante dei ricoprimen-

ti aperti propri di Vn' se U,U' e1l U' è un raffinamento di U (IJ~U' )
Ucon applicazione di raffinamento t, si i ndi ca con TU' l 'omomorfi smo (che

risulta indipendente da t) che ad ogni [P~E
l

(U) associa
r2

U l l
[TU.{PU}] eQ{r2(U'}. Tali omomorfismi hanno le seguenti proprietà:

Tu .d t' ­U = l en l ta

U > UI > UII

- -

quindi {1l!+l~2(U), T~,J è un sistema dire'eto di spazi vettoriali. Il 1i-
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lmite induttivo di tale sistema diretto si indica con Q.lr 2 e si chiama

spazio di coomologia l-dimensionale di Vn a coefficienti in ~2'

Infine, denotato con

l'omomorfismo canonico, valgono le seguenti proprietà:

VU,U' e U

(2.2)

U' U U
T o TU' = T

TU ( [p lJ) = TU ( [p lJ )<=
U O

:lU' e U 3'

U l
e TU' ( [P~) =

7' U > U'

-U>U',U>U'

Si diDOStrerà la seguente

Proposizione l. - Lo spazio H~2 di coomologia di V rispetto a
n

dei campi
. (1,1

Z10 ...", 2- r

di tensori differenziabili tripli éovarianti e isomorfo all.o_spa­

di coomologia l-dimensionale di Vn delle funzioni a differen-

ziale covariante terzo rispetto a r 2 nullo.

Dimostrazione. - Se UJ e C~2 esiste un ricoprimento aperto proprio

di Vn U = (Ui)ieI ed esiste una famiglia di funzioni

f i differenziabile in U
i

tale che

fU = (f.). l
1 1e con

1
2

=!(i,j) e..

(2.3)

Indicato con

Vi e I
3

6 f.
1

f 0J si ponga:

(2.4) V(i ,j) e 12
f.. = f.-f.

1 J 1 J

Per la (2.3) e (2.4) risulta:



a)

b)

- la -

V(i ,j) 1
2 3

O V(i .j) e 1
2

e .. <5 f, , =
lJ ..

fl = (f .. l( .. ) 12 e Z~Z(U)U lJ 1.Je",

P . h-' f'l t h 1 l fl -. TU([fU1J) en{lrZ01C e Sl prova aCl men e c e a c asse ~

non varia al variare del ricoprimento U e della famiglia fu' si è co­

struita un'applicazione, che risulta un lR-omomorfìsl11o:

Risulta ker ~ = E~z e quindi, per il teorema fondamentale sugli omomorfi

smi tra spazi vettoriali, dall'omomorfismo ~ si ottiene il monomorfismo

Si proverà ora che ~ è surgettiva e quindi la proposizione sarà com­

pletamente dimostrata.

Sia p1 eQ-{\ ' allora esisterà (per l'ultima delle relazioni (2.2) )un
r

ricoprimento aperto proprio U = (U.). 1
1 le

l U 1
ta 1e che p e T (Q-ç 2 (U) )

l l l
e sia [PU J• con PU ={ P.,l(, .) 12 eZ z(U). un qualsiasi elemento dilJ 1,J e.. r

Si consideri ora una partizione dell 'unità di Vn ( ~) + rela-
~m mefi

raffinanento relativa ad U e a {SUPP~ml ~r+ tale
111""

tiva al ricoprimento U e sia +h : 111 e N + h(m) e 1 un'applicazione di
+che Vm € N

supp ~m ~ Uh(m)

Per ogni i e e per ogni +m e ~ si consideri la funzione

definita in Ui nel seguente modo:

(2.5) f. =1m
) O i n
!
\ P ~ih(m) m

" UVi - h(m)

. U () U
ln i h(m)
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f. è differenziabile in U., essendo ivi localmente differenziabile.1m 1

Per (2.5) risulta supp f. c supp 4> ,ed essendo {suPP4» .....,.1m- m mm,:n

un ricopri mento localmente finito di v , {supp f. }....., è un ricopri-n 1m ma,

mento localmente finito di Ui . Ne segue che per ogni p e U. esiste
l

un intorno aperto U di p ed esiste un sottoinsieme fi nito Np F ~p
di li tali che in U si abbia:p

i e IA11 ora per ogni

modo

mI:eN + f. I: f
1m = meN im

p
la funzione

f. = ~,+ f.1 ma, 1m

f.
l

definita in U.
1

nel seguente

è differenziabile in Ui essendolo ivi localmente.

In questo modo si è ottenuta la famiglia di funzioni fU ={(U. , f . ) J. I
l 1 l e

relativa al ricoprimento U per la quale risulta per (2.5):

V(ij)el~ f. f. = (Pih(m) - Pjh(m)4>m in Ui (ìUj (ìUh(m)1m Jm

ed essendo

f. = f. = 4>m = O in Ui (ìUj(ìUh(m)1m Jm

risulta:
f. f. = Pij 4>m in U.()U. F ~1m Jm 1 J

Per cui, solilnando per m· variabile in N+ ed essendo m~N~m = si ha:

(2.6)

clCe l'l-cociclo

ciclo P~. Essendo

f.-f. = p..
1 J 1 J

determinato dalla
3inoltre eS p.. =

1J
63f.=6 3f.

1 J

Ponendo allora per ogni i e I

V(i,j) e 12 ,•
famiglia fU = (-L). I coinci<fe con l'l-co

1 le

O, da (2.6) segue che:

V(ij)eI; .

3
w!u.= 6 f i , risulta che il campo di

1

tensori

zioni fU è

fU coincide

W~ così definito,è chiusI rispetto a 63 e la famiglia di fun
3

ad esso associata. Poiché l 'l-cociclo fl determinato da
U

con l'l-cociclo p~, si ha:



e quindi
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,1 = TU( ,1 ) = TU pl ) = pl
U U

l l
$([wJ) = ~(w) =, = p

cioè $ è surgettiva e quindi la proposizione è completamente provata.



o, .
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E S E MP 1

<-
Sia assegnata su v~ una connessione r del secondo ordine di specie (D,l):

per provare c~e lo spazio di coomologia H;2 (isomorfo a <+lI, ì é un sovra
r":

spazio, in generale pro[lrio, dello spazio <+ll di coomologia l-dimensionale a

coefficienti reali e quindi dello spazio Hl di coomologia l-dimensionale di

ne Rham, si osservi che, oer (2.1), una funzione differenziabile ha differer.

ziale covariante terzo rispetto a r 2 nullo se in ogni carta locale (l,~) la

sua immagine f in tale carta é tale che:

( 3 . l ) + DO 'f

"
.1' h"p, = O.

Le condizioni d'intenratilità del sistema (3.1), tenuto conto del teorema

sull 'invertibilità dell 'ordine delle derivazioni, sono:

(3.2) CPq Crs Crs
i j ,h [lq, l - 1 l i j ,h é

S
l Dr. h - Cpq Crs

+ 1 hCrs l +'J, ij,l pq,h '.1,

+ é
s Dr ) f
h i j , l 1 rs +

r
+ "hO .. ll .1 ,

= ()

.
E' immediato che il sistema (3.1), qualunque sia r'-, é soddisfatto dalle

funzioni localmente costanti; se esso é soddisfatto soltanto dalle funzioni

localmente costanti,

mensionale a coefficienti

é isomorfo allo spaZ4Ìo

reli e quindi ad H'.

Cf{l di coomoloqia l-di

Se il sistema (3.1) é soddisfatto anche da altre funzioni,H~~ é un sovra

spazio proprio di Hl. ciò si verifica in alcuni esempi che saranno ora illu

strati.

E' noto che se r è una connessione lineare simmetrica localmente piatta,es~

ste un atlante in ogni carta del quale le componenti di r seno identicamente nul

le e viceversa.Da ciò e dalle (1.9) e (1,10) segue facilmente la seguente:

Prop, 1,- Se r 2
è una connessione del secondo ordine di specie (O,lì ~edo~­

ta da una connessione lineare simmetrica r, allora r è localmen~~piatta~~ e so·

lo se esiste un atlante in ogni carta del quale le componenti (Cp~ h,DP . hl di r:
'J, lJ,
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ticamente nulle.Perciò in tale

nulle.

Sia r2 una connessione del secondo ordine dedotta da una connessione

lineare localmente piatta,per la proposizione precedente esiste un atlante

(U ,~) ~- che non è restrittivo supporre numerabile e costituito da sfe
a a aG7\.

roidi - in' ogni carta del quile le componenti epq h e DP, h di r 2 sono iden
lJ, lJ,

atlante i cambiamenti di coordinate sono linea

ri e il sistema (3.1) diventa:

(3.3) 3ijh f = O in (U,~).
a a

Ne segue che le funzioni aventi differenziale covariante terzo ri­

spetto a r 2 nullo, sono le funzioni di 2° grado a coefficienti
icostanti delle coordinate x relative alla carta (Ua , ~a) e perta~

è i so-relativo ad LI adel fascio P 2r
to lo spazio vettoriale

n(n+3) l
morfo a R 2 +

Inoltre per ogni (a,b) e~2 tale che Ua () Ub F 0, ogni funzione f

3tale che o f = O in Ua()Ub è una funzione di 2° grado a coefficienti

localmente costanti delle coordinate di un punto di U
a

() Ub in una qua-

lunque delle due carte

Pu () U è' isomorfo a
a b

(Ua ' ~a) o (Ub'~b)· Quindi lo ~azio vettoriale

(IR n(n+3)+1)V nove si è indicato con v il nu-
t. "

mero delle componenti connesse di U
a

() Ub. Essendo lo spazig vettoriale

delle funzioni localmente costanti relativo ad U nUa b

ne segue facilmente che H3
2 è isomorfo alla potenza

r

v
i somo..fo a lR ,

,n(n+3) + l)-esima
\ 2

dello spazio Q.i.l di coomologia l-dimensionale a coefficienti reali. quindi:

,3 n(n+3) l
d1mH r2=( 2 +l)·dimH,

Sia ora V una varietà differenziabile che ammetta un atlante
n

tale che per ogni 2(a,b) e {1,2,3l U () U
a b

sla

connesso e dette i
~ le coordinate dei punti di Vn nella carta (Ua'~a)'
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cambiamenti di coordinate ,siano dati da:

i
-6,

J

i i
ax ax

3 l
--- = --:;-- ::::

axJ aX"
l 3

i
-6,

J

i
ax

2

"xJ
3

Su tale varietà si consideri una connessione lineare

ogni (Ua,$a) componenti tutte nulle ad eccezione di

r avente in
l

r 21 =

= h € lR - {O} e sia

tale connessione lineare.

r2
la connessione del 2° ordine dedotta da

Tenendo conto di (1.8) e (1.9), i sistemi (3.1) e (3.2) diventano

rispettivamente

"121 f - 2 h "11 f = O

(3.4) "12/ 2 h "1/ +
2

Oh al f =

a, 'h f = O V(ij ,h) " (1,2,1)
1J (1,2,2)

(3.5)

Derivando ulteriormente l'ultima equazione del sistema (3.5) e tenendo

conto dell 'invertibilità dell 'ordine delle derivazioni si ottiene

al f = O

che è l'unica condizione d'integrabilità, Ne segue che il sistema (3.4)

e (3.5) equivale al sistema:

V(i,j,h)
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le cui soluzioni sono tutte e sole le funzioni del tipo:

2 2
f(xl,···,xn) = c22 x2 + ... +c x +c23 x2x3;!- •• +c l x lX +c 2 x2+... +c x +cnn n . n- n n- n o on n 00

con c .. costanti reali e (xi) coordinate nella carta (U,$).
lJ a a

Ne segue che lo spazio vettoriale Pu del fascio P
r

relativo ad

U _. f lR n(~+ l ) . d' a - f ' l 'f' l .a e lsomor o a e qUln 1, come e aCl e verl lcare, o spaZlo

H;Z è isomorfo alla potenza n(n+l)) . dll . dl' l2 -eSlma e o spazlo cooma 0-

gia l-dimensionale (}f a coefficienti reali e quindi

= (n(n+l)) d' Hl2 1m •
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4. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI AD UNA PSEUDOCONNESSIONE LINEARE.

In modo analogo a quanto fatto nel n..2 per le connessioni del secondo or

dine di specie (0,1), si determinerà ora una successione di spazi di coomolo

aia associata ad una pseudoconnessione lineare su V'., n

Pesta così determinato il seguente campo tenso

E' notn (cfr.~5- ) che una aseudoconnessione lineare r
c .J

da una applicazione D : x-----+, Dx :I-lineare ditJCnell'

rivazioni di 0'= éczT
S-(...- r,5=O .

riale A di specie (l, l)

~ : (f,X)€ jxtJC

su V é definita
n

:f-modulo delle d~

detto campo fondamentale del:ò oseudoconnessione; si ha pertanto:

V fE:f ' V (X,Y)EcX
2 Dx(fY ) = f DXY + A(f,X)V

Se (U,~) é carta locale di Vn
1 n auna con ~ = (x, ... x ), posto 3Xl = e i '

le funzioni A~
k _

defi nite U:e r ij COS1 su
l

(DU) xj
= A~

(D
U

) k
l e, = r .. eke. I 1J

l ei
si chiamano componenti di r nella carta (U,~) .

Se Kecz: ' si chiama pseudodifferenziale covariante di K e si indica Dk

il campo tensoriale di specie (r.s+l) definito per ogni xl •... Xs,YECX da:

(4.1) (DK)(Xl, .... Xs.Y) = (DYK)(Xl .... ,Xs ).

Per ogni m> l lo pseudodifferenziale covariante m-esimo Om K é definito

induttivamente da

componenti di un campo di tensori

segue allora che le componenti

in una carta locale (U.;) e sian0

Dw sono:

nella stessa carta,

di

we~

ìle componenti dikr ..
1 J

A~ e
J

le

Siano

Wj •. j
l ~

da (4.1)



(4,2) Wi"'J' k
'" l 5 t
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Si ponga per ogni f E-j

e oer ogni

=

=

df

Dq-
l (df):

i n ques to modo, oer oani q~l, si é definita un'apolicazione
o

éqf E Cl a

che si chiamerà differenziazione covariante q-esima rispetto alla pseud~

connessione lineare ~ .

Indicate con é i ",' f le comoonenti di
l l q

(U,~), oer la (4,2) risulta ad esemoio:

éqf in una carta locale

'- ­
r. ,. ,

'? 'l

hl
n

r
+ (-A ~

, ,
'3

r k _h ) • •
i

3
i

2
'ki

l
'h"

l'n campo WE:ez~ si dirà esatto rispetto a 6
q se esiste fé -j tale

che cDf = w: ne segue che w é esatto se e solo se esist~ fE j tale cne,

qualunque sia la carta locale (U.~) nella quale w abbia componenti

W i ,. 'i • risulti:
1 q
,. 3 \

, ,

Un camoo weez~

Wil " "q = 6 il .. 'i
q

f,

si uirà chiuso risoetto a se é localmente esatto,

cioé se per ogni peVn esiste una carta locale (U,$) di Vn tale che p~U ed

esiste una funzione f differenziabile in U per la quale sia verificata la

(4,3 j ,



Indicati con Eq e conr
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gli insiemi dei campi di tensori q-p1i

rispettivamente esatti e chiusi rispetto a r. risulta Ei = oq(:f). ed

essendo oq un omomorfismo Eq
é un sottospazio di ~~. E' i no ltre facir

le verificare che anche Cq
é sottospazio di ~~ e che contiene o

r un Er·
Lo spazio quoziente ci/Ei = Hq si chiama spazio di coomologia di Vnr

rispetto a r dei campi di tensori covarianti q-pli.

Si é così costruita una successione di spazi di coomologia {H i}q.:N+

di cui il primo H~ coincide manifestamente con lo spazio di coomologia

l-dimensionale Hl di De Rham e quindi é un invariante topologico di Vn •

mentre i rimanenti sono degli invarianti di Vn dipendenti dalla pseudoco~

nessione r.

Si consideri per ogni q>l il fascio di funzioni su Vn ottenuto associan

do ad ogni aperto A di Vn lo soazio vettoriale su R~~ delle funzioni fA

differenziabili in A tali che:

oqfA = O in A.

e ad ogni coppia di aperti A e B tali che A [l l 'omomorfismo di restrizio

ne i~: ~ ----~})~ che ad ogni fAé 7'~ fa corrispondere la sua r~

strizione a B. Tale fascio si indicherà con e si chiamerà fascio

delle funzioni a differenziale covariante q-esimo ::ispetto a r nullo.

Indicato con lo spazio di coomologia l-dimensionale di V an

coefficienti nel fascio 7'~ si dimostra in modo analogo òlìa Frop.l del

n.2 che: Der ogni q>l lo spazio é isomorfo allo spazio' q{f' ì
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