INTRODUZIONE. -

Sia VH una vandletd differenziabile reale n-dimensdionale di classe
F £'algebra detle funzioni differenziabili su V., X £ F-modulo

, . : o . no
dei camol di vettord controvarianti difperenziabild su V ,C,  (7=0,]

5 =0,1...) f';}—moduﬁo dei campi di temsornd digferenzilabili di specde
(n,5) su ¥ 6§5J E;'sz -Lja

E' nota £'imporntanza, nello studio di V“, dello spazic di coomologia
di De Rham g-dimensionale (1 < q < n) H' detle q-forme differenziali;
ess0 & isomorke aldo spazic di coomologla di C¥ch gq-dimensionale C}{q a

coeqpicienti neald ed ¢ un Anvardante ftopologico di Vn'

Recentemente [[11,[10]1,[11]) sono stati studiati diversi spazi di coo-
mologia assocLati ad una connessione Lineare su Vn' SL @ provate che al-
cund di tald spazd risultano somongd allo Spazio di coomologia 1-dimensio

nale H di De Rham e quindi sono invardanid topologicd di Vn’ menthe al-
i nasultano Anvarlontl do Un dipendents dalla connessione assegnata.

Appare natwwale allora chiedernsi cosa succede su una Un munita di un

altne tipo di connessione,

Nel n.l di tale Lavoro, assegnata su Ur in due modi equivalenti una

-

connessdione T ded secondo ordine di specie (0,1}, s4 introduce un ope

O - - » - - - 3
naitore &3 {Sl+<2f3 di digpenenziazione covarnlante terza nispelto a T «

Indi (n.2), data in modo natunale La nozione di campo di fensord Trnipli

. . . . 3 . . . 3
covarlanti esatto o chiuso nispetto a 8, sd definisce Lo spazic H_,

7]

. . . L . r g . . . . . .
di ceomofogla nispetto a T ded campd di tensord Tipli covawndantl ¢ si

dimostrna che esso & Lsomonfo allo spazio di coomologia ?demenA¢ona£ec}{F2

a coegpicienti nel fascio dedde funziend a digferenziale covariante tenzce

rispetito a T2 wullo.

Nel n.3 s4 gorndiscono aleund esemod sLandficativi,

Lavoro eseguito nell‘ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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Nel n.4 Angine, considerata su VH una pseudoconnessione Lineare
I e definito un operatore di differenziazione covarnante ¢-esama

st F +CZ(; (¥q > 1), sd determina una successione di spazd de coo-
moLogia {H?}qew+ assoclatl a T, 1L primo elemento H: di tale
successione codnedde con Lo spazio di coomologia 1-dimensionale H

di De Rham e, pern ogni ¢ > 1, Hg 2 Lsomonge allo spazico di coomo-
Logia 1-dimensionale a coefficienti neld fascio delle funziond a dig-

jerenziale covariante  q-esLmo 89 nutto.



1. CONNESSIONI DEL SECONDO ORDINE DI SPECIE (0,1).

E. Bompiani ha definito in [2] una connessione del secondo ordine as-

segnando su ognt carta locale (U,¢) di Vn due famiglie di funzioni

(P9
ij,

ho? o7, h) tali che in ogni intersezione non vuota dei domini di

1]
due carte locali siano soddisfatte certe relazioni ((C) e (D) in [2]) che
assicurano carattere tensoriale alle combinazioni del tipo

D h

p Pq n
3., £ + C, £ Dij,h £

iJ ij,h q

P

dove le & sono le componenti in (U,¢) di un campo di vettori contro-

varianti.

Successivamente C. Di Comite ha provato in [5] che ogni connessione del
secondo ordine pud essere determinata globalmente su Vn da una coppia di
operatori C e D , definiti in JC x X e a valori rispettivamen-

. 2 . . ) . —
te in ‘Ezo e in X, soddisfacenti a certi assiomi.

Considerazioni analoghe a quelle di Bompiani possono farsi assegnando
su ogni carta locale (U,¢) di Vn due famiglie di funzioni (C?? h’D?j h)

in modo tale che abbiano carattere tensoriale le combinazioni seguenti

Pq p
(1.1) Bij W + Cij,h Bq wp + Dij,h wp

dove le wp sono le componenti in (U,¢) di una 1-forma differenziale.

E' facile verificare che .le combinaziont (1.1) £Ono le componenti

di un campo di tensori di specie (0,3) se valgono le seguenti relazioni:

p'q’ _ ~Pq i jg.hptq q'p p' g p p p' g e
1.2) C0 %, ., =C.)  e6.,8%,0, - &.,0.,., NP - LI -8, 8., .,
B2 Civgone = Sgon 25085008 O = 85080, ° % Y5ene O TOnfyryeg
p' p i Jj h p' 1'g p .p' P p'
1.3 D'i'l |=D.. s} s | - o1 - - N
( ) i'j',n ij,h e} 83 eh qp C1'J',h‘e1'q'6p 61'3'h'ep
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n

in cui si sono indicate con P 9 e D° le funzioni definite
.iljl,hl .iljl,ht
nella carta locale (U',¢')come dianzi,si & supposto UnU'#0 e dove,se ¢=(x1..x
1 n' . i axi i azxi
e ¢'=(x ,...,x ) siéposto 6, =— ,0., . =———. e€cc.
1 1 1] 1 J
ax X 93X
DEF. 1 - L'ente geometrico avente per componenti in (U,¢)le funzioni C?? q e
D?j h sara chiamato connessione del secondo ordine di specie (0,1);1'en
te geometrico avente per componenti soltanto le funzioni C?? H $i chiame-

ra C-connessione di specie (0,1).

Si mostrerda ora che le connessioni del seconde ordine di specie (0,1), co-
st come ha provato C.Di Comite 1n[5]per Te connessioni del secondo ordine, pos
sono essere definite globalmente su Vn.

DEF. 2. - Sia C: (X,Y) -C una applicazione R-lineare di ¢X xX

X,Y

nello spazio vettoriale su R delle applicazioni R-lineari di‘%f? in

QZ} soddisfacente ai sequenti assiomi:
(cy) CfX,Yw = fo,Yw -Y(f)X 8 w
(C) Croee - Gy
(Cy) CX’wa = fCX’Yw +X(f) Y Gw+ Y()X & w

per ogni f € 57 s perogni X,Y e e per ogni w é&j1 ,

Sia inoltre D: (X,Y) » Z)X y un'applicazione E;-bilineare di

I xcXnell' F-modulo degli endomorfismi di‘QZO

! soddisfacente al seguente

assioma:

]
(D) 'DX,Y fu = fDx,Y wt C (df “cx,‘{ w) + Y(X(f))uw

1
1

/
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per ogni f e F , per ogni X,Y e JC , per ogni  w éﬁf?

C o e s 1 . . . .
e dove si € indicato con C] la contrazione del primo indice di controva-

rianza col primo indice di covarianza.

Si dice allora che ia coppia di operatori cjﬂﬂptkﬁﬁnisce su Vn una

connessione r2 del secondo ordine di specie {0,1) e che 1'operatore C de-

finisce su V, una C-connessione di specie (0,1).

Per ogni w é?%, il campo tensoriale Dzu eng cosi definito

(1.4) D% (X,¥) € x - Z)ngw eqz$

. ) . . . . . 2
si chiama differenziale covariante secondo di w rispettoa 1 e 1'ap-

plicazione
D2 W ot Dzw

L X N i . . Z
si chiama differenziazione covariante del secondo ordine rispetto a © .

Come per le connessioni del secondo ordine (cfr.[5]) sussiste la sequente:

Prop. 1 - Se v @ la derivazione covariante rispetto ad una connessio-

ne lineare ~ r  su V , gli operator C e D definiti per

ogni (X,Y) € x e per ogni w eCZ$ nel modo seguente:

(1.5) CX,Y w=Xa VYw + Y a wa —(VYX) 8 w
(1.6) ZDX,Y w =y (Vyw) - Vv¥xw
determinano su Vn una connessione rz del secondo ordine di specie (0,1)

i N . : 2 o
tale che la differenziazione covariante D2 rispetto a T coincide con

e s . i 2 . .
1'ordinaria differenziazione covariante v del secondo ordine rispetto a

La connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita dalla proposi-

zione precedente secondo le (1.5) e (1.6) si chiama dedotta dalla connessione

lineare T.
2 _ i S e e
Se r € una connessione del secondo ordine di specie (0,1) defini-
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tada (C,D), é facile verificare che essa induce su ogni sottovarietd
aperta U di Vn una connessione rﬁ dello stesso tipo.

Se ( U, ¢ ) e una carta locale di Vn con ¢ = (x],...,x"), posto per

> . Jaed ot c{3 :
ogni i =1,...n pw i e; e dx” =e”, le funzioni CYs . e DI, .

definite su U da:

h

(1.7) (C:U}ei'ej P = CE?,h e 2 e
P _ P h
(1.8) <'Du)e1.,.-.;je = Dijn ®

2

si chiamano componenti di r~ nella carta (U,$).

. p|q| pn
Indicate con Ci.jt’h. e Di.ji’hl

carta locale (U',¢') tale cge UNU' # B, si verifica facilmente che sussi-

le componenti di r‘2 in un'altra

stono le (1.2) e (1.3) dette formule di trasformazione delle componenti di r?.

Viceversa se su ogni carta locale (U,¢) di Vn vengono assegnate due fa-
miglie di funzioni C??,h e D?j,h verificanti le (1.2) e (1.3) in ogni in-
tersezione non vuota di due domini di tali carte, si pud definire, mediante
le (1.7) e (1.8),una coppia di operatori ((?U’Z)h) che determina su U una con-
nessione del secondo ordine di specie (0,1) rﬁ . Si definisce infine su Vn
un‘unica connessione del secondo ordine di specie {0,1) determinata dalla cop-
pia di operatori ((C,D) tale che, se p ¢ Vn e (U,9) & una carta locale con

b e U, risulti:
(Cxpyely = Gl vy el > (sl = :Qj)xw,m o) g

per ogni X,¥Y ¢ X e per ogni we CZ?
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Ne segue che la DEF, 1 di connessione del secondo ordine di

specie (0,1) & equivalente alla DEF.2 .

. . 2 . . :
Si osservi che se I & una connessione del secondc ordine di spe
. ) i . . _h
cie (0,1) dedotta da una connessione lineare di componenti r‘ii’ allora

le componenti di r2 sono, come segue facilmerteda (1.5; e (1.6):

aq __9.pP _ 4GP _ P4
(1.9) Cij,h = 51 Ijh 6j Fih dh Iji

p IR B ¢ k p.
(1.10) Dij,h = ajrih +F€krjh +Fjipkh

Come in [5] sussistono le seguenti due proposizioni:

PROP. 2 - Se C,'D) @ una coppia di operatori che determina su Vn una

connessione r2 del secondo ordine di specie (0,1) allora la coppia di

operatori C'.D)) definita da :

' 1 §
Cyy o= "ZCX,Y wtCy ot 6] @ w)
¥ X,Y elX

i _ _l 0
Dy yur 2@,Y‘” +D{,X w) VweCl]

. . 2 . . .
determina su Vn una connessione T'  del secondo ordine di specie (0,1).

Se ( [1)(; ho? DE.)J. h) sono le componenti di 1‘2 in una carta locale (U,e9),
allora le componenti di I"d nella stessa carta sono (Cpg_ , D?.. ).
{(1j).n (i3),h

PROP. 3. - La pil generale connessione del secondo ordine di specie (0,1)

e determinata dalla coppia di operatori (C’D tali che:

C

R w=Y & VvV, wt Y & v "(vfx] fw + A(X:Y sw}

Y X ¥

D,y w= 7y Ty - 0 wr(Cye (ABW)) (KIS ,Y )
? Y
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per ogni X,Y ecX e w ECZ.[ e dove v @& la derivazione

covariante rispetto ad una connessione lineare ed A e 5 _sono

due qualsiasi campi tensoriali di specie (2,3) e (1,3) rispetti-

vamente.

Sia PZ una connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita
da (::Z) e sia w éii] avente componenti W, in una carta locale
(Uy0) di Vn’ allora ~ le componenti del campo di

tensori tripli covarianti Dzw nellastessa carta sono 1e (1.1.).

— . .2
In particolare se f €< le componenti in (U,9) di D (df) sono:

Pq p
(1.12) aijh f + Cij,h aqu + Dij,h 3 f .

Per ogni f € SF il campo di tensori 53f = Dz(df) si chiama differen-

. . . . 2
ziale covariante terzo di f rispettoa T e 1'operatore

53 = D2 od: f -~ 53 f

Co . N . . 2
si chiama differenziazione covariante terza rispetto a T

2 . .
Si osservi che se TI' & dedotta da una connessione lineare T , tenen
do presenti le (1.9) e {1.10) segue che 1'operatore 63 coincide con

3 . . i . .
1'operatore A~ di derivazione covariante terza rispetto a T studiato

in (17].

2. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI A Pz. -

L ‘operatore 63 di differenziazione covariate terza dispetto ad una
connessione r2 del secondo ordine di specie (0,1 & un omomorfismo (ri
spetto alle strutture di spazio vettoriale su R di 5; e‘ng) e quindi

63(;) & un sottospazio vettoriale di &>

5 Un campo di tensori w appar-
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tenente a 636;5 si chiamerda esatto rispetto a 63.

Da (1.12) segue che w € O & esatto rispetto a § ’ se e soio se

3
esiste f e; tale che, qualunque sia la carta Tocalte (U,¢) di Vn
rispetto alla quale « abbia componenti 93 4p 2 risulti:
- Pq P
(2.1) wijh = aijh f + Cij,h aqu+ Dij,h apf .

. . 0 C e . . 3
Un campo di tensori w € 3 si dira invece chiuso rispetto a ¢

se & localmente esatto, cioé se per ogni p € Vn esiste una carta loca-

le (U,¢) di Vn con p e U edesiste una funzione f differenziabile in U

legata alle componenti 9% ih di w in (U,¢) dalla relazione (2.1).

Indicati con Eig e Ciz gli insiemi dei campi di tensori differenzia-

bili tripli covarianti rispettivamente esatti e chiusi rispetto a 63, E%z =

3 . . . - .
= 6"(5) & un sottospazio di inoltre & facile provare che anche Ciz

Ol
35

é un sottospazio di g e poiché ogni campo di tenscri esatto rispetto a
63 e anche chiuso rispetto a 63, E?Z e un sotto spazio di sz
DEF. 1. - Lo spazio vettoriale quoziente
3 3 3
H = C E
2 =2 /e,

.

. . . ) X . i 2 . . :
si chiama spazio di coomologia di Vn rispetto a ™ dei campi di tensori

differenziabili tripli covarianti.

3 ..
Allo scopo di studiare 1o spazio di cocmologia H 2 definito preceden
temente, si consideri il fascio di funzioni su Vn che si ottiene associan

do ad ogni aperto A di Vn 1o spazio vettoriale su R Iz delie funzio-

ni fA differenziabili in A tali che

53 fA:O in A,

e associando ad ogni coppia di aperti A e B di vn tali che ADB
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A
' . . - I3 - : f .
1'omomorfismo di restrizione is ) € 72 - fA|B € ?%

Tale fascio si chiamera fascio delle funzioni a differenziale covarian
A

te terzo rispetto a P2 nullo e lo si indicherd con 7¥2(Vn’ 2 )

o semplicemente con 7?2

Si premetteranno ora alcune necessarie notazioni e brevi richiami della

teoria dei fasci che saranno utili in seguito.

Se U= (U1)ieI € un ricoprimento aperto proprio di Vn si indiche-
ra con
770 (U) lospazio vettoriale delle O-cocatene relative ad U e a coeffi-

r2
cienti in I%z;

le(U) lo spazio vettoriale degli 1-cocicli relativi ad U e a coeffi-

cienti in 7?2 ;

2 1'omomorfismo di cobordo e con Elz(u) = a?D?z(U) 1o spazio vettoriale
dei cobordi sottospazio di Z;z(U);

1 1 . . i . .
C?{FZ(U) = ZT2 (U)/BTD?Z(U) lo spazio di coomologia 1-dimensionale relati

voad U e a valori in 122 :

Indicato ora con }f 1'insieme preordinato e filtrante dei ricoprimen-

ti aperti propri di Vn’ se U,U' eld U' @& un raffinamento di U (4>U")

con applicazione di raffinamento t, si indica con Tg, 1'omomorfismo (che
. . . 1 .

risulta indipendente da t) che ad ogni [p;]e P2 (U) associa

[Tgip;[] e(J{lz(U'). Tali omomorfismi hanno le sequenti proorieta:

Tﬁ = identita YUueld
Ty 0 T = T, Uz

h]

quindi {L[S?{lz(U), Tg,j & un sistema diretto di spazi vettoriali. Il 1i-
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mite induttivo di tale sistema diretto si indica coacl{;z e si chiama

spazio di coomologia 1-dimensionale di Vn a coefficienti in ?22 ,

Infine, denotato con

1
TU '.Q'(,rz (U) *qqz

1'omomorfismo canonico, valgono le seguenti proprieta:

o T3.= T yo,ut e 4 ' U > U
U, 1 U, 1 , ; .
T([pd) =T([p])e=> 3V eU > U>U,U>U
U -
(2.2) VN SN Ry &
ETUI(LpU:])“TU|(LpD.J)

. Vel d

UA /! 1
(Jral,w) -4,
Si dirostrera la seguente :

s . 3 . s :
Proposizione 1. - Lo spazio HTZ di coomologia di vV rispetto a

dei campi di tensori differenziabili tripli covarianti e isomorfo allo spa-

: 1 : . . ' . . .
zio Cl{rz di coomologia 1-dimensionale di V. delle funzioni a differen-

ziale covariante terzo rispetto a 2 nullo.

: i 3 . . . :
Dimostrazione. - Se w € CT2 , esiste un ricoprimento aperto proprio

. } . ialia di funzioni .y
di Vn U (Ui)iel ed esiste una famiglia di funzioni fU ‘fi)iel con

fi differenziabile in Ui tale che

: 3
(2.3) Vi € 1 3 fi = w[ui .

2
Indicato con Ii ={(1,j) € I“IUT."‘| Uj # 01 i ponga:
(2.8)  ¥(i,§) e 1° £ = f.f
' & i3 =T
Per la (2.3) e (2.4) risulta:



b) f, = if

5
m
™~

—

ha
—~
[

I S 4
137 (1,3)el,
PR . 1 U, .1 1
Poiché si prova facilmente che la classe f =T ([fﬁ]) ecllﬁz

non varia al variare del ricoprimentc U e della famiglia fU’ si & co-
struita un'applicazione, che risulta un R-omomorfismo:

3 1 1
6 twel, » f eQ—[r:,_.

Risulta ker ¢ = E32 e quindi, per il teorema fondamentale sugli omomorfi
I‘ —
smi tra spazi vettoriali, dall'omomorfismo ¢ si ottiene il monomorfismo
3 3 1Al
o @ L] € C ,/Ker¢= Hoy, » feQl, .
Si provera ora che ¢ & surgettiva e quindi la proposizione sara com-

pletamente dimostrata.
. ] 1 : R X o
Sia p éQﬁQ , allora esisterda (per 1'ultima delle relazioni (2.2))un

ricoprimento aperto proprio U = (U,) tale che p1 € TUGQ{lE(U))

iel

. 1 1‘ 1 .
e sia [ aJ], con p, = pijj(i,j)eli lez(U), un qualsiasi elemento di

Si consideri ora una partizione dell'unita di V {¢ } rela-

n m me;N+
tiva al ricoprimento U e sia h : me€ N h(m) € I un'appiicazione di
raffinamento relativa ad U e a {suppd) méN+ tale che ¥me N
supp ¢ S Uh(m) .

.. . + . e .
Per ogni 1€l e peroghi meN si consideri la funzione fim

definita in Ui nel seguente modo:

(2.5) f o=
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fim & differenziabile in Ui’ essendo ivi localmente differenziabile.

Per (2.5) risulta supp fﬂ“SE SUpp ¢ ed essendo {supp¢m;meN+

un ricoprimento localmente finito di Vn, {supp fim}méN e un ricopri-

mento localmente finito di Ui' Ne segue che per ogni p € Ui esiste
un intorno aperto Up di p ed esiste un sottoinsieme finito Np # P

di N tali che in Up si abbia:

Allora per ogni i € I Tla funzione fi definita in Ui nel seguente

modo ‘ > £
i melN im
g differenziabile in Ui essendolo ivi localmente.
In questo modo si é ottenuta la famiglia di funzioni fU ={(U1.,f1.);ieI

relativa al ricoprimento U per la quale risulta per (2.5):

V(ij)ely, f. - f

- 1 Ay, N
im jm (pih(m) pjh(m))¢m n Ui UJ th(m

ed essendo

risulta:
f. - f, =p.. ¢ in Uif\Uj £0 .

Per cui, sommando per m variabile in N* ed essendo mEN+¢m =1 si ha:
e i
(2.6) fi fj pij ¥(i,j) e I* s
cioé 1'1-cociclo determinato dalla famiglia fU = éfi)ieI coincide con 1'1-co

ciclo DG' Essendo inoltre 63pij = 0, da (2.6) segue che:

3. 3 R
8 fi =6 fj V(1J)eI* .
Ponendo allora per ogni i € I w!Uz 63f1, risulta che il campo di
i
. 0 - .
tensors we€’ cos1 definito,& chiuse rispetto a §3 e la famiglia di fun
3 il

zioni fU é ad esso associata. Poiché 1'l-cociclo fl determinato da
(%}

fU coincide con 1'1-cociclo p;, si ha:



e quindi o([w]) = ¢(w) = f =p

cioé ¢ & surgettiva e quindi la proposizicne & completamente provata.



- 13 -

2. ESEMPI

I3

<

Sia assegnata su Vn una connessione I  del secondo ordine di specie (0,1):
per provare che 1o spazio di coomologia H?z (isomorfo a C}{:: ) & un sovra
spazio, in generale proprio, dello spazh:flﬂ di coomologia 1-dimensionale a
coefficienti reali e quindi dello spazio H1 di coomolegia l-dimensionale di
De Rham, si osservi che, per (2.1), una funzione differenziabile ha differer
ziale covariante terzo rispetto a T< nullo se in ogni carta locale (L,4) la

sua immagine f in tale carta & tale che:

Pq 2 .
(3.1) aijhf + Cij,h 10qf + Dij,h an = 0,

Le condizioni d'intearabilita del sistema (3.1), tenuto conto del teorema

sull'invertibilita dell'ordine delle derivazioni, sono :

o9 orS ¢S . gSopfL . - cPdrS 3
(3.2) (03 nCpa T %5, T 81 Dign G551 Cpgun tOnbiga t
5 .r - pQ r _ r - rPa r
P Dy Vst OO0 R Dagr 2By T G Dngyn
r -

E' immediato che i1 sistema (3.7), qualunque sia r<, & soddisfatto dalle

funzioni localmente costanti; se esso & soddisfatto soltanto dalle funzioni

localmente costanti, HE; e isomorfo allo spazio ilt} di coomologia 1-di

mensionale a coefficienti reli e quindi ad H‘.
Se i1 sistema (3.1) & soddisfatto anche da altre funzioni,HS; & un sovra
spazio proprioc di H1: cid si verifica in alcuni esempi che saranno ora illy
strati.
E' noto che se I" @ una connessione lineare simmetrica localmente piatta,esi
ste un atlante in ogni carta del quale le componenti di T sono identicamente nul
Te e viceversa.Da cid e dalle (1.9) e (1.10) seque facilmente ia sequente:

AN : - . :
Prop. 1.- Se I" & una connessione del secondo ordine di specie (0,1; dedot-

ta da una connessione lineare simmetrica I, allora I & localmente piatta se e so-

SO

b odiore

To se esiste un atlante in ogni carta del quale le componenti ( h,qu WACIE




- 14 -

nulle.

Sia r2 una connessione del secondo ordine dedotta da una connessione
lineare localmente piatta,per la proposizione precedente esiste un atlante
(Ua,¢a) aqf(_ che non & restrittivo supporre numerabile e costituito da sfe
CPq e DP_ di FZ sono iden
ij,h ij,h -
ticamente nulle.Percid in tale atlante i cambiamenti di coordinate sonc linea

roidi - in ogni carta del quale le componenti

ri e il sistema (3.1) diventa:

(3.3) 5... f=0 in (U, ).

Ne segue che le funzioni aventi differenziale covariante terzo ri-
spetto a T2 nullo, sono le funzioni di 2° grado a coefficienti

costanti delle coordinate x' relative alla carta (Ua, ¢a) e pertan

to lo spazio vettoriale Py del fascio P, relativo ad U~ € iso-
n(n+3) a :
>+ 1

morfo a R
. 2 r‘] N .
Inoltre per ogni (a,b) e;fq tale che Ua Ub # P, ogni funzione f

tale che 63f =0 in Uar\Ub & una funzione di 2° grado a coefficienti

localmente costanti delle coordinate di un punto di Uar\ Ub in una qua-

lunque delle due carte (Ua’ ¢a) 0 (Ub,¢b). Quindi lo sazio vettoriale

n(n+3
PU n Ub & isomorfo a OR “Lz—~l*1)v, dove si & indicato con v il nu-
a

mero delle componenti connesse di Uam U,. Essendo lo spazio vettoriale

delle funzioni localmente costanti relativo ad Ua”Ub isomorfo a R',

. 3 L. , n{n+3) .
ne segue facilmente che H_, @& isomorfo aila potenza ( (? Ly 1)-esima
. 1 . . e , . .
dello spazio Q{ di coomologia l-dimensionale. a coefficienti reali, quindi:

. 1
dimH>, = | ”(”;3) +1) - dim K

Sia ora Vn una varieta differenziabile che ammetta un atlante

. 2 ’ _
tale che per ogni ({(a,b) e {1,2,3)" U7 U sia
it

(1 1
{‘Ja’¢a)‘ae{1,2,3% ' a

i . . L . .
connesso e dette g le coordinate dei punti di Vr netla carta (U ,@3;,
t d ¢
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i cambiamenti di coordinate -siano dati da:

i i i i i i

3% 3X . 3X X 3X 3X .
2 1 1 3 1 1 2 3 1

oxd ~ eyl T =853 a8y oxd  axd %
1 ) 3 3 2

Su tale varietda si consideri una connessione lineare I avente in

. . .o ]
ogni (Ua,¢a) componenti tutte nulle ad eccezione di Tl2 = 1"21

=heR- {0} e sia r2 la connessione del 2° ordine dedotta da

tale connessione lineare.

Tenendo conto di (1.8) e (1.9), i sistemi (3.1) e (3.2) diventano

rispettivamente

{3121 f-2ha, f =0
2
(3.4) j 310 =2 h o f e hT 9 f =0
| oisf =0 ¥(ij,h) # (1,2,1)
J (1,2,2)
(3.5) | f=0

| -39, + 2h5 f = 0

Derivando ulteriormente 1'uitima equazione del sistema (3.5) e tenendo

conto dell'invertibilita dell'ordine delle derivazioni si ottiene

che & 1'unica condizione d'integrabilitd. Ne seque che il sistema (3.4)
e (3.5) equivale al sistema:

5..fF=0 V(i,i,h)



- 16 -

Te cui soluzioni sono tutte e sole le funzioni del tipo:

\ 2 2
f(x sXo) = Chp Xy FodC X, Xot. . #C X 1A tCop Xoteeate X HC

17" 22 2 ’ 23 273 n=In "n=-1"n 702 on 'n 00

con Cij costanti reali e (xw) coordinate nella carta (Ua,¢a).

Ne seqgue che lo spazio vettoriale P del fascio PF relativo ad
Ua é isomorfo a R n(n+1) e quindi, come e facile verificare, lo spazio
3 . . n{n+1) . . ;
Hr2 ¢ isomorfo alla potenza ( ———E———)~es1ma dello spazio di coomoio-

gia 1-dimensionale C}ﬂ a coefficienti reali e quindi

n(n+1)
2

dim Hiz = | ) dim H1
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4. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI AD UNA PSEUDOCONNESSIONE LINEARE.

In modo analogo a quanto fatto nel n.2 per le connessioni del secondo or
dine di specie (0,1), si determinera ora una successicne di spazi di coomolo

gia associata ad una pseudoconnessione Tineare su Vn.

E' noto (cfr. 5 ) che una nseudoconnessione lineare r su V & definita
da una applicazione D : Xe=—— Dx SFJineare dignell! 57;modulo delle de
&, j
rivazioni di €= r S;?Z;. Resta cosi determinato il sequente campo tenso
riale A di specie (1,1)
Ao (f,X)€ Fxd — A(f,%1 2 N f

detto campo fondamentate cella pseudoconnessione; si ha pertanto:

VFeTF L v (Ve Dy(FY) = £ DY « A(F,X)Y .

. 1 3
Se (U,6) & una carta locale di vV, con 4 = (x,...xn), posto =7 " &
le funzioni Ag e F?j cosi definite su U:
j J
(D,) x? = A o Lk
Ve, o U T "

si chiamano componenti di I' nella carta (U,¢).

Se Ketzg , 81 chiama pseudodifferenziale covariante di K e si indica 0K

il campo tensoriale di specie (r,s+1) definito per ogni Xl,...XS,Yec)C da:

(4.1) (DK) (Xys.nusXenY) = (DyK)(Xys...sXg).

. . . . . m., . ..
Per ogni m> 1 1o pseudodifferenziale covariante m-esimo DK é definito

induttivamente da
™ = peo™ k).
Siano Ai e r%.
J LN
le componenti di un campo di tensori Lueczg nella stessa carta,

le componenti di T in una carta locale (U,s) e siann

W, ..
da (4.1) seque allora che le componenti Wiy di Du sono:

9 }5’k



- S
n ; h
4. e e ZA W wwas ™ T, . 4. L
e IR NLI i Updg EET ki, Fiypntiag
Si ponga per oagni fe o
sle o= of
-1
e per oani q>] 9% = %7 (df):

in questo modo, per oani q3l, si & definita un'applicazione
an— O
§9 . feFmmm 5% e o

che si chiamera differenziazione covariante g-esima rispetto alla pseuds

connessione  lineare T

. . s .Q . | .
Indicate con 51. o3 £ le componenti di ¢°f in una carta liccaie
1 q
(U,é), per 1a (4.2) risulta ad esempio:
£ F - .
3 a}f :
5. . F = A" 3. e - g ¢
1310 i, ‘I]n i, h
A h - 1 .7 ny .*
B VL R S S L VA VL B
h n h h
7 1 h
!\.;1"* -5.2A re y 3, . f v (-AT 3T, 4»":.? "nkd-
o Tlaly iy Tai,7 Ty AR T AL
k h
r. ... ) 3.f
A L )‘ L
i, k1} h
0 . - . . -7 .
t'n campo wéCZq si dird esatto rispetto a ¢9 se esiste fe F tale

che =7F = 41 ne seque che u & esatto se e solo se esiste fe -f tale che,

qualungue sia la carta locale (U!,¢) nella quale o abbia componenti
Wi ..:, risulti

n-.]‘ } c.o}'
] ] Q

) Q . R . -
Un campo meczq si uird chiuso risoetto a

Cicé se per ogni pev, esiste una carta locale {U,4) di v, tale che pell ed

5

esiste una funzione f differenziabile in ! per 1a quale sia verificatas la

(4.3

st

se & localmente esatto,
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Indicati con E? e con C? g1i insiemi dei campi di tensori g-pli

rispettivamente esatti e chiusi rispetto a T, risulta E? = 6q(€;), ed

essendo 69 un omomorfismo E2 & un sottospazio diCEfg. E' inoltre faci

le verificare che anche C? & un sottospazio diCEZS e che contiene E;.

Lo spazio quoziente C?/E? = H? si chiama spazio di coomologia di V,

rispetto a  dei campi di tensori covarianti g~pli.

Si & cosi costruita una successione di spazi di coomologia {H ?}qe;N+

di cui il primo H; coincide manifestamente con lo spazio di coomologia

1-dimensionale H]

di De Rham e quindi €& un invariante topologico di Vn s
mentre i rimanenti sono degli invarianti di Vn dipendenti dalla pseudocon

nessione T.

Si consideri per ogni g>1 i1 fascio di funzioni su Vn ottenuto associan

do ad ogni aperto A di V_  lo spazio vettoriale su R 132 delle funzicni f,
differenziabili in A tali che

q - .

8 fA = 0 in A,
e ad ogni coppia di aperti A e B tali che A 8 1'omomorfismo di restrizio

A q . q .

ne g : ]32 —==— ;DB che ad ogni fAé ;DA fa corrispondere la sua re
strizione a B, Tale fascic si indicherad con 79? e si chiamerd fascio

delle funzioni a differenziale covariante g-esimo rispetto a T nuiloc.

i .S s T Tt e ——

.
. I . ;. . . . [ s
Indicato con C}{?’ lo spazio di coomologia 1-dimensionale di V_ &

.. . : 0 . ‘ Ve . .
coefficienti nel fascio . si dimostra in modo analogo alia Frop. T del

ne

AR

a,!

n.2 che: per ogni ¢>1  To spazio 8 isomorfo alio spazio Q4.
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