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DEFINIZIONE E STUDIO DI UNA NUOVA CLASSE DI FUNZIONI, CHE PERMETTONO UNA
PRESENTAZIONE DIVERSA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE.

E. FERRARI

Istituto di Fisica dell'Universita,Roma.

INTRODUZIONE.

SL vogliono studiare Le proprietd di una classe di gunziond di una varia
bile AH{x), Tn(x), dipendenti da un parametro reale n, che 4in un cerdo.
senso  generalizzano Le proprieti delle funzioni trnigonometrniche — s4in X,
cos X, e per questo verranno chiamate "gunzionl trigonometriche generaliz-
zate" (FTG), anche se, come &4 vednd, gli esempd pdil interessantd sarannc
connessd alle funziond ellitiicne.

Le funzioni trigonometriche cormrispondono al caso particolare n = Z,
perché questo valore figura come esponente nella relazione
s4n%x + cos?x = 1 (1)

SL vuole ingattl che, per n generdico, Aﬂ(x) e Tn[x) 50ddAis §4no
La nelazione
n n
[A GI]™+ [T {x)]" = 1 (2)

E' chiano che La sofa condizione (2) ¢ del tutto 4insugficiente pern degi
nirne taldl funzioni. SL deve nilcorrene a un'altrha gondamentale generalizza-

zione, concernente Le nelaziond diggerenziall

—— A84AN X = C05 X d A X=r=84AN X (3)
Tx 7T 04 X==84n X
che, per n gé.ne/uiao, diventano
d ] n-1
o A (x) - [Tn{x)]
(4)

d n-1
—GE TH(X.] '[AH(X.)]

In modo completamente analogo (cambiando un segno nella (2) e nella



-2 -

seconda delle (4) s4 pud deginine La classe delle gunziond Lperboliche
generalizzate (FIG) che, per n=7 &4 niducono a s4inh x, cosh x.

- 1L Ravoro che segue sand ardicolato in the parntl. La puima studia Le
proprieta delle FTG come gunziond di variabile neale, niporntando La de-
ginLzione ordiginale di queste 6unz,{om{”, in base a cul pbaaono essene
dedotte Le (4), e rnicavando alcune importanti proprietd delle funziond
suddette sull'asse neale. In Linea di principlo, questa parte potrebbe
sembrarne superglua (in quanto contenuta nella seconda parte, ove Le FTG
s0no studiate come funzioni di variabile complessa); tuttavia essa fon-
nisce wtili indicaziondi per Lo studio di tali funzioni nel campo comples
50, come del nesto verd constatato negli esempd che sarnanno discussi 4in
aéguiio.

Benche in Linea di prinedipio AL parametro n (chiamato anche "ondine"
delle FTG) possa essene arbitrhario, ¢ evidente che 4L casd di maggion Ain-
ta&é&&e, sul quals vernd concentrata L'attenzione, sono quelli in cul n
2 interno e POsATAVO. SL pud anticipare qui che La soluzione quando n=]
A banale, mentre per n = 3,4 e 6 essa 54 pud ottenere mediante par
Lcolard tipl di funziond ellittiche. Invece gli altrni casdi con n 4An-
teno (n = 5,7,8,9 ...) sembrano nichiedere una difficile indagine nel cam
po delle gunzione a pdl valornd di variabile complessa, che L'autore della
pnééénZé nofa non ¢ 4n grado di svolgetre: a proposito di questi casi, 84
potrhd soltanto deluneare L'impositazione del problema, con La presentazione
delle digficoltd che s4 Aincontrano.

La terza pante del Lavoro ¢ gorse La pii interessante dal punto di vista
matematico: 4in essda, visto La comnispondenza tha FTIG con n-= 3,4,6 e
particolart gunzionl ellitiiche, A4 cerca di estendere La classe delle FTG,

1) Questa definizione, e le proprieta che ne derivano, sono state presenta
te dallo scrivente come tesina (relatori i Proff. A. Ghizzetti e E.De
Giorgi), in occasione della seduta di laurea in Fisica tenutasi il
19-7-1957 presso 1'Istituto di Fisica dell'Universita di Roma.
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con opportune modigiche alle ﬁonmuﬁé (2) e (4), 4in modo da intrhoduvre

una dipendenza da un parametro addizionale e descrivere cosl £'intera

classe delle gunzionl ellittiche (con speciale atlenzione vernso quelle
a Lnvarianti neaﬁi);.Qgebii svuLluppi pokienaﬁno a nisultati éoddibﬂa~

centd, tali da potern parlanre di un nuovo modo di presentare Le gunzio-
n ellittiche.

PARTE I

LE FTG COME FUNZIONI DI VARIABILE REALE
[ ~ Definizion delle FTG.

Per 1a definizione delle FTG come funzioni di una variabile reale

X S1 generalizza una delle possibili definizioni delle funzioni sin x,
cos x nella seguente maniera:
Si dicono An(x) e Tn(x) rispettivamente 1'ordinata e 1'ascissa di

n

I

un punto della curva gn.+ n 1 (giacente nel piano cartesiano ¢n), ta

le che il raggio vettore per quel punto, il semiasse positivo ¢ e la

: e ey : ]
curva in questione delimitino un settore di area Ex.

Affinché la definizione data abbia senso, n deve essere positivo. In
tal caso, la curva nel piano ¢&n (che sara chiamata "curva parametrica")
passa pér i punti (1,0) e (0,1), ed & certamente definita nel primo
quadranté; Le funzioni possono quindi essere sempre definite in un inter-
vallo della variabile x compreso tra x = 0 (ove An = 0, Tn = 1 per
ogni - n>0) e un valore positivo di x, dipendente da n e chiamato m s
uguale al doppio dell'area (finita) delimitata dalla curva parametrica nel
primo quadranté. E' evidentemente An(mn) =1, Tn(mn) = 0. Il valore di

mn é facilmente calcolabile: si ha

21
. ! 1 o1 1. 1 R
m =2 {(1-g") /n ge ~ B( »7) ='H'“""§E—- (5)
0 I‘(E)
1 ] 2 2

Casi particolari: m]=1,m2=n/2, my = 57
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