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RIGIDITA' DI VARIETA' HERMITIANE COMPATTE (+)
Domenico PERRONE
Abstract.
In this paper using a "vanishing theonem” o4 Calabd and Vesentind (1],

we obtadin a conddition in onden that the cemplex analytic structure oy

a compact hermditian mandigold be Locadly nigAd.

Nozioni Preliminari.

Sia X wuna varieta complessa compatta kdhleriana avente dimm X =n,
con tensore metrico g = (g é).
)

Siano

O =55+83 e O =553+683
1 laplaciani complessi operanti sulle (p,q) forme su X a valori com
plessi,
e A = ds+8d = (5+3)(8+ 8)+(6+8)(5+3)

i1 Taplaciano reale.

Lichnerowicz [4], ha definito 1'operatore laplaciano 4  sui p ten

sori T in questo modo:

N . R i .
(£T) = -7 T +R T : - R T S
a ...u Q .’Jn_ "'(1 a a.‘... '..C[ (1 a O L ] - & OC.’\_
. . o} po .
con v derivata covariante, v =g v , R componenti del tenso-
P o e a o
X,

re di curvatura e R . componenti del tensore di Ricci.
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k

(*#) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo GNSAGA DEL C.N.R.
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4

4 & la generalizzazione del laplaciano reale 2 di G. de Rham de
finito sui tensori antisimmetrici.

% conserva la simmetria o antisimmetria eventuale di T, commuta con
la contrazione ed & autoaggiunto.

Essendo X dotata di una struttura kdhleriana, allora si prova

(cfr.[5]) che

p=20=207
Su X si pud quindi definire per i tensori T del tipo (p,0) 1'ope-
Ay
ratore QO
n -
(ar) = -¢" 99T Te
oy -ap Toal---fxp+Raf9 TI eeieeeg +
k p
R i gfngGT
ak‘ ug‘v a1-|coooocoaoap s

& . ; . ] .. .
C} e la generalizzazione del laplaciano complesso 3 definito sui ten
sori (p,0) antisimmetrici.

Con @ denoteremo il fascio dei germi dei campi di vettori olomor
fi tangenti a X, e con Hq(X,@) (g =1,...,n) 1 gruppi di coomolo-

gia con coefficienti in @ (per maggiori dettagli si rinvia a [1] cap.2).

Sia M una varieta (connessa) e J un fibrato differenziabile su
M con proiezione « : A+ M e tale che ogni fibra V. = 7l t)
(t e M) di QI sia una varieta analitica complessa n-dimensionale, la
cui struttura complessa & compatibile con la struttura differenziabile

di V, indotta dalla struttura differenziabile di .

Lo spazio fibrato a - {Vt/t € M} lo diremo famiglia differenzia-

bile di varieta complesse n-dimensionali, se: per ogni punto p € ar

esiste un intorno U di p e un omeomorfismo differenziabile h di

U in ¢" x m(U) tale che per ogni t e «(U), h, = h e una ap-
t ,Uth
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plicazione biolomorfa di U;\Vt in ¢" x{t}.

Riferendoci a un punto base o0eM, la varieta complessa Vt = al(t),

teM, la diremo una deformazione di VO = 7:(0).

Una famiglia differenziabile QA —= M di varietd complesse
n-dimensionali la diremo banale, se per qualche punto oeM esiste
¥

una applicazione differenziabile di V— V= it{o) che applica

ogni fibra Vt = 71(t), teM, biolomorficamente in VO; la diremo 1inve

ce localmente banale in o0eM, se esiste un intorno N di o 1in M,

tale che la famiglia #!(N)=— N & banale.

Rigidita di varieta hermitiane compatte.

I1 sequente lemma & dovuto a Calabi e Vesentini (cfr.[1] pag. 487).

LEMMA . Sia X varieta kahleriana compatta di Einstein avente dim¢X=n.
(N

Siano  Aje-ex n(n+t1) 1 valori propri in ogni punto di X del

21
N2

la trasformazione Tineare

-~

Q:e— R "¢ (1)

aB A 0o

operante sui tensori simmetrici di tipo (2,0)

Supponiamo iy < A, $ cee g AN e sia x = inf{x,;(x):x e X} .

Se R denota la curvatura scalare costante, abbiamo R : n(n+l)x ed

inoltre

(a) se »>0 e R=>0, allora HQ(X,@) = {0} per ogni q » 0;

(b) se A< 0<R e Rtnx >0, allora Hq(X,@) = {0}  per ogni

nai .
R+tnx

q>-

(c) se R<O0, allora O < —%— < n(n+l) e HYX.B) = (0}



per ogni Qg <

OSSERVAZIONE 1. 11 gruppo Hq(X,@) e legato con le deformazioni della

struttura complessa di X. Infatti quando per una varieta complessa
compatta X si ha X!(X,®) = {0, allora per un criterio di Frdlicher e

Nijenhuis (cfr. (5, pag. 45) la struttura complessa di X & local-

mente rigida, cioé ogni famiglia U ——% M di varieta complesse

n-dimensionali Vt = al(t), teM, con fibra VG = 71(0) analitica-

mente isomorfa a X, & localmente banale in O.

Per varietd hermitiane compatte, proviamo il seguente teorema di
rigidita.
TEOREMA . Sia X varieta kdhleriana compatta di Einsteinn-dimensiona

le, con curvatura scalare R, avente

R R

on se R-TO, '\L»——*é‘; se R >0 > »

Sia X' varietéd complessa compatta hermitiana m-dimensionale tale
che
(i) X' e X siano isospettrali per il laplaciano []( con

P,q)
(p,q) = (0,0),(1,0),(0,1),(0,2).

(ii) 1'operatore Q' (operatore (1) riferito a X') ammetta come auto
soluzione relativa a x; wun tensore n = (n Q) il quale verifi-
chi per ogni x € X' 1la condizione:

. : (1)

T > (=+2)n n_ - (" vewn )8 7. . 2
as-re > U S G R N LR (2)

roe -
(On) o7
In queste ipotesi si prova che X' & localmente rigida.

DIMOSTRAZIONE. Intanto dalle ipotesi fatte su , segue facilmente che,

X ha struttura complessa localmente rigida.

(1) Se z & un numero complesso con jZ}Re indicheremo la parte reale
di z.



Infatti
se Ao> —%ﬁ (R < 0), dal punto (c) del lemma, abbiamo H—(X,@) = {0},

R .
se A > - —gﬁ- (R>0> 1), allora e anche i > - P quindi dal

punto (b) del lemma abbiamo H-(X,l)) = (0}
Pertanto dall'osservazione 1 seque che X & localmente rigida.

La matrice hermitiana su X' sia data, in coordinate locali (z ),da

m -
2 o] .
ds =2 > g .dzdz" a ds®  possiamo as
2B =
1,4=1 m -
sociare la (1,1) forma fondamentale « = v -] 52;11 g Edz“a dz™ .
'\1, = 3 as]

Essendo la varieta hermitiana X' Jsospettrale a X per Cioo)

E](‘,O) e [](O,]} » con X dotata di metrica kdhleriana, dal corol

lario 4.3 di [3](pag. 256) segue che la (1,1) forma . & cniusa os-

sia X' @& kdhleriana. Quindi X e X' sono varieta compatte kdhleria

ne aventi stesso spettro per [](0,0) s E](O,l) e [](0,2} , con

X di Einstein, pertanto applicando i1 corollario 4.3 di [2](pag. 201)
seque che anche X' & di Einstein con curvatura scalare R' uguale a

quella di X. Naturalmente m = dim£X' = dimIX = n, in quanto X e X'

avendo stesso spettro per avranno stesso sviluppo asintotico.

L10,0)

Indicando con Rl- e R =47 rispettivamente Te componenti del tensore
aT ATDV

. . . ) " ) )
di Ricci e del tensore di curvatura di X', il tensore [ In simmetri-

co di tipo (2,0) & dato da:

Essendo X' varieta kdhleriana di Einstein n-dimensionale con cur-
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. sk s R
vatura scalare R, il tensore di Ricci R - wverifica R -= —-g -,
af ap n “as
pertanto
pT R Tp R 0T
= - .Y n + — n + n +
( Ejn)aﬁ g T ¢ aB n gu? e 0B n gB?g %0
uT- R o o]
-R ° %y =-gd"vr g 44— +2FR r
o B Yo T p abB n B 0B 0C
Dalla condizione (2), per ogni x € X', abbiamo:
R n._no_ - [(QQEV Von o) loo v 2o A< [ EjN) n o =
n of af T o aB’ aB“Re af af b aB  a8”Re
Pt - R - P © = 3
= - v ! + — v+ 21 (R |
[(9 T onaB)naBJRe n na@”aﬁ A afB noo)naB‘Re
0ssia
[(R® ° U PR S (3
A aB noc)naB‘Re - af af 3)
D'altronde R° 7~ o = Q'(n ) = xy n per ogni x € X', per Cui
ap 00 ap PoaR
la (3) diventa  2'n A =234 n o _ perogni x e X', ed essendo
Y aB aB al  afB
n >0, ne segue che
nC!.B nas ’ g

Vo= dnf{a] (x) cox e X'F oA,

Pertanto la condizione (2) geometricamente significa che lo spettro
di Q' si trova dopo .

Essendo X'> » , abbiamo:

se A > R (R < 0), anche x'> R e quindi dal punto (c) del Temma

2n 2n
HI(X',@') = {0} cioé X' & localmente rigida; se x > - %H(R>O>k), pud
aversi A'> 0 (R > 0) oppure ir'> - "gﬁ (R>0>21'), quindi dal

punto (a) oppure dal punto (b) del lemma segue che X' & localmente

rigida. CVD.
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OSSERVAZIONE 2. In particoiare se il tensore simmetrico n = (n )

¢ a derivata covariante nulla, affinché si verifichi la condizione

(2) del Teorema & sufficiente che

n sia anche autosoluzione di

fj con valore propric u > ( e 2 )

—
—
| I

(2]

3]

4]

5]
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