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}E cPN(EXE), inoltre, poiché 9c g, 2 N(EXE) ¢ #(EXE) quindi
dalla ipotesi seque che 9N (EXE) = ]E'
iii)== i) Sia a un elemento di S; poiché S & regolare esiste un

elemento z di S tale che a = aza. Allora, poiché az%za ed az e

Zd.

za sono elementi idempotenti di S, per 1'ipotesi az

Siano x ed y due elementi di S inversi di un elemento a di S;
poiché ax%ya, xaPay, axa, per 1'ipotesi ax = ya,xa = ay,ax = Xa,
pertanto

X = XdX = aXX = yaxX = yXa = yady =Y.

Per 1'arbitrarieta dell'elemento a si conclude che S & inverso e com-

pletamente regolare.

2. UNA CLASSIFICAZIONE DEGLI ORTOGRUPPI. -

In questo capitolo si caratterizzano tramite le relazioni di Green gli
ortogruppi con banda degli idempotenti di tipo P, ove P @& uno qualsiasi

dei tipi di banda classificati da M. Petrich in /8/.

Risulta utile 1'introduzione del concetto di congruenza A-destra [ﬂ—gi

nistra|, come pure 1'introduzione della banda S/p dove S & un ortogruppo

e p @ una congruenza A-destra  [A-sinistra] .

Di tutti 1 teoremi si sono omessi 1 "duali" che si ottengono scambiando
A con & , il termine "destra" con "sinistra" e in modo opportuno le ugua-

glianze presenti nella (iv) di ogni teorema.

Tutti 1 risultati di questo capitolo sono dovuti all'autore /12/.

Ricordiamo che se a & un elemento completamente regolare (c.r.) di un

semigruppo S, si indica con a 1'unitad di H econ a  1'inverso di

A 1n H .
a
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DEFINIZIONE 2.1 - Sia S un semigruppo c.r. e p una relazione

d1 equivalenza su S; ¢ € una A-relazione se

d p a ¥Ya € S

Le relazioni di Green su un semigruppo c.r. sono esempi di A-relazioni.

DEFINIZIONE 2.2 - Sia S un semigruppo c.r. e p una A-relazione su

S; p € una congruenza  A-destra |[A-sin.] se €& una congruenza sinistra

‘destra] ed
a pb==>acghbc ¥c e S (a,b e S)
a p b ==> cdpch ¥c e S (a,b e S)]
S1 osservi che una A-relazione  p € una congrucénZa se e soio se

-

p € una congruenza  A-destra e A-sinistra.

Sia S un semigruppo C.r. € o una congruenza A-destra; s1 in-
dica con a la p-classedi a (aeS) econ S/p 1'insieme delle clas

s1-d1 equivalenza su cui é definito il sequente prodotto

ab=ab

——————.

per ogni coppia (a,b) di  p-classi di S.

S1 osservi che se una A-relazione p € una congruenza, allora S/p

e 11 semigruppo quoziente.

TEOREMA 2.1.-

> S € un ortogruppo e p € una congruenza  A-destra, allora S/p

e una banda.

Dim.-

Per ogn1 a, b, ¢ € S/p

o
L
e
-
i
La ¥
" ™
o
()
j—
i

(a,b) ¢ = E_E c = {

e T —=
=

a (b c¢)

H
—_—
Qu

o
o
O

i
QJ
ey
O

H

1.e. 11 prodotto € associativo.
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a =a perogni acesS/p, quindi S/p e una

Q) )

Ino]tre,_g_g =

Sia S un semigruppo c.r.. Se {pi}ie é una famiglia di congruenze

[

-destre di S contenenti una relazione X, allora

M

P % el i

& una congruenza A-destra e contiene K. Si indichi con &X' 1'interse-

zione di tutte le congruenze A-destre di S, tali che K co

Si ricordi che una banda E @& detta regolare sinistra [destra| sse ax=axa

axa| , per ogni_ a,xeE.

[risp. xa

TEOREMA 2.2.

In ogni ortogruppo S, ' € la pid piccola delle congruenze A-destre

0 tali che S/p @ una banda regolare sinistra.

Dim., -

Dal Teorema 2.1, S/R' € una banda; inoltre, per ogni a,xeS, axS = axas,

. dE

quindi ax#axa, pertanto S/#' & una banda regolare sinistra.

Si1a p una congruenza A-destra p tale che S/p €& una banda regolare
sinistra ed a,b due elementi di S tali che a Zb. Allora a# b in
>/p , pertanto, poiché S/p € una banda regolare sinistra, a = b , cosi

ARCop, quindi R C p.

In ogni teorema che segue 1'equivalenza di (i) e (ii) & stata provata da

M. Petrich in /8/.

DEFINIZIONE 2.3. Una banda .E & detta una banda semiregolare destra

risp. sinistra] sse yxa = yxyayxa [risp. axy=axyayxy] per ogni a,xyeE.

Una banda EtE €& detta una banda regolare sse axya = axaya, per ogni a,x,yet.

TEOREMA 2.3.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sonc equivalenti:

1) E € una banda semiregolare destra;
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. E
11) & € una congruenza;

iii) Z£ & una congruenza  A-destra;

iv) Per ogni a,x e E ed y e S : axyS = axays.

Dim.-

1) ==> 11) Siano e,fekt tali che e%Ef, cioé ef =f, fe = ¢

(cfr. Teorema 1.1). Allora per ogni gq € E

fg = efg = efegefg = egfg.

analogamente eg = fgeg. Allora, per il Teorema 1.1, egﬁng; pertantOE?E

-

€ una congruenza.

11)==>111) Siano a,b dueelementi di S tali che a%b, allora &b. Per
11 Teorema 1.5, &ﬂﬁﬁ e, per 1'ipotesi, ac& bc per ogni ceS; inoltre,

acE = bcE  implica AacES = BCES e quindi acS = BES, essendo ES = S.

]
-

Tenendo conto che scS = scS per ogni seS, si ottiene che acS = bcS cioé
A,
111) ===>iv) Siano a,x elementi di E, allora ax®axa con ax ed axa

idempotenti, pertanto dall'ipotesi, axy # axay per ogni YyeS.

iv) ==>i) Siano a,x,y elementi di E; per 1'ipotesi, yxaZZ/xya, quindi

per il Teorema 1.1

yxa = yxyayxa.

TEOREMA 2.4,

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

1) E € una banda regolare
E
11) 5% SON0 congruenze
/ " - .
111)° # € una congruenza  A-destra, % €& una congruenza A-Sinistra
1v) Per ogni a,xyeE : axySxya = axaySxava.
Dim. -

1) ==> 11) Se E & una banda regolare, allora E & una banda semire-

golare destra e sinistra, infatti, per ogni a,x,y € E
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i
I

(yxyay)xa = yxyayxa
ax{yayxy) = axyayxy.

(yxay)xa
ax(yaxy)

yXxa = yxayxa

H
I
i

axy = axyaxy

Per 11 Teorema 2.3 e il suo duale E?E e ﬁFE SONo congruenze.

11) ==> 111) e 111) ==> 1vV) Immediate dal Teorema 2.3 e duale.

1v) ==> 1) Per ogni a,x,y € E

(axy)3 = (axy)a(xya)xyeaxySxyasS =

axy

I

axaysSxayasS € axays

3

axay = (axay) (axay)a(xaya)xayeaxaySxayaS =

f

AXYSXYaS C axys

I

C10€ axyS

1.1

axayS; analogamente Sxya = Sxaya. Pertanto per 1l Teorema

axaya = (axay)a = (axy-axay)a = a{xya-xaya) = axya.

DEFINIZIONE 2.4.- Una banda E & detta seminormale destra |[sinistra]

sse  yxa = yayxa|axy = axyai] per ogni a,x,yeE; wuna banda E e detta

normale sinistra {ﬁestrd] sse axy = ayx |risp. yxa = xyi} , per ogni

a,x,Yek.

TEOREMA 2.5.

Per un ortogruppc S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

1) B € una banda seminormale destra;

. F F _ o
1) A € una congruenza e E/~ e ura banda normale sinistra

111) A e una congruenza A-destra e S/9 € una banda normale sinistra,

1v) Foroogni a,x,y € E : axyS = ayxS.

1) ==> 11) Se E € una banda seminormale destra, allora £ € una
banda semiregolare destra; infatti, poiché per ogni a,x,yet

2
yxa = (yx) a = yx(yxa) = yxyayxa
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. E .
per 11 Teorema 2.3, 4% e una congruenza. Da questo,

axyt = axaykt, ayxt = ayaxt
per ogni a,x,yet, pertanto

(axay)ayax) = axayax = axa(ya)x = a(ya)x = ayax

(ayax)(axay) = ayaxay = aya(xa)y = a(xa)y = axay

cioé ayaxkE = axaytE (cfr. Teorema 1.1), quindi axyE = ayxE.

-
11) ==>111) 49 € una congruenza, quindi per il Teorema 2.3 % € una

congruenza A-destra. Inoltre, per ogni a,x, y € S/&, poiché Eﬁ%E € una

banda normale sinistra e vale il Teorema 1.5

iy ol R, e

XY = ayX

o

a X Yy = ayx = ayx = a y X
pertanto S/# € una banda normale sinistra.
111) ==>1iv) Siano a,x,y elementi di E; poiché S/# & una banda nor-
male sinistra
a Xy =ayx
quindi axy = ayx, cioé axyS = ayxS.
1v) ==>1) Per ogni a,x,y € E  yxaS = yaxS, quindi esiste zeS tale

che yxa = yaxz. Allora

yayxa = ya{yxa) = ya(yaxz) = yaxz.

DEFINIZIONE 2.5. Una banda E & detta quasinormale destra [sinistra

SSe  yxa = yaxa[@xy = axaj], per ogni ax,yeE. Una banda E & detta normale

SS€ axya = ayxa per ogni a,x,vet.

TEOREMA 2.6.

Per un ortogruppo S con insieme degli idemotenti E, sono equivalenti:

-

1) E € una banda quasi normale destra;

. EF F o
11) ¥ & sono congruenze e E/° & una banda normale sinistra;
111) ¢ una congruenza  A-sinistra, & € una congruenza A-destra e

S/ e una banda normale sinistra;
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iv) Per ogni a,x,y € E : axySxya = ayxSxaya.

Dim. -

i) ==> ii) Se E & una banda quasi normale destra, allora E € una

banda seminormale destra e semiregolare sinistra; infatti

y(yx)a = ya(yx)a = yayxa
axy(axy) = axy(ayxy) = axyayxy

yxa

axy

per ogni a,x,y € E. Allora per il Teorema 2.5 e 11 duale del Teorema

2.3, vale la i1).

ii) ==> 1ii) e 1ii) == 1iv) Immediate dal Teorema 2.5 e dal duale
del Teorema 2.3.

iv) ==>1) Per ogni e,f,qg € L

(efg)3 = (efg)e(fge)fg e efgSfgeS =

I

e f g

egfSfegeS c egfs
analogamente egf e efgS, pertanto efgS = egfS (1).

Inoltre, per ogni a,x,y € E

3

yxa = (yxa) = yx(ayx)a(yxa) € SayxSyxa =
= SaxySyaxa C Syaxa
fi
yaxa = (yaxa) = ya(xay)axa =

= ya(xyaxay)axa (per la (1) e il Teorema 1.1)
= y(axy)axa(yaxa) c SaxySyaxa C SayxSyxa C Syxa.

Allora, per i1 Teorema 1.1 e per la (1)

yaxa = yaxa-yxa = ya(xa)y(xa)a = y(xa)a = yxa.

TEOREMA 2.7.

Per un ortogruppo S con banda degli idempotenti E, sono equivalenti:

1) E € una banda normale;
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F . -
ii)gEE,;fE sono congruenze, E/# € una banda normale sinistra, Eﬁ%ﬁ

L

@ una banda normale destra;

111) # € una congruenza A-destra, S/# € una banda normale sinistra,

¥ € una congruenza  A-sinistra, S/¥ € una banda normale destra.

iv) Per ogni a.x,y € £ : axySxya = ayxSyxa.

Dim. -

1) ==> 11) Se E € una banda normale, allora E € una banda quasi-nor

male sinistra e destra. Infatti

axay = axayaxay = ((ax)ay(ax))ay = (axyax)ay =
= ax(y(ax)ay) = ax{yaxy) = axy
yaxa = yaxa yaxa = ya(({xa)ya(xa)) = ya(xayxa) =

(ya(xa)y)xa = (yxay)xa = yxa
per ogni a,x,y 1in E. Allora, per i Teoremi 2.5 e duale vale la 1i).

1) = 111) e 111) ==>1iv) Immediate dal Teorema 2.5 e duale.
iv) == 1) Per ogni a,x,y € E

3
axy = (axy) = (axy)a(xya)xy € axySxyaS = ayxSvxaS C ayxS$

analogamente ayx € axyS, quindi axyS = ayxS;

inoltre, in modo analogo, anche Sxya = Syxa. Allora per i1 Teorema 1.7.

axya = (axy)a = (ayxaxy)a = a(yxaxya) = ayxa.

51 ricordi che una banda E & detta regolare destra[sinistral

SSe Xa = axajax = axa|

Teorema 2.8.

Per un ortogruppo S con insieme degii idempotenti E, sono equivalenti:
i) E € una banda reqolare destra

i) R =9

111) B =9

iv), Per ogni a,x € S : xaS = axaS
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Dim. -

1) ==> 11) E' noto che EBEE g_@E. Inoltre, se a@E b (con a,b 1in E)

aba = a , bab =D,

FZ'
Altora, a = aba =ba , b = bab = b; pertanto per il Teorema 1.1 aR b

ii) ==> ii1) E' noto che & ¢ 9. Inoltre se a &%b con a,b € S a 9 b,

allora per il Teorema 1.5 5£?E b e quindi QE%E b. Per il Teorema 1.5

Cal

a#b e pertanto a & b.

111) ==> iv) Per ogni a,x € S

SxaS = SxaaS = SaxaS = Sa axas ¢ Saxa$s

e quindi SxaS = SaxaS e, dall'ipotesi, xaS = axas.

1v) ==>1) Per ogni a,x € E, poiché per 1'ipotesi xa .axa, per il Teore-

ma |.]
Xa = axaxa = axa

TEOREMA 2.9.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

1) E € una banda normale destra;

ii) LﬁE :_ifgfg una congruenza e Eﬁ?ﬁ e una banda normale destra;

iii) 2 =9, £ & una congruenza A-sinistra e S/¥ & una banda normale

destra;

1v) Per ogni a,x,y € E : xa Sxya = axaSyxa.

Dim. -

1) == 11) Se E € una banda normale destra, allora E e una banda

regolare destra e normale. Infatt

H
I

Xxa = x(aa) = xaa = axa

axya = a(xya) = a(yxa) = ayxa
per ogni a,x,y € E. Allora, per il Teorema 2.8 e per il Teorema 2.7 vale
la 11).
ii) ==>iii), iii) ==>iv) Immediate dal Teorema 2.8 e dal duale de |

Teorema 2.5.
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iv) ==>i) Per ogni a,x € E
Xa = (xa)2 = (xa)a(xaa) € xaSxaa = axaSaxa C axaS
analogamente axa € xaS, pertanto xaS = axaS (1).
Per ogni a,x,y € £, per la (1)
xyaS = x(ya)S = (ya)x(ya)S = y(a(xy)aS) = y(xy)aS =
= yx(ya)S = yxayaS c yxaS
analogamente yxaS ¢ xyadS, pertanto  xyaS = yxaS
Inoltre
2
xya = (xya) = (xya)a(xya) € xyaSxya = yxaS x ya
Cc SxaSxya = SaxadSyxa ¢ Syxa
2
yxa = (yxa) = (yxa)a {yxa) € yaxaSyxa (per la (1)) c

C SaxaSyxa = SxaSxya ¢ Sxya

ci0é Syxa = Sxya. Allora, gli idempotenti xya ed yxa

H-classe, pertanto xya = yxa.

TEOREMA 1.10. -

Per un ortogruppo S con 1

1)

E e un

semireticolo;

i) & ¢ -9

iii) A =%=9
1v) Per ogni
Dim. -

i) ==> i1i)

aesS :asS =

nsieme degli idempotenti

Sa.

(2).

(per la (2)) c

sono nella stessa

E, sono equivalenti:

Immediata per la definizione delle relazioni di Green.

11) ===> iii) Sianc a,b € S

AaRD <==>aBb <=>aLb <=> a¥b

inoltre

a¥lb <==> 3 L b <==>

a Db <=> adPb
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iii) ===> iv) Siano a,b € S poiché ab ¥ ba, per 1'ipotesi 2=

e per 1l Teorema 1.1

- A
Da = ba ba = ab ba ba =

= ab (ab)“1 ba €& aS

cloé  Sa ¢ aS; Analogamente aS ¢ Sa.

iv) ==> 1) Siano e,feb, ef%fe quindi esiste xeS tale che
efS = xS, Sx = Sfe. Pertanto, per 1'ipotesi efS = xS = Sx = Sfe = feS

Sef = efS = feS = Sfe.

Allora per i1 Teorema 1.1

ef = ef-fe

it

fe.

3. STRUTTURA DELGI ORTOGRUPPI. -

S1a S un ortogruppo; risultera dal Teorema 3.1 sequente, che S ¢

un semireticolo Y di gruppi rettangolari S {a€Y) e quindi 11 prodotto

X
di un elemento x di Sﬂ e di un elemento y di SE & 1in SuB (aB pro-
dotto di o« e & 1in ij Ma tale teorema non chiarisce 11 modo in cuil
elementi di differenti Srt s1 possono moltiplicare tra loro.

Riprendendo un teorema di strutiura per 1 semigruppi compietamente rego-

lari di Lallement [/7/, 19671 .M. Petrich ottiene[/10/, 1974] un teorema di
struttura "fine" per gli ortogruppi, chiarendo il modo in cui s1 moltipiica-

no gl1 elementi dei differenti S , tramite sistemi di applicazioni soddi-

¢

-

sfacenti certe proprietd; tuttavia M. Petrich non da un procedimento effetti-

vo di costruzione di tali sistemi.

La dimostrazione del teorema di M. Petrich si avrda ora {(ottenendo una

semplificazione della ftrattazione) utilizzandoun risultato di Clifford

i

1/2/, 1972| sugli ortogruppi a "due componenti®.



