1. ORTOGRUPPI. -

Un ortogruppo S & un semigruppo completamente regolare (c.r.) in cui

1"insieme E degli idempotenti & un sottosemigruppo.

I semigruppi idempotenti (o bande) e i semigruppi inversi c.r. sono esem

pi di ortogruppi.

S1 perviene a delle caratterizzazioni degli ortogruppi in termini di rela-
zioni di Green (2,4L2%.#); inoltre, si studiano i legami tra le relazioni di
Green su S, ortogruppo, e le relazioni di Green sulla banda E degli idem
potenti di S e si perviene ancora ad altre caratterizzazioni.

Se a @& un elemento c.r. di un semigruppo S, si indica con & 1'idempo-
tente dellasf~classe di S contenente a e con a_] 1'inverso di a nel

la stessa Lﬁﬁc1ass¢.

TEOREMA 1.1.-

Siano a,b elementi c.r. di un semigruppo S, allora

i) aZb sse
ii) a &b sse
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Din.-

S1 prova la i). Si osservi, dapprima, che se s & un elemento c.r. di
un semigruppo S, poiché sSc8§sScs8S ed §S =5 5_1 S CsS S
si ha

s S =58 (1)

Siano a,b elementi c.r. di un semigruppo S tali che a%b; per la

(1) 53?5, quindi esiste un elemento x di S tale che ax = 5, pertanto

-y iy iy

X = b; in modo analogo b a = a. Viceversa, poiché

y QU

ab=a(ax) =
aS=baScbS e bS=abScas,perla(l) a%b.

La ii) si dimostra in modo analogo alla i).



TEOREMA 1.2. -

Sia S un ortogruppo; per ogni a,b in S
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adb sse a=aba .

Dim. -

Siano a,b due elementi di S, ortogruppo, tali che a%b, quindi
alx , x&b per un certo x € S. Allora (cfr. Teorema 1.1)
afx , x%&b (2)
Poiché £ & una congruenza destra e A una congruenza sinistra,
a b.#x b , a XRAAab,
per le (2) e per il Teorema 1.1

a b%b , a%ab ,

pertanto, ancora per il Teorema 1.1
a=aba ,b=0bahb
I1 viceversa & immediato; infatti per il Teorema 1.1 a b%b e a bRa,

quindi a9%b.

I1 Teorema 1.2 pud essere utilizzato per caratterizzare gli ortogruppi co-

me sottoclasse dei semigruppi regolari e dei semigruppi completamente regolari.

TEOREMA 1.3.-

Sia S un semigruppo regolare ed E .1'insieme degli idempotenti di S.

Sono equivalenti:

i) S & un ortogruppo;

ii) Per ogni e,feE : e Ff sse e =efe , f = fef;
iii) Per ogni e,f ek : ePf sse e = efe , f = fef,
2 2

iv) Per ogni a,xeS : a
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Dim. -

i) ==> i1) Se S & un ortogruppo, la ii) & vera per 1|

poiché @ =.7.

ii) ==>iii) £' noto che % c # pertanto, per ogni e,fet  tali che

e Zf, per 1'ipotesi e = efe, f = fef,

Viceversa, se e,fek tali che e = efe, f = fef, allora fZef,

efA2, quindi e9f.

1ii) ==>iv) Siano a,xeS tali che a = axa, poiché axPxa ed ax,xa
sono elementi idempotenti di S, per 1'ipotesi

ax = ax(xa)ax

L 2 2
quindi a = axa = (axxaax)a = ax a .
iv) ==>i) Sia a un elemento di S; coiché a @ reaqolare esiste
"'J i} ™
. . [ A . f.'f
XES tale che a = axa. Allora, per 1'ipotesi, a = ax a € a S a , pertanto

per il Teorema IV.1.6 di /9/ S & completamente reoolare,

Siano e,f elementi idempotenti di S ed x inverso di ef 1in S,

lora

fxe = f(xefx)e = (fxe}2

ef(fxe)ef = efxef = ef

Per 1'ipotesi , , q
ef = ef(fxe) (ef)” = efxef(ef) = (of:"

pertanto et e un ijdempotente, quindl S & un oriogruppo.

COROLLARIO 1.4~

Sia S un semigruppo compietamenic recolare sono equivalenti:

1) S & un ortogruppo;
11) Per ogni a,b € S : a%b sseé  a =ab a , o =Dbab
111) Per ogni a,x € S : a = a # @ === g = 2 32 a”

OSSSERVAZIONE. -

L 'equivalenza tra i) elii) & nota (cfr. /10/).

=
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Sia B un sottosemigruppo di un semigruppo S; indichiamo con

JKB,.SZ’B,%B,@B,. le relazioni di Green #,%7, #,92, F relative al se-
migruppo  B.

TEOREMA 1.5.-

Sia S un ortogruppo ed E il suo sottosemigruppo degli idempoteneti.
Allora

i) RO (EXE) =&
1) 2N (EXE) =&
111) # O (EXE) =
V) 2N (EXE) =2"

Dim.-

La dimostrazione € immediata dal Teorema 1.1 e dal Teorema 1.2, tenendo

conto che E e un ortogruppo.

Le i),11),111) del Teorema 1.5 valgono per situazioni pil generali
[cfr. /5/; Prop. 4.5,p.50]. La iv) pud venir utilizzata per caratterizzare

gli ortogruppi come sottoclasse dei semigruppi ortodossi cioé dei semigruppi

regolari nei quali 1'insieme E degli idempotenti & un sottosemigruppo. Va-

le infatti, i1 seguente teorema [cfr. /5/; Prop. 3.3, p.204]:

TEOREMA 1.6. -

Un semigruppo ortodosso S con banda'degli idempotenti E & completa-

mente regolare sse 2N (EXE) =@E.

Dim. -

La necessita della condizione & immediata. Infatti, un semigruppo orto-

dosso completamente regolare & un ortogruppo, quindi,per il Teorema 1.5

E. :
PN (EXE) =2 . Viceversa, sia a un elemento di S; poiché S @&:regolare

esiste a'eS tale che



a = aa a , 2 = a'aa’ (3)

Posto a&aa' = e, a'a =f , poichée e,feE ed £ 2f, per 1'ipotesy

e E@Ef, allora per il Teorema 1.7

e = efe , f = fef (4)
Sia a = ea'f
aaa = a{ea'f)a = aa'a(ea'aa'aa'f)aa'a (per Tla (3)) =
= a(a'aea’'a)a’'(aa'faa')a = a(fef)a'(efe)a =
- afa’ea (per la 4)) =
= aa'ea = aa'a = a
inoltre,
aa = alea'f) = [aa'ale(a'aa')f (per la (3)) =
= a(a'aea‘'a)a’'f = afefla'f =
= afa'f (per la (4)) =
= aa' f = ef
aa = (ea'fla = e(a'aa')f(aa'a) . (per la (3}

ea'(aa’'faa')a = ea'(efe)a

= ea ' ea (per la (4)) =
= ea'a = ef

51 & provato che ogni elemento a di S & completamente regolare, gquin

di S €& completamente regolare.

COROLLARIQ 1./7. -

Un semigruppo ortodosso S con handa degli idempotenti E & completa-
mente reqgolare sse . F N (EXE) = .9,

Dim. -

e —

Un semigrupno ortodosso completamente regolar~ € un ortogruppo, quindi

r
poiché % = 4 per il Teorema 1.5 . N (EXE) =.¢ .

Ry
f
=3

: 13

Viceversa, supposto # " (EXE) :.ﬂ:j poiche % c .# e
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PN (EXE) c £ (EXE) -4 =g

Inoltre, e noto che EQE_E_QarW(EXE), pertanto per il Teorema 1.6, S &

comp letamente regolare.
Si osservi che in un semigruppo ortodosso, in generale Q# .¢#.

DEFINIZIONE 1]. - Una banda  E si dice regolare destra [risp. sinistra]

sse ef = fef [risp. ef = efe] per qualsiasi e,feE.

LEMMA 1.8. - [cfr. /8/, Teorema 8]

In una banda E, sono equivalenti

i) E @ una banda regolare destra |risp. sinistral

i1)R=9 | risp. =9 ]

Dim. -

E' noto che #2c 9 . Siano a,b elementi di E tali che ayb,
allora per il Teorema 1.2 a = aba , b = bab, quindi, poick E & una

banda regolare destra

ab = (aba)b = (ba)b = b
ba = (bch)a = (ab)a = a
pertanto per il Teorema 1.1 aA b.
Viceversa, per ogni a,b 1in E, poiché ab%ba e % € una congruen-
za, aba%ba. Allora essendoc X% =2, abasba, pertanto per 11 Teorema 1.1

ba = (aba)ba = aba

TEOREMA 1.9, -

Se S € un semigruppo ed E 1'insieme degli idempotenti di S, sono

equivalenti:

i) S
ii) S & ortodosso e #N(EXE) zJ?E
S € ortodosso e 9 N(EXE) =£%E

e un ortogruppo cch E banda regolare destra

i11)



Dim. -

i) ==> ii) L'ortigruppo ¢ & ortodosso; inoltre,poiché Y=J5 e

-

per il Teorema 1.5, FO(EXE) = ¢ . La banda E €& reaolare destra, ;uindi,

r

: F F E
per il Lemma 1.8 ¥ =9 =4, pe-tanto £N(EXE) =2 .

ii) ==>iii) £' noto che 2 = .#; dall'ipotesi segue

T

| 2N (EXE) ¢ gV (EXE) =R&" .

- : . - E
E' noto che £ ¢ - ed & immediato verificare che 2N (EXE) =9,

| 71 @)

quindi Y N(EXE) =A".

r
111) ==>i1) Poiché @E cygN(EXE) e @ g@g, dalla ipotesi segue
o
che E?E =4 cioé ner il Lemma 1.8 E € una banda regolare destra.
Inoltre, 20 (EXE) =g@t =52E implica, per il Teorema 1.6, che S € un orto

hruppo.

Sussiste, inoltre, il seguente teorema in cui 1'equivalenza tra i) e

iii) & nota [cfr. /5/, p. 94]

TEOREMA 1.10. -

Se S € un semigruppo ed E 1'insieme degli idempotenti di S, sono

equivalenti:

i) S & compietamente regolaree inverso.

11) S & regolare e JFN(EXE) = ]E
iii) S & regolare e < N (EXE) EE

Dim. -

1) ==» ii) Ovvierente, un semigruppo S c.r. e inversc € regolare.
Inoltre, poiché Y= ¥ e per il Teorema 1.5 . #N(EXE) =LﬁE; ma € noto

che 1'insieme degli idempotenti di S & una banda commutativa (semireticolo),
C

quindi £ = 1_, pertanto £ (EXE) = 1

E E

11) = 1i1) Sia S un semigruppo regolare; & immediato verificare che
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}E cPN(EXE), inoltre, poiché 9c g, 2 N(EXE) ¢ #(EXE) quindi
dalla ipotesi seque che 9N (EXE) = ]E'
iii)== i) Sia a un elemento di S; poiché S & regolare esiste un

elemento z di S tale che a = aza. Allora, poiché az%za ed az e

Zd.

za sono elementi idempotenti di S, per 1'ipotesi az

Siano x ed y due elementi di S inversi di un elemento a di S;
poiché ax%ya, xaPay, axa, per 1'ipotesi ax = ya,xa = ay,ax = Xa,
pertanto

X = XdX = aXX = yaxX = yXa = yady =Y.

Per 1'arbitrarieta dell'elemento a si conclude che S & inverso e com-

pletamente regolare.

2. UNA CLASSIFICAZIONE DEGLI ORTOGRUPPI. -

In questo capitolo si caratterizzano tramite le relazioni di Green gli
ortogruppi con banda degli idempotenti di tipo P, ove P @& uno qualsiasi

dei tipi di banda classificati da M. Petrich in /8/.

Risulta utile 1'introduzione del concetto di congruenza A-destra [ﬂ—gi

nistra|, come pure 1'introduzione della banda S/p dove S & un ortogruppo

e p @ una congruenza A-destra  [A-sinistra] .

Di tutti 1 teoremi si sono omessi 1 "duali" che si ottengono scambiando
A con & , il termine "destra" con "sinistra" e in modo opportuno le ugua-

glianze presenti nella (iv) di ogni teorema.

Tutti 1 risultati di questo capitolo sono dovuti all'autore /12/.

Ricordiamo che se a & un elemento completamente regolare (c.r.) di un

semigruppo S, si indica con a 1'unitad di H econ a  1'inverso di

A 1n H .
a



