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Calcolo degli autovalori di una equazione integrale di

Fredholm di 2? specie a nucleo simmetrico del "ciclo

chiuso".

di Maria Laura Leuzzi (Letce)

[1 presente lavoro concerne il calcolo degli autovalori di una equazione
integrale di Fredholm di Za specie a nucleo simmetrico del "ciclo chiuso",

secondo la locuzione di Vito Volterra.

Precisamente si cons ideri una funzione reale k(t) della variabile reale
t, la quale sia continua nell'intervallo -a <t < a ed ivi funzione pari

della variabile t.

Posto K(x,y) = k(x-y), 1'equazione integrale di Fredholm cors iderata

e la s equente:

d

(1) J K(xsy) ufy )dy =u u(x).
O

[.Stakgold (]), studiando tale problema,si propone il calcolo degli au-
tovalori applicando il ben noto metodo di Alexander Weinstein e costruisce,
a tal fine, 11 problema di base indispensabile per 1a applicazione del metodo

stesso.

S1 € ritenuto che la applicazione del procedimento di Stakgold al calco-
lo degli autovalori per la equazione (1) non sia conveniente per 4§ motivi che

s1 vengono ad illustrare.

E' intanto, ovvio che, mediante una traslazione sull'asse reale, la qua-

le lascia immutato i1 nucleo K(x,y), ci si pud ricondurre dall'intervallo

), cioé si pud scrivere la (1) al modo sequen-

no |

(0,a) all'intervallo (- %4

te:

-

(V) Cfr. 8].



ro|

(2) J{ K(x,y) u(y) dy = u u(x).

no| o

Si ha:

2

E( % BZ(_" % &212("%,—3’),

essendo dé?z(- %—, %J 1'ordinario spazio di Hilbert reale delle funziom
. 2 . . .
di quadrato sommabile in (- %a %J: .EEO (- %‘, gﬁ 1l sottospazio di
. : 2 .
Bz - -2-, --) costituito da tutte le funzioni pari ed B] - = —) il sotto

spazio delle funzioni dispari.

Si indichi con K 1'operatore al primo membro della (2). Sussiste il

seguente teorema:

[. - I sottospazi .E?Z (- E} EJ e ,E?Z(- E} E) sono sottospazi inva-
0 2" 2/ — 1V 27 2 -
rianti per 1'operatore K "
Basta dimostrare che .Qz (- -3- ] -g-) e sottospazio i1nvariante per

(1)

: . . : 2 a
1'operatore K . Infatti, com'é noto , se il sottospazio ,£20 (- 5 ,*;
_ : | R 2 a a

é invariante per 1'operatore g , tale & anche .£2 " E— comple-

mento olrtogona1e d1 Bs (- ';-' 5 %).

(hy cfr. [2;] , teorema XIV, pag. /5.



Occorre, quindi, dimostrare che, se o(x) e_é?ﬁ(— %3 %0, posto

v (x) = Kle(x)}, riesce ¥ (x) e.@f(— % 5), ciog  y(x) - b(-x).

Infatti, posto y = -t, per la parita della (x), S1 ha:
a a
- (7 (2
v (x) = J k(x-y) ¢(y) dy = J k(x+t) ¢(t) dt.
.9 _ 2
2 2
D'altra parte, per la parita delle funzioni k e ¢ , riesce:
a | a
(2 =)
b EX) = J k(-x-t) ¢(t) dt = J k(x+t) o(t) dt.
a
- = a
‘ "2

La tesi del teorema &, pertanto, acquisita.

Si indichi con P"_J il proiettore ortogonale di .82(- %’ %) Su

~ 2 a a ) |
.80 (-5»3) esiponga P, =1-P , essendo I 1'operatore identita.

S1 ponga, inoltre

0,1)

—~~
JI
I

K. =P, K P,
1 ] i

- d a .
51* :-Qf (- 7 E) (1

(1)

0,1).

- Dal teorema precedente segue Che:

(]) Cfr. [2_’ , teorema XV, pag. 75.
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[I. - "Considerati i due problemi di autovalori
a a
(20) K0u=uu uegi (' "é':'é"):
(24) K - ue 2" (-2, =)
1 p ot Ly (305 )

le due successioni degli autovalori dei probiemi (20)_5_(2]) (nelle quali

ogni_autovalore € ripetuto un numero di volte pari alla rispettiva moltepli-

citd) costituiscono la successione di tutti gli autovalori (ciascuno contato

un numero di volte pari alla sua maltép]icita), de] problema (2)".

E' facile constatare che:

[TI. - "I due operatori Ko e K hanno le seguenti rap-

presentazioni integrali:

a
] (2 |
(30) KO u = PDK F‘.0 u =z {K(x,y)+K(x,-y)} u(y) dy
a
- - a a
2 E?Z _ g d
ue U( 21 2)5
a
1] (2
(3,) Kyu=P KP u=3 |~ {K(x,y)-K(x,-y)} u(y) dy
] ] ] ] 2 R
T2

[ teoremi dimostrati costituiscono un evidente progresso nel problema
del calcolo degli autovalori del probléma (2) in quanto - come & ben noto -
la conoscenza dJ spazi invarianti in problemi di approssimazione lineare

consente - disponendo di sistemi per il calcolo automatico atti a fornire
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la approssimazione fino all'ordine n - di spingere la approssimazione

stessa fino all'ordine pxn, se p & il numero di sottospazi invarianti

noti.

Tale notevole vantaggio viene ad essere perduto dallo Stakgold, in quan
to egli non pud pid applicare il suo metodo di costruzione di un problema di

base agli operatori (%&)e (3]), non essendo pid i nuclei di tali operatori,
nuclei del "ciclo chiuso".
51 e, allora, pensato di applicare il metodo degli "Invarianti Ortogona

13" (]).

S1 € considerato il problema nella ipotesi che gli operatori

K (i=0,1) siano operatori definiti in segno (positivi o negativi).

Se riesce Ki > 0, 11 metodo degli invarianti ortogonali fornisce le

sequenti limitazioni per il j-simo autovalore ¥ 3 del problema (21):
1 (v) | (v)
AUNEERS T I T I A T
dove, detto {Vi h} un sistema di funzioni linearmente indipendenti,
completo nello spazio Si’ le ugu; sono le radici della sequente equa-
Zione secolare: .
5 i .. . . - H . s ¥V -
(%) det {(Kﬁ V1,h’v1,fﬁ) (v1,h V1,3)} 0
{
— h,g = 1, Y
i

avendo posto:

(1) Cfr. |3]
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a
2
(6) (U,v) = [ u(x) v(x) dx.
_a
2
Detta Vi § la varieta determinata dai vettori w'_i 1"""Vi 1
] 3 g
sia P. i1 proiettore ortogonale di S. su V., .
T4V 1 T,V
Sia w. . un autovettore dell'operatore P, K. P, corri-
T5J5V | 1,v 1T 1,V
spondente all'autovalore ugv; :
Sia Pi . 1l proiettore ortogonale di Si sullo spazio di tutti
i vettori di V. ortogonali a w. . :
1sv T4,V
51 ha:
J. (k) - g Po) :
(v) s VK NSRRI V) In
(7) o, . = — E— + L.
s n 1,3

qS'] (P-] ,j,U Ki Pi ,j,‘d)

ove gli interi positivi s ed n si suppongono fissati una volta per

tutte.
§]2 ed €7:-1 sono gli invarianti ortogonali di grado n ed ordi
ne S ed s-1, rispettivamente, degli operatori indicati in parentesi (]).
S1 ponga: ]
K (Xs¥) = 5 {K(X,y) + K(x,-y)]
]
Ky (%5¥) = 5 IK(X,y) - K(x,-y) 1}

(]) Cfr. [3 ]



Sia: (1)
Ki (X:Y) = Ki(xly) (i=0:])
a
Kgn)(x,y) = f ‘ K(])(x,t) Kgn'1)(t,y) dt (n > 1)
a
"2
Si ha:
a
n 2 (n)
K.) = :
(8) gl(K.) ja (M (x,%) dx
2
Si ha, poi, per una formula di Robert (]):
_nr, gnr“k-
@ k) - (S g L] HUK) T )
S 1 1<k<s k! r.+...+r =S r.... r
— — ] k ] k
r.s> 1

E' ovvio come le cose dette vadano modificate se riesce 'Ki < 0.

Come applicazione della teoria svolta, si & considerato il caso nel quale la

funzione k(t) sia una funzione del tipo:

t2
(10) k(t) = f(e ),
essendo f(u) una funzione intera della variabile u verificante le
condizioni:

£™(0) > 0 m=0,1,...
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S1 dimostra in tale caso che:

[V.- L'operatore Ko 3 relativo alla funzione k(t) definita da (10)

A - 1 2 : it
e positivo, mentre 1'operatore K, _& negativo”.

Per dimostrare il teorema relativamente all'operatore fib basta
far vedere che, qualunque sia la funzione non identicamente nulla ¢(x),sommabile

a a .
(- 5 EJ, riesce:

r
(17) ]

51 osservi dapprima che, per le ipotesi fatte sulla f, riesce:

- 2 2 -
f(e(x_y) ) + f(e(X+Y) )

H
I}

]
Kﬂ(x,y) E’

L ;k(x-y)z ek(X+y)2 _
2 k=0 “k | 1
o 2 2
| kx _ky -2kXy 2kxy
-_ E ey
5 k20 A © e (e + e )
2 2. he .
& k k @0 |- |
I ) a € e 1%%1' (-1)hxhyh+xhyh =
2 k=0 h=0 S -
0= (2k)2h 2h 2h  kx° ky2
a - X e e

“h %k (2h)! g
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Sostituendo 1'espressione, ora ottenuta, nella (11) si ha:

a a
( E' ('5
J dx J K, (Xsy) o(x) o(y) dy =
_ 8 _ g8
l V4 R = 0
O 2h r - 2 .
2 Z2h
= Iy Ay (2k) | SR $(x) dx
5 ‘ J
(|, |
-- 3 n

La quantita ora scritta é sicuramente positiva. Infatti, se esistesse

un valore kO per il quale riuscisse:

la funzione ¢(x) risulterebbe ortogonale a x2h per ogni h > 0. Si

avrebbe, allora, »(x) = 0, contrariamente alle ipotesi sulla d(x).

Cos1 e dimostrato che K € un operatore positivo. In modo analogo si

0

dimostra che K] & négativo.

S1 dimostra che

. . n . ‘ : .
V.- L’invariante €71(Kb) si rappresenta mediante il seguente sviluppo

1n serie:



h 5h
(h)2"2(h) 2% ... (h, )2"n
(12) ] 3 Z2n-1
0 l | |
(2h2) (2h4) e (2h2 )
S S S
1 2 n
(h]+h3) (thhS) o (h2n— +h])
2(h2+h4+...+h2n)+2(s]+ +sn)
S, t...s ! 2
n
a4(h2+h4-:n...+i12n)+2(51+...+sn)+n
L2(h2+h4+s1 )+1_“| 1_2(h4+h6+52)+1:J ..... ,_2(h2n+h2+sn)+1_|
Nimostrazione:
0, (2h )2h2 2 2
Riesce: |<£])(x,y) = Ko(x,y) = Zy a, L x2h2 ehlx y2h2 ehTy
172 1 (2h)!
2
S1 calcoli, ora:
a
2 (2
oy = 18 KV 0n kD (t,y) at -
a
"2
2h 2h
0, (2h,) 2(2h3) ’ h]xz 2h,
= ) a, a - e X
h1,h2,h3,h4 h] h3 (2h2)!(2h4)1
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Ponendo in generale

j+k,1+h

si ottiene:

2h 2h
2 4
2) Olm (Zh]) (2h3)

(
K} (x,y) = L a, a ;
0 h, h (2h2)!(2h4)1

h1+h3,h2+hd

(3)

Analogamente si pud calcolare K0

(X,y) ed ottenere:

L

r
KS)(x,y)

1]

|
Ké ) (x.t) Kéz) (t,y) dt =

2h2

0, (2n,)  “(2k

3

2h4

)

2h, )

2h

6

i
—
-
-

hg 17375 (2,

2 2
h,.X 2h2 h5y 2h6

e X e y F F

)1 (2h

4

)1 (2h

h]+h3,h2+h4 h3+h5’h4+h6

6)!



- 12 -

In generale, quindi, si ottiene:

2h 2h 2h 2 2
2 4 2n hyx 2h, h y 2h
(2h1) E?ha) ...(2h2n_])h‘ o ] . 2 e__2n—1 on
| | |
(2h2).(2h4)....(2h2n).
Fh h,,h.+h Fh +h_,h +h *'*Fh +h h +h
Th32No™y 37521 Mon-3""2n-1""2n-2""2n
D'altra parte, sviluppando Fj+k,i+h si ha:
- 2
*" . v
Fj+k o J 2 e(J+k)t t2(_'1+h)dt _
g
2
.2
- (J:T) I 2 (2(i+h+r) dt -
_a
2
o oo | 2(i+her)+1] | 2 (i+h+r)+2 ]
RO Rt AP Dbl
r=0 ri 2 ) 2(i+h+r)+]
- (j+k)r a?(1+h+r)+1

= 3 , ——
r=0 r![?(i+h+r)+i]22(1+h+r)
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Sostituendo tale espressione in quella di Kén)(x,y), applicando la (8)
ed eseqguendo 1'integrazione, si ottiene proprio la (1%9.

Tale formula permette il calcolo numerico di un valore per difetto del-

. . M . .
1"invariante (J, (KO)’ con un errore tanto piccolo quanto si vuole, dato che
1\

e possibile maggiorare il resto della serie a secondo membro della (11).

Procedendo in modo del tutto analogo si dimostra che:

) : _n ‘ | : : .
VI. - L’invariante g]](K1) si_rappresenta mediante il seguente sviluppo

in serie:

L (K) n 95 0y
Iy (K= () - ) a, a, ...a
1 yahpaseeshy siuntis % %t
2hy*1 2h,+1 2h, +]
¢ 4 2n
2. _ih1) (h3)' (h2n_1)w
]
| |
(2h2+])- (2h4+]).... (2h2n+])!
51 52 Sn
(h11+h3) (hythe) "'(hZ_n-1+h']) |
s.!...s ! 22(h2+h4+"-+h2n)+2(51+...+sn)+n

]

a4(h2+h4+...+h2n)+2(s]+...+sn)+3n

[?(h2+h4+s1)+3] [?(h4+h6+52)+3]*.. Exh2n+h2+sn)+3J

Per quanto concerne gli esempi numerici si & considerato il caso:

f(u) =u .



