INTRODUZIONE. -

Negli ultimi anni 84 s0no §attl moltl proghessd nell'analisd di metodi
mulitistep A-stabili pen L trhattamento numerdico di sdistemi di equaziond dig
genenziall di tpo "AELLE".

E' noto che pern tali sistemi L metodi classicd alle digferenze, per esserne
efficlenti, nichiedono una Limitazione troppo ononosa sul passe di discretiz
zazione. Muovendosdi invece, nell'ambito delda teornia di stabilita alla Liapu
nov s4 s0n0 ottenutl notevold sviluppi sia con L'introduzione di metodd multi
sZep esplicktl A-82abili non Lineari (ved. pen es. [4],[5],[6]) s4da con £'ana
Lisd pill approfondita di metodi Lineari mulitistep impliciti A-stabili. (E' noto
che un metodo &ineare A-sitabife non pud essere esplicito (ved. [7]))-

In un Lavoro del 1978 Dalquist prova che La G-stabilitd & equivalente alia
A-stabitita (ved.[?]).

Alla Luce di tale nisultato in quesita noia s4 dimosina che, considerande una
cLasse di metodi Lineari hk-step A-stabilli applicata a un sistema differenzia-
bile autonomo monotono,sL pud costruire una matrice G di ordine k simmetri-

ca e definida positiva e quindi una noama, aispettc alla quale, Fﬂ=[é;,é;+l,
T T , .
ceerb o pq) ¥ decrescente Lungo La sofuzione numerica.

Successivamente utilizzando quesita proprietd s4 costruwisce una classe di meto
di  G-stabili di ondine massimo e s4 dimosirna che £'insieme ded punti di equili-
brio & globalmente stabile in R e nel caso di stretta monotonia il punto di
equilibrio @ globalmente asintoticamente stabile in R,



§ 1. Fondamenti teorici.

Siano Ai(A) per i =1,.,Mmgli autovalori della matrice complessa A

. . . . s . .
di ordine s e sia <.,.> un prodotto scalare in C°. Sussistono i se-

guenti teoremi:

Teorema 1. - Se Re < Az,z.> <0 perogni ze€ ¢> allora ReA}(A) < 0

per i =1,..,m,

Dim.- Indicato con z, 1'autovettore corrispondente all‘autovalore Ai(A)

si ha:
Re <Az, ,z.> =Re <x.z.,z,> =Re | z,]]2<0
i’ 179779 it it =
dove || € 1a norma corrispondente al prodotto scalare considerato.
Teorema 2. - Se A & in particolare una matrice reale di ordine s ,

(.,.) un prodotto scalare in R e se (Ax,x) < 0O per ogni x € R® allo-

ra Reki(A) <0 per i = 1,..,m.

: . S .
X+iy, w = u+iv. con z,w € C° si ponga

1

Dim. - Per ogni z

< ZL,W o> (X,U) + (y,v) - i(X,V) + ](_VgU)

Resta cosi definito i1 prodotto scalare <.,.> in CS e si ha:

Re <Az,z> = (Ax,x) + (y,Ay) <0

e quindi per il teorema 1 si ha la Tesi.

: S S : . s : . .
Sia f : R” - R una funzione con derivate parziali prime continue e si

denoti con J(x) la matrice Jacobiana della f.

Teorema 3. - Se (f(x) - f(y),x-y) <0 per ogni x,y € R®> allora

(J(x)u,u) <0 per ogni x,u € RS,

Dim.- Si supponga per assurdo che riesca per qualche X, ed u_
g )>0.

(d(xo)uo,u0

Per le ipotesi di continuita esiste s e R tale che

> 3 \
(J(x)uo,uo) 0 per ogni X € S(Xo,p)

avendo indicato con S(xo,p) la sfera di centro X, © raggio o.
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Preso ue R tale che x = X, tuu, € S(x_.p) si ha :

0
) X ]
f(x) - f(x)) = [ d(x)dx = | J(x tutu Juu dt
X 0
_ 0
x -
dove [ J(x)dx & 1'integrale di linea esteso al segmento di estremi X, € X.
X
0

Componendo scalarmente con MUy si ha :

1 |
(F(x) = f(x,), wuy) = £ (J(x tutu Juug,pu )dt =
1
2 . .
b £ (I(x,tutu )ug,u )dt > 0 contro 1'ipotesi.

Dai teoremi 1 e 3 discende il corollario seguente.
Corollario 1. - Se (f(x) - f(y)s, x - y) <0 per ogni x,y e R® si ha
che Re A;(J(x)) < 0 per ogni x e RS eperi=1,..,m.

Si consideri ora il sistema di equazioni differenziali ordinarie autonomo

1.1 A (IR
con f:RE >R, fe C1 e tale che soddisfi alla condizione di monoto-
nia

1.2 (f(u) = f(v), u=-v) <0

per ogni u,v € RS .
-Se y(t) e u(t) sono due soluzioni della (1.1) si ha:
N.ge IFy(e) 1% = 2(3(y(£))f,f) < 0
cioé la || f(y) || € una funzione non crescente lungo la traiettoria.
2) S Ty(t) - u(t)P = 20y(t) - u(t) » Fy(t)) - F(u(t))) <0
cioé la (1.2) & una condizione necessaria e sufficiente affinché |ly(t)-u(t)]|

sia una funzione non crescente di t, per tutte le coppie di soluzioni

della (1.1).
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Se in particolare f soddisfa alla condizione di stretta monotonia
1.3 (F(u) = F(v) yu-v)<-ulu-vll conw>0
e per ogni u,v € RS, f & bigettiva e bicontinua e 1'insieme
Q@ ={yeR : fly)=0}
si riduce ad un solo punto.

+
Indicata con J(x) 1la matrice Jacobiana della funzione g(x) = f(x) + ux ,

con I 1a matrice unitaria di ordine s , per la (1.3) risulta (g(u)-g(v),u-v) <0
#*
0

per ogni u,v e R® , e per il teorema 3 (J(x)u,u) = ((J(x) + ul)u,u) < e
quindi
1.4 (J(x)u,u) < -u |2 V x,u eR® .

Inoltre la funzione V : R® + R definita da V(y) = (f(y),f(y)) & tale che:
a) V(y) =0 ¥yea ; V(y)» O Yy¢éQ

b) ¢ V(1)) = 23(0)F(y),F(¥)) <O Vy¢a

dove y = y(t) & una soluzione della (1.1).

Pertanto[1] 1'insieme Q@ & globalmente asintoticamente stabile in RS,

cioé il punto di equilibrio & globalmente stabile e attrattivo in RS

§2. Richiami sulla A e G-stabilita,
Si consideri la (1.1) con la condizione (1.2). I1 generale metodoc lineare

a k-passi pud scriversi
‘ k k

=h L B8.f

2.1 jto %5¥n+j j%0 Vi n+j

dove o; e Bj sono costanti ed fn+j = f(yn+j) per j = 0,..,k.

[1 metodo (2.1) sard nel segquito indicato brevemente con (p,o0) dove

k ' k

= J =
p(g) = . Z o(z) = 5L, 85 ¢

J
jso %j j



-4 -

Con 1'aiuto dell'operatore traslazione E , Ey la (2.1) si pud

n - Yn+l
scrivere

o (E)y, = h o(E)f,
Si richiamano ora alcune definizioni e risultati ottenuti nella teoria di

discretizzazione di Dalquist.

Definizione 1. - Un metodo (p,0) si dice A-stabile se
2.2 Re 2L2) 5 per |z|>1
a(z)
Definizione 2. - Siano xj eR j=0,l,.... e posto Xn = (xn,xn+],...

..,xn+k_])T la condizione di G-stabilitd si esprime dicendo che esiste
una matrice G di ordine k, simmetrica e definita positiva tale che per
tutti i numeri reali LS SRR si abbia

T T
2.3 Xy GXy - X GX, <2 o(E)xy o(E}xO

Teorema 1.[2] - Ogni metodo A-stabile (p,0) & G-stabile per almeno una
matrice G reale simmetrica e definita positiva.
Corolliario 1. - Sia {yn}nCN una arbitraria successione di vettori di

s ot T T T
T Yy = U Ynaroe s Ynak-1)

Se il metodo (p,0) & A-stabile posto

k k
V.
HYn e = ik JET gij(yn+i-1 ’yn+j-1)
si ha
2 1 2
2.4 1 Yoer lls = I¥g llg 2 2(9(E)ypsp(E)yy)

Teorema 2.- Un metodo lineare multistep esplicito non pud essere A-sta-
bile. L'ordine di un metodo lineare multistep implicito A-stabile non pud
essere maggiore di due.

La regola del trapezio é il metodo lineare multistep implicito A-stabile

con il pil piccolo coefficiente nell'errore di troncamento.



Le condizioni cui deve soddisfare un metodo k-step del secondo ordine so

no:
k
a) .Za. =0
j=0
K k
b) 55y = 5E13Y
c) t jg, = 1 ; jza
=175 T 2 g

§3. Alcune considergzioni sul p-metodo ed estensione a una classe di meto-

di Tineari multistep A-stabili.

La classe di metodi lineari ad un passo del primo ordine & data da

3.1 Yorl " Y, ° h{(]_e)fn+1 + efn]

usualmente chiamata "s-metodo".

, 3]
5 in particolare per 4= 0
la regola del trapezio risultan

Tale metodo e A-stabile se e solo se

si ritrova il metodo di Eulero, per 6 =
do solo in questo caso del secondo ordine.

Se la f soddisfa alla condizione (1.2) risulta:

: [ ! r I
3.2 I fn+1" <l fn“ ¥neN
Infatti componendo scalarmente la (3.1) con fn+T - fn si ha:
>((1- -f.)F(26- -5l 24(1-0) ]| 1| 2
0 2((1=6)F Lyof oFFnlF(2e-1)(F L )-elif 117 +(0-0) [if |

e tenuto conto che 28-1 < 0 e che

~

ClE x>+ vl =) v,y € R’

N |~

[y < Ik Tyl <

si ha:
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] ! 1 i
2 Ufe 1122 I 117 = Wy = Yo - ) 20

Se la f & strettamente monotona si ha:

A
<.

< 20na ~ Yo faer o) <% gy, P2 0

3.3 |If 17 - f e

n

La (3.3) consente di dire che la successione {anH } & convergente

neN

ed é tale che

el < Ul Ve
e quindi la successione {yn}neN é lTimitata. Inoltre si ha:
3.4 Tim | Yos1 ~ Y | =0
N>

Indicato con y i1 limite della successione convergente Yy IneN
n

estratta dalla {yn}ncN per 1a (3.4) anche {yk +1}ncN converge a y.
n

Considerando la (3.1) relativamente alla {yk }neN e passando al limite
n

per n - = segue che necessariamente y & il punto di equi-
librio e per 1'unicita di esso anche {y } ., converge a ¥ .

Si consideri ora la classe di metodi a k-passi

e =

= h

3.5 Ynsk = Y+ ; B, f . per 0 <i <k -1

0O '] n+]

: _ el LT T T
e siponga F = (f .f . ,....f , q)

Si dimostra che se il metodo (3.5) & A-stabile ed f soddisfa alla (1.2),
esiste una matrice G di ordine k reale simmetrica e definita positiva

tale che:
2 i

3.5 1Foey g < M, i
Infatti componendo scalarmente la (3.5) con p(E)fn si ha:

Yok Ynai>Fnek=Frai) = N(E)F 0 (E)E ) <0
ed essendo il metodo A-stabile quindi G-stabile 2] esiste una matrice

G simmetrica e definita positiva tale che :
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2
i Fn+1“G

2
- Pl = 2(a(E)f e (E)F ) <O
e pertanto é verificata la (3.6).

Si noti che per il p-metodo ¢ k =1 e G =1

§4. Una classe di metodi lineari multistep G-stabili del secondo ordine.

Si consideri la classe di metodi a k-passi, k > 2

k-1 i-1

N h[a(fn+k+fn+i)+8 j=§+] fn+j Ty j£0 fn+jJ

1

4.1 , O<i<k-1

yn+k-yn+1

m
con la convenzione che le .I ~ sono da ritenersi nulle quando m < n.

Si vogliono ricercare metodi G-stabili dalla (4.1) e di ordine massimo.

Si verifica facilmente che le condizioni

by k - i =2a+B8(k-1-1) +vi

2 .2 k-1 i-1
c) 5= (kH)ar g T
i

2
1
-

H
—

it

sono soddisfatte se e solose Y =0 e Z2a + (k-i-1)8 = k-i.
In questo caso i polinomi o(z) e o(z) associati al metodo (4.1) per
i # 0 hanno divisori comuni e pertanto la classe di metodi (4.1) é ricon-

ducibile alla seguente classe

k-1
+f )+ 8 T

j=1

4.2 y fn+j]

Per 1o studio di tali metodi si consideri la matrice G reale e simme-

trica di ordine k
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Indicati con b per i =1,..k 1 minori principali si vede facil-
mente che

i-1

A = (2a-8) [2a +(i-1)8]

j
e pertanto la matrice G riesce definita positiva se 0 <B< 2a

oppure se B < 0 £ 2a > (1-k)B.

2
Considerando 1la II'HG gia definita precedentemente risulta

2 2 k 2 k-1 2
- | - ! _ I
|]Fnﬂ ”G llFn LG ) 2“[ ify hfn+1'” ifo E'Fnﬂ'u ] ¥
- k-1 k k-2 k-1 2 )
- k-1 k-2 k-1 k=1 k-2 k-1
28] 4P fond sk B (e foeg) — 101 (o) 5k j§i+1(fn+i’fn+j)]=
. i k-1 k-1
20‘-[ ll}fn‘*kn_ - %[fn H'_]'f‘ 28 [(fn-!‘k, jé] fn+j) - (fns jé] fn+j)] =
k-1
2(\cn+k ) fn’a(fn+k+fn) te j§1 fn+j) - 2(D(E)fn’U(E)fﬂ) -

2(Y sk = InoThak - fn) <0 per 1'ipotesi (1.2).

Si pud quindi affermare che i metodi che si ottengono dalla (4.2) sono

G-stabili e per essi si ha:

i

Il < TIF g ¢ ne

n+l

Pertanto dalla (4.1) si ottengono metodi G-stabili di ordine massimo per:



1
=

0 <g < 2a e 2a+(k-1)8

oppure per

it
=

B <0 e 2o+(k-1)8
Inoltre se 1a f soddisfa alla proprietd di stretta monotonia (1.3) si ha:

~ ~

]: IE - l‘:. < fal g A - |II - ;:
8.3 TR gl - IR g = 2(e(E)F wo(E)F ) < -2uly -y Il <0
La (4.3) consente di dire che la successione [ Fn“ﬁr}nFN 2 convergente ed
e tale che , .
e l e If
e quindi la successione {y } e limitata.
n neN
Inoltre si ha
i -v I =
4.4 1im |[yn+k vl =0
it
- 1 - . . - f N r..i_
Se iypnjneN € una successione convergente estratta dalla Y neN

sulta per la (4.4) che & convergente allo stesso limite anche la successione

{ 1
typ +k neN -
n
Si vede facilmente che si pud estrarre dalla (v }neN una successione
Pn
{y, 1} tale che Tle successioni { .} per i = 0,..,k=-1 siano conver
yh n€N L-yh +.,-n€N I > 3 A
n n
genti.
Posto allora . P
Tim oy, =05 i=0,...,k-1.
h +1
N->c0 n

considerando la (4.2) relativamente alle k successioni estratte e passando
al limite per n -~ = si ottiene un sistema omogenec di k equazioni in k

incognite, la cui matrice dei coefficienti & la matrice G.

Il sistema ammette quindi soltanto la soluzicne nulla ed essendo Q = [y

ne consegue che
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1, = y per i =0,..,k-1
e che la successione {yn}neN definita dalla (4.2) converge al punte di

equilibrio.

Osservazione 1. - Se si considera la funzione

v R+ F |l - eR
’yne han v
si ha che
¥yea: Vy) =0
¥y £ga:Vly) >0

£

AV = Vn+] - Vn = [[Fn+]ir6 - [}Fn;}G < 0 Tlungo la soluzione numerica e per-

(8

tanto per i1 teorema di Liapunov 1'insieme 2 & globalmente asintotica-

mente stabile in R® per 1'equazione (4.2).

-

Osservazione 2. - Tutto quanto si é ottenuto in questa nota porta a con-

getturare che se le condizioni iniziali soddisfano ad opportuni vincoli di
disuguaglianza , se p(1) = 0 (%) ed f soddisfa alla condizicne {1.2) allora
un generico metodo k-step A-stabile soddisfa alla stesse proprietd della

classe di metodi (4.2).

Osservazione 3.- Dalquist {2] ha provato nell'ipotesi (1.2) che se in

Tuogo di un generico metodo k-step A-stabile si considera il corrispondente

metodo one-leg

k k
4.5 iZo %5 Ynaj =N FC o Bs Ypps )
si ha
4.6 Y ’ Y
. H n+]IIG — h nhG

. T T T o e
ove si é posto Yn = (yn s Va0 Ypak=1) 2 Y =Y " Yy & UV ey o

"

{yn}neN sono due successioni di vettori arbitrari che soddisfano all'equa-

(#) La condizione p(1) = 0 & una condizione necessaria come risulta evidente
dall'equazione test y = Ay+q con Rex <0 e g preso opportunamente.
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zione (4.5). Simula in tal modo la proprieta (2) del &1,
Si noti perd che tali metodi non soddisfano alla (3.6) e viceversa i

metodi lineari k-step A-stabili non soddisfano alla (4.6).

5. Risultati numerici.

A11'equazione } = —y3 , ¥(0) =1 si sono applicati i metodi
I sy F B (F L+ f
Yol = v 7 By + 75)
e
_ 3 1 ¢ ‘
Il Yne2 Y0t h['I (frez * T) * 7 1o J

usando come predizione il metodo ad un passc A-stabile del 2° ordine [4]
_ h o'y ~1 :
Yps1 =¥p t (V=5 F) o fy
Nella tabella sono riportati in alcuni punti la soluzione teorica,

la soluzione approssimata con il metodo I e | FnH é per h = 0.01

Nella tabella 2 ci sono gli analoghi risultati ottenuti con i1 metodo Il.



Punto Soluzione Soluzione F

finale teorica approssimata t
0.5 0.707106 0.707095 0.124988
0.577350 0.577342 0.037033
1.5 0.500000 0.499994 0.015623
2. 0.447213 0.447209 0.007999
2.5 0.408248 0.408244 0.004629
3. 0.377964 0.377961 0.002915
3.5 0.353553 0.353550 0.001953
4. 0.333333 0.333331 0.001371

TAB. 1 Risultati ottenuti con i1 metodo I .



Punto Soluzione Soluzione IIF

finale | teorica approssimata

0.5 0.707106 0.707077 0.507520
1. 0.577350 0.577327 0.14961¢6
1.5 0.500000 0.499982 0.062962
2. 0.447213 0.447199 0.032188
2.5 0.408248 0.408236 0.018609
3. 0.377964 0.377953 0.013710
3.5 0.353553 0.353543 0.007841
4. 0.333333 0.333324 0.005504

TAB. 2 - Risultati ottenuti con il metodo II.



