
l. Premessa. -

E' noto dalla letteratura,[lJ,[2J,[3J,[4J, che il procedimento più

adoperato per la costruzione di tavole di mortalita, è quello che sfrut

ta contemporaneamente, i l ri su lta to di un cens imento democtra fi co ed, una

statistica di mortalita nella qualeè compresa la data del censimento.

Sono a ltrettanto noti i tre metodi fondamenta l i per l a perequazi one de I­

le tavole:

a) metodo analitico: QJ, ~J, ~1 adoperato soprattutto da Gomperts

(1825) e da Makeham (1860). Questo metodo verra anche adoperato

in seguito da De Moivre, Dormoy, Lambert, Achard, ed altri.

b) Metodo meccanico: adoperato da Wittstein, Finlaison e Woolhouse

(anolicato particolarmente alle tavole inglesi), ed altri come

Karup e Vinci.

c) metodo grafico: per il quale il Karup sfrutta una perequazione oscu

latrice.

Si conoscono a ltres ì

i i tà cll
- ~

l ) Tavole aggrega te

2) Tavole selezionate

3) Tavole ri dotte

4) Tavole campa tte .

quattro tipi fondamentali di tavole di mortò-

Orbene, il mio metodo per la costruzione di tavole d-i mortalità è

fondamentalmente basato sulla celebre Memoria presentata, sotto forma di

comunicazione, alla Societa Reale di Londra da Graunt, nella quale in ba­

se agli studi condotti su rilevazioni desunte dai registri del Comune

tenuti dal clero (diptyca) di Londra, pote rilevare ì 'incidenza eserclta

ta sulla mortalita da diverse circostanze quali, ad esemplo:

stagione, professione, eta, condizione di salute, stato igienico, ... ecc ..

E' Graunt appunto che fa menzione della costanza nella proporzione dei se~

si nella popolazione da egli considerata complessivamente. Dopo Graunt

l 'Halley [5J fu il primo compilatore di tavole ai mortalità sfruttando ii
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degli individui che sopravvivono (muoiono)
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lavoro di Graunt. Queste tavole rivestono, come è noto, una importanza

fondamentale nella gestione di una impresa assicurativa.

2. Tavole di vita e catene di Harkov.-

Nella costruzione delle tavole di sopravvivenza, il criterio infor­

mativo dell 'elencare numericamente il numero delle persone viventi di età

x per anni successivi ( x = 0,1,2, .... , w con w = età estrema), risu~

ta più adatto se si confronta il numero dei viventi con un gruppo di pers~

ne di età avanzata.

Tale procedura però, molte volte fornisce una valutazione errata della

funzione di sopravvivenza.

Chiang (1968) e Keyfitz (1968) [17J [18] hanno infatti messo in rilievo

che, non è tanto importante

proporzione px(qx = l-px)

nell 'intervallo di tempo (x,x+l).

Se risultano note queste quantità possiamo, in modo molto sintetico,

calcolare gli elementi delle altre colonne che formano una tavola di so­

pravvivenza.

Per illustrare nel modo più semplice possibile i due modi di procede­

re per la costruzione delle tavole in questione, formuliamo le seguenti

ipotesi:

Ip a. In un periodo di sei anni si pa;sono osservare sei gruppi limita­

ti artificialmente ad una popolazione di 10.000 oersone tra maschi e fem-

mine.

Ip b. Il numero dei viventi di ciascun gruppo si presume noto al primo

gennaio di ogni anno.

Ip c. Tutte le persone appartenenti al gruppo mUOlOno durante il loro

ses to anno di vita.
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Otteni amo così le due seguenti ta va l e di vi ta [15J .

Tavola l Numero di individui vivi a11 'età x

I
,

Età 1961 1962 1963 I 1964 1965 1966
x I ,

i

I -j
O i 10.000 ! 10.000 10.000 10.000 10.000 10.000

I I
9.478 I 9.464 9.447 9.493 9.540 9.553

2 9.367 I 9.427 9.418 9.404 9.450 9.507

3 9.277 9.343 9.406 9.403 9.385 9.436

4 9.267 9.263 9.330 9.394 9.395 9.374

5 9.227 9.258 9.252 9.321 9.386 9.388

6 9.210 9.220 9.252 9.245 9.315 9.379

Tavola 2 - Numero individui morti tra l'età x ed x+l

:-Età x /1961 1962 1963 1964 1965 1966
I

O-l
,

522 536 ' 553 507 460 447

1-2 49 51 46 43 43 33

2-3 21 24 21 15 19 14

3-4 13 14 13 12 8 11

4-5 8 9 11 9 8 7

5-6 9 7 6 7 6 7

Possiamo rapidamente osservare che per ciscun gruppo è possibile cai-
• • A l ' x+ l

colare Sla la proporzlone p~ = --1-'- dei sopravvisuti nell 'interval-
x

lo di tempo (x,x+l), sia la proporzione dei deceduti nello stesso interval-
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Tali proporzioni sono qui adoperate per mettere

in evidenza soprattutto quantità basate su dati di gruppo .

•Per comodità, queste, p' , le riportiamo nella tavola seguente:
x

Tavola 3 - Tassi di sopravvivenza. -

1961 1962 1963 1964 1965 1966 I
\

A Ip' 0,9478 0,9464 0,9447 0,9493 0,9540 0,9553
o

< ,
0,9883 0,9961 0,9969 0,9906 0,9905 0,9952°1

~, 0,9904 0,9911 0,9987 0,9999 0,9931 0,9925·2
, ,

0,9989 0,9914 0,9919 0,9990 1,0000 0,9934r3

" 0,9957 0,9995 0,9916 0,9922 0,9990 l ,00001
4

I" 0,9981 0,9959 1,0000 0,9918 0,9924 0,9990P5 I,
I

Abbiamo inoltre la seguente tavola per q~

Tavola 4 - Tassi di mortalità. -

1961 1962 1963 1964 1965 1966

" 0,0522 0,0536 0,0553 0,0507 0,0460 0,0447qo

" 0,0117 0,0039 0,0031 0,0094 0,0095 0,0048ql

" 0,0096 0,0089 0,0013 0,0001 0,0069 0,0075q2

I" 0,0011 0,0086 0,0081 0,0010q3 0,0000 0,0066

A,
0,0043 0,005 0,0084 0,0078 0,0010 0,0000q4

A, 0,0019 0,0041 0,0000 0,0082 0,0076 0,0010q5

I I
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Facciamo notare che queste proporzioni sono state scelte deliberata­

mente: i miglioramenti nell 'igiene e nelle cure mediche hanno causato

continuamente aumenti nei tassi di sopravvivenza. Dovremmo in effetti

scrivere per la prima riga della tavola 3, i valori

.,
p'(1961) =
o

0,9478, p'(1962)
o

A

= 0,9464, p' (1963) =
o

09447

lo A lo

P'(1964) = 0,9493, p'(1965) = 0,9540, p'(1966) = 0,9553o o . o

per indicare che queste sono percentuali di sopravvivenza per

di età compresa tra O ed l anno per l'anno 1961-62. I valori

un gruppo
lo

p (t) ne l
x

le righe successive sarebbero similmente distinti per l'anno in cui ven­

ga raggi unta l'età x.

Esaminiamo ora un altro importante risultato che possiamo dedurre dal

la conoscenza delle tavole precedenti. Consideriamo come anno base il 1966,

ci chiediamo: quanti saranno gli individui di età x nel 1966, che saran­

no vivi nel 19677

Osserviamo, dalla tabella 2, che le proporzioni "p (1966) sono identi-
x

che a quelle della diagonale nord-est

ti tavole.

lo

p' (1966). Abbiamo infatti le segue~_
x

Tavola 5 - Dati e tassi di sopravvivenza per il 1966-67. -

Intervallo di età da ~ro ,lx di ~mero lx+l viventi Proporzione
x a x+ l anni I vl~entl alla Iall 'età x+l A l x+ lnel 67 < p =- di

I eta x nel 66 I x l x
I 'I I sopravvi ssuti' I, I ,,

i ida 11 'e tà x a x+l,

'\
I

I
,

IO-l , 10.000 9.553 0,9553
!

I
1-2 9.540 I 9.450 0,9905

I
2-3 9.404 I 9.403 0,9999

i
3-4 9.406 9.330 0,9919

4-5 9.263 9.258 0,9995

5-6 9.227 9.210 0,9981
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Tavola 6 - Tipica tavola di vita corrente per il 1966-67.-

i -'--']:-n-:t-e-r-v-a"'"'l:-lo-d:-:i-e-:t"'"'à-i-:N-:uméro l x

da x ad x+l anni Idi viventi
i alla età x

Proporzione ,Proporzione

A dx ,-, lx+~ dl'q = - di o - ----
x l 'x l,x •

i morti in(x ,x+l sopravvlventi in
: '/xx+l\ '-r-----.------.--.-~--' .J.. . ---~.;...
,

0- l

l - 2

2-3

3- 4

4-5

5-6

10.000

9.553

9.507

9.436

9.374

9.388

. Numer-o d di
I . x

mort'l tra x
I
! e x+ l,
i
i

447

46

71

62

O

9

0,0447

0,0042

0,0075

0,0066

0,0000

0,0010

0,9951

O,99?5

0,9934

ì ,0000

'),9990

E' importante adesso osservare che, se vogliamo metter-e in evidenza

il rapporto tra la tavola di vita corrente ed i processi di gl-UPPO, dobbla

mo necessariamente usare una catena di Markov_

Ciò è possibile farìo perchè ~7~ :1( :

a) abbiamo un vettore delle probabilità iniziali del tipo p'(O.'=

=(P~o), ... ,P~O)), le cui componenti sonoleprobabilità con CUi il

sistema si trova nel varl stati al tempo zero, e tale che

( l )
/o )
p'. P(S o il

l o
con

b) abbiamo una matrice di transizione cui
2

K elementi
I . l ' ,, - . . -P

ij
\1 - , ... ,K~, v - l, ... ,k) rappresentanu le probabilit& cne

sistema passi dallo stato

cioè tale che

a l tempo x a 11 o sta to J ò 1 tempo
,

x+ l ~

( 2\
• I p=P(S l=JS =i)

l J x+ x

cl abbiamo i vincoli

x·-l,2,3, ....
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( 3)
k

.L
l1 =

(o \
p. I =

l

k
.L l P .. -
J = 1J

;;;l,2, ... k

Dalle tavole 5 e 6 quindi, si possono ricavare i rapporti di soppravvi-
A

venza p' (t) relativamente all 'anno t = 1966 e quindi la probabilità
x

di sopravvivenza da t = 1966 a t+l = 1967. Possiamo allora scrivere la

matrice di transizione P(t) = {p .. (t)} delle probabilità di sopravv1ve~
1J

za dal l 'anno t = 1966 all 'anno t+l = 1967.

Riportiamo tale matrice osservando che gli stati 0, I ,2,3,4,5, rappr~

sentano l'età x dei sopravvissuti, mentre lo stato 6 rappresenta la mor

te.

Tavola 7 P(1966) =

.._----_._-

o 2 3 4 5 6
I,

0,9553\
/'>

O Po = q =0,044/
o

A A

Pl
= 0,9951 ql=0,0049

2 • 0,9925 " -
P2 = q2=O,007~,

I " " 0,9934 /'> -" 006'o P3 = q'1-v, o
o

/'o

Cl =04 P4
=1 , L~

5 q =0.0010
5

E' chiaro che si possono costruire aìtre matrici di questo tipo spostandosi

i n anni di fferenti .

Bisogna osservare che se il processo è stazionario, allora la distinzione

ta valida per entrambe. Risulta 3ssai raro invece

•e D' per i 'j gruppo di ta-
'x

A •per p (t) .. P, I ,j.. \ l~isul-\ 'Ix X
A .

i l caso, che Px
n' siano,>

;.:

attuale
A

Px
la notazione

tra le probabi l i tà di sopravvi venza

vale di vita diviene inutile. e

alcune volte conside r ateuguali in prima approssimazione. E' importante comun-

que insistere sulle notazioni generali p (t)
x

per evidenziare ìa
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dipendenza dal tempo del processo base della popolazione.

3. Catena binomiale di Markov in tempo discreto. -

è la stessa qualunque sia l'età

omogeneo. Vedremo dopo cosa accade se

Abbiamo visto che la (2) dà luogo ad un sistema omogeneo dal momento

x. Applichiamo allora il meto-che p..
l J

do descritto dianzi ad un sistema

il sistema non è omogeneo.

Sappiamo che le distribuzioni di probabilità per il numero dei super­

stiti ed il tempo di esti;nzione di un gruppo in tempo discreto, basato
, .

sulla probabilità di sopravvivenza empirica p'(t), Sl possono ricavare
x

semplicemente mediante sviluppo in serie binomiale [3] [4] .

la probabi1i­

dall'età x

Supponiamo che in un gruppo di dimensioni iniziali l ,
o

tà di sopravvivenza di un individuo (appartenente al gruppo)

all'età x+1 sia p, indipendente da1l 'età o dal tempo.

x, la probabilità del nume-

ro

Iniziando con l'individui vivi all 'età
x

l' di superstiti dopo l'intervallo (x,x+1)
x+1

è dato allora da:

(4) p
r

1•
x+1

1'
x \

1' '1' l'
= 1~ )p x+1(1_p) x

x+1

- l'
x+1

Orbene, la (4) esprime le

catena di Markov del tipo

probabilità di transizione che governano una

Il'}w gli stati di questa catena sono i nu-
x x=o

meri di sopravviventi 0,1,2, ... 1'
o

E' chiaro che la distribuzione globale dei superstiti

è data da:

11,···,\(k<w)

(5) p
r 1 '

o

1 ' l' - l'
P x+1(1_p) x x+l

La distribuzione di 'k' sarà allora espressa da:
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r

l '
k

l 'o
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dove non si tiene conto di

vivenza al tempo k sarà

11'''''\_1
k

P .

dato che la probabilità di soprav-

Risulta che il tempo T, di estinzione del gruppo ci è fornito dalla

relazione

(7) p {T = ,l = P {l' = O l- P {l' l = alr r x r x- =

l '
= (l-p') o

Questa è una catena di Markov con matrice di transizione n' l- x

Si possono confrontare questi risultati con que11 i ottenuti da Chiang ~17~,

capitolo 10.

Se adesso facci amo l'i potes i de 11 a non omogeneità de 11 a ca tena di Markov

{1 ' lW
x x=o

ed in cui le probabilità di sopravvivenza
o
p' ( t)

x
dipendono con-

temporaneamente dall'età e dal tempo, otteniamo analoghi risultati.

Infatti la (4) in questo caso rimane identica nella forma, salvo che dobbia-

mo sos titui re a

sopravviventi

A

P la p'(t). Con tale sostituzione la distribuzione dei
x

l; , ... ,1 k (k .::. w) è da ta da:

(8) P
r

k-l
= TI

x=o

1 ' 1 ' l' -e )p~(t) x+l qx(t) x
1'x+1

1 'x+l

Se R = w, possiamo scrivere d' = l' - 11', ... ,d' = l' - l' l = l'
o o w w w+ w

per decessi consecutivi rispettivamerteagli intervalli di età.

La (8), in tal caso, ci porta a scrivere



(9) P
r

di, ... ,di
{ o l=

- l D -

l ' d'
-,--;-,--,-0-,-,-,- q' (t) o

d'! ...d'! o
o

d'
{P~(t)q; (t+l)J l .. . . .. ,

dove q'(t+w) = l, e leprobabilità di morte,con l.:: k.:: w date dal-
w

l a:

p~(t) ... Pk_l(t+k-l) qk(t+k), soddisfano l'equazione

.. ... lA A...,.. ...

q' (t)+p'(t)ql'(t+l )+ ..... +p' (t)p' (t)Pl' (t+l) ... p' l (t+w-l) =
o o o o w-

L'equazione (9) che abbiamo ricavato, migliora l'approssimazione forni­

ta da Chianq[17,pag. 225J ' e ciò proprio perché abbiamo tenuto presenti

contemporaneamente l'età ed i l tempo.

Con tali risultati ci troviamo di fronte ad una distribuzione di so-

pravviventi

(l D)

lk(l .:: k .:: w) del tipo:

l' (l') l'k o'''" k
Pr {--l~-l = lk {P~(t) ... Pk_l(t+k-l)

l ' - l '
"(" o k. {l-po t) ... Pk_l(t+k-l)l

l .

dalla quale possiamo ricavare la probabilità del tempo di estinzione del

gruppo, ossia, in modo analogo alla (7)

(11 ) p {T = Tl
r

l '
o _ {l

p {l'
r T-l = Dl =

E' bene notare che la (11) risulta comodissima nelle questioni di ma­

tematica attuariale, soprattutto quando interessa la valutazione della
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probabilità del tempo di estinzione di uno o più gruppi.

4. - Distribuzioni per età e curve di mortalità. -

Le curve delle probabilità di sopravvivenza o di mortalità, come quel­

le in fig. 8

Figura 8

L. (t)

sono state a lungo usate nella letteratura attuariale per specificare

le possibiljtà di sopravvivenza di un individuo all 'età t; esse sono

infatti, le equivalenti teoriche in tempo continuo alla base di quelle

in tempo discreto delle tavole di vita viste in precedenza.

Possiamo osservare che se L (t) è la funzione di distribuzione per
o

T> O, alla morte di un individuo nato al tempo zero.allora la curva

di mortalità è data da L (t) = 1 - i (t).
o o

Per illustrare le relazioni fra i dati di vita per gruppi mostrati nella

tavola l e la sommaria valutazione L (t) delle loro associate curve di
T
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•mortalità 4 (t), (la funzione di mortalità è qui assunta continua e

differenziabile), abbiamo approssimato queste nella figura 9. Per fare

ciò abbiamo preso ~ (x) = lx!I+x)
l ' (T )
o

con x = 0,1, ... ,5 ed 1
T
(6) = O; dove t = 1961,1962, ... ,1966 denota

l'anno di nascita del gruppo. Avremo così la relazione:

(12 )
1~+1 (ux+l)

l' (T+X)
x

=

A

4(x+l)

A

l.r(x)

che rappresenta il tasso di sopravvivenza per gli individui che passano

dallo stato x allo stato T +x.

Figura 9.

t

I

" I

l(t) 0.00t91
I

T I
l
I

I,
II I

I I I
I 1 I
I 1

II I
I I I,

I I
f;~·9

I ,
I I I

/)·T T.i T.1 r.; T+4 T+5 T+(,

CUIWE DI MORTAL1ìA'
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Facciamo notare che, in accordo con Bartlett [19J, anche i nostri

risultati portano a-Ha' identica definizione matematica della funzione di

mortalità; infatti ogni curva della fig. 9 può essere così espressa:

(
,n l

f(t,v+t)dv
'T

Hl
f f(O,v),dv

t

5. - Verifiche numeriche e grafiche del metodo descritto. -

Quanto è stato esposto nelle parti precedenti è stato verificato nu­

mericamente mediante l'impiego del Fortran IV in doppia precisione. Si al­

legano i dati relativi al calcolo della mortalità infantile nella Provin­

cia di Lecce.
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l~ (tTIME.EQ.2J GO fO 99
CAll PLOT (15 •• -0.5,-)1
l T1''''17= 2
GO TO 7

8" V'V!:C (7) =.J.
YVEC(8):6.
f'j') Te 305

qq ~aLl PlOT (lO.,-.5,Q99J
STOP
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