Osservazione (3).

e

Dal Teorema (2) seque che R & una famiglia diadica (cfr. [41 pag. 151) e risul
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Poiché (] )ﬂ € una successione decrescente di chiusi non vuoti 11 cuil diametro
: _ ~ N

tende a zero, per un noto teorema (cfr. [4] pag. 150), f' 1" si riduce ad un punto,

N

e quindi appare evidente (come del resto & gia noto) che Rm ha la cardinalita del

dell'affermazione: ”Rm é una famiglia diadi-

i

continuo. Tale risultato & pild "forte

i

ca", perché, data la caratterizzazione di tali famiglie (cfr. {4} pag. 154), sarebbe

-

come affermare semplicemente che R & un compatto: ma cid & ovvio, dato che R

Il M

o

é perfetto. D'altra parte esistono perfetti che non sono né intervalli chiusi, ne
unione finita di intervalli chiusi, né insiemi tipo Cantor (in nessuna parte). Ad
esempio s1 consideri

- $_, ! + 8 ] e 6 = 1/3n(n+1)

P=1{0}U U, I con I =[ )

5 - Consequenze del Teorema (2) per le misure. -

Sed & una c-algebra di parti di X ed m :A - [0,+2) & una misura, allora R

& sempre chiuso {cfr. [2]), ma pud essere finito o no. Considerato il secondo caso e
detts YisYosee gli atomi di X, che possiamo considerare come ounti di X, 1'insieme
Y = {y]ﬁyzﬁ...} € al pid numerabile, perché per ipotesi m(X) < + « . Posto Z=X-Y,
risulta m non atomica su Z e quindi continua {nel senso che per ogni ¢ > 0 esi-

ste una partizione finita di X in insiemi Xk e A tali che m(X, ) < ¢). Pertanto

"
il codominio di m su Z sard tutto [U,m(Z)l.

Ne seque:

(7) R = o,m(z)] + (0sm{y )3+ 0.m(y,)} + ... = U A, 2+ m(Z)]
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(8) A= T, m(yn) A c NN

L'"inclusione Rm C Agﬁfl,h+m(2)] e evidente. L'inclusione opposta si prova

ey,

come segue: se xe [y, +m(Z)] , allora x-x e [0,m(Z)] e percio esiste B ¢ Z,

=

con B el , tale che m(B) = x-x . Essendo A€ N esiste A c Y tale che

m(A) =X , e poiche AMB =9 risulta m(A UB) = i+(x-1) = x.

Poniamo a =

He 8

I m(yn). Dalla (7) e (8) si vede che, nel caso in cui gli atomi

S

sono in numero finito, Rm e unione finita di intervalli chiusi, mentre nel caso in

cul gli atomi sono un'infinitd numerabile, si hanno i sequenti casi:

a) se A= [0,a] , allora Rm = 10,a+m(2)] = 0,m(X)]

b) Se A & unione finita d'intervalli disgiunti, oppure & un insieme tipo Cantor

ed e m(Z) > 0, allora Rm e unione finita d'intervalli chiusi. Se p & il primo

e

indice per cui vale la (5) ed & m(Z) > Ayt va g 2ap - 1, dove a =m(y, ),

allora R = [0,m(X)].

In breve possiamo dire:

Proposizione (Z2). Se m @€ una misura non negativa e limitata sulla o-algebra

A di parti di X, allora Rm ¢ finito, o coincide con [0,m(X)], o & unione finita

d"intervalli chiusi, ed & un insieme tipo Cantor solo nel caso in cui m{Z) & uguale

a zero, c10é € nulla la componente continua.

(uesto enunciato & pil esauriente del noto risultato richiamato col teorema (1).

6 - Consequenze del Teorema (2) per le masse. -

Sia m :H(X) - [O,+m) finitamente additiva e sia Rm infinito. £' noto (cfr. |[3]

Teorema (3.3) che esiste {Xn c X5 x € N} partizione di ¥, con mixn) > 0, su cui

m € numerabilmente additiva. Considerata la o-algebra A generata da {X ;neN}
n

<

m risulta numerabilmente additiva su A . Osservato che:

A = (U X 5 AchN



