2. qugﬁterizzaziqqg_di Rm.

Possiamo limitarci a supporre che sia {an)ﬂ decrescente e ng] a = |

Costruiamo delle partizioni di ¢ (N) via via pid fini nel modo seguente.
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o= (Ac N:leAl ed N, = CYN) - N,

Successivamente definiamo:

Ny, = o ; N, = . 2
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N . = {AeN : 2 €A} , N = {AReN : 2 ¢ A}
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Al passo n-mo ogni N . con «, € {0,1} verrda suddiviso in :
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Posto A] = A e A° =N-A si ha:
K
N = {A c N : keA per k = 1,2, n}
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Risulta evidentemente
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Poiché risulta, per ogni nelN fissato,

s1 ha

(1) R = U m(N ycu 1"
T {IICLE' . ‘ﬂn ﬂ} Cin

. i n . . *
dove ]'unione & estesa a tutte le (ml,...,an) e {0,1} corrispondenti all'n fissato.

La (1) vale per ogni n, pertanto se indichiamo con Pn tale unione, si ha

2 R ¢ p =p,
(2) m - neli n ’

Osservato che, per costruzione
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s1 ha che (P ) & una successione di pluriintervalli chiusi e descrescenti.

n'n
Se xeP allora ¥neN ,3(ul,...,an) e {O,l}n : X € In e poiché gli1 estrem
Hl*'*{l
f n
dell'intervallo sono elementi di Rm e l'ampiezza di 1" e 1 - RN I s1 ha:
ﬂl...ﬂ N =
per ogni e > 0, Jy e Rm tale che |[x-y| < ¢, cioé XERW e nquiﬂdi
(3) P ¢ R
m

Ma essendo m numerabilmente additiva sula o-algebra ‘S{W), Rm é chiuso (cfr. [{]

e [2]) e quindi si ha i1 sequente

TEOREMA (2). R =P

S1 osservi che ogni plurintervallo Pn e simmetrico rispetto ad % e contiene

sia 0 che 1: Rm e 11 1imite di una successione di pluriintervalli chiusi e decrescen

t1, formati da intervalli chiusi non degeneri.

Osserviamo che da

a,+ta,+...+a < | per ognl neN



seque che
n-|

(4) U ° - 5 K

Inoltre, per ogni nelN, si possono distinguere le due seguenti alternative:

C o . = = “e . .d-
(5) 2> Toaa s - (ag e a ) e quindi
: n-1
| a = (1 - 7
(5) 77 Mk )
oppure
: n-1
<= (1 - 3
(6) an -\ k£1 ak)
La (4), valida sempre, ci dice che 1'intervallo IZ o] ed 11 suo simmetrico
n : . - :
IH 0 (non solo sonoc non vuoti ma) hanno la cardinalitda del continuo.
o 0w 00
La (5) c¢i dice che g1i intervalli successivi " e 1 (ed 1 loro sim-
00...0 00...01
metrici rispetto a-%} sono disqgiunti.

Possiamo pertanto enunciare il sequente

TEOREMA (3).

a) Se la (5) vale per almeno un n, RH non € connesso e precisamente gli interval-
|

11 apert] (]+hﬁ+"'+an)’an} e {1—aﬂ,a]+*..+an) hanno intersezione vuota con Rm
v )

b 0

b) Se Ta (5) vale solo per un numero finito di n, allora Rm ¢ unione finita di

intervalli chiusi
c) Se Ta (5) vale ver infiniti valori di n (non necessariamente tutti), allora

Rm € un insieme tipo Cantor

d) Se la (6) vale per ogni n allora Rm = EO,IJ.

51 osservi che nel caso d) si ha anche: Pn = {D,}j per ogni n.



