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2. Caratterizzazione di R .
m

Possiamo limitarci a supporre che sia decrescente e -I .

Costruiamo delle partizioni di ~(~) V1a V1a piO fini nel modo seguente.

Sia

Nl = {A c ~ : l e Al

Successivamente definiamo:

Nll - {AeN
I

: 2 e Al ,Nl O - AeN
I

: 2 f A}

- {AeN : 2eAl
o

,N - {AeN : 2 f Al
00 o

Al Dasso n-ma ogni

N l {AeN • n+ l eli}- •
aja z ... a alaZ" '?-nn .

N {AeN • n+lfAl- •
al a z · .. a O ala Z" .an n

Posto Al A AO = ~-A
• ha:- e Sl

a
N - (A c ~ . keA k
alaZ" .a

n

Risulta evidentemente

per k - l, 2, ... nl

pertanto posto

·a
n

n
=) L

k=l

n
< l - :

k= l

vale l'inclusione

.. a
n

e gli estremi dell' intervallo chiuso apDartengono ad m( N ) .
ala Z" .an
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Poiché risulta, per ogni nèN fissato,

'8(lN) -

s i ha

( l )
a

n

dove l'unione è estesa a tutte le
n

e {O, II corrispondenti all 'n fissato.

La (l) vnle oer ognl n, pertanto se indichiamo con P tale unione, si ha
n

(2 ) R c 0,., P -P.
m non n

Osservato che, Der costruzione

si ha che (Pn)n è una successione di pluriintervalli chiusi e descrescenti.

dell'intervallo sono elementi di

Se xeP allora VnelN

, s i ha:

e poiché gli estremiIn
Cl. l ... Cl.

n
l n è l

et] ••• Cl.

xeR e nquindi
m

Ix-yl < E, cioé

e l'amDiezza diR
m

tale chee R
m

E > O, )y•Der ognl

(3)
-

P c R
m •

Ma essendo m numerabilmente additiva sula a-algebra tS'(lN), R e chiuso (cfr. [lJ
m

e [,2]) e qu i nd i s i ha i l seguente

TEOREMA (2). R = P
m

e contiene

di pluriintervalli chiusi e decrescen

è simmetrico rispetto ad

chiusi non degeneri.

P
n

il limite di una successioneO che l: R è
m

formati da intervalli

Si osservi che ogni plurintervallo

t i ,

•

Sla

Osserviamo che da

Der ogni nelN
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segue che

(4)
n-l

a n < l - k~l \ .

Inoltre, Der ogni nElN, si possono distinguere le due seguenti alternative:

~

( 5) a > , [ l a
k

- l - (a l + + a ) e quindi• • •n K=n+ n

l
n-l

(5) , ( l a k)a > - -
k~ln 2

oppure

(6)
n-l

a o( ~ (l _ c

n - 2 k~l •

La (4), valida sempre, Cl dice che l'intervallo In
o ... 01

ed il suo simmetrico

In (non solo sono non vuoti ma) hanno la cardinalità del continuo.
11. .. 10

La (5) ci dice che 01i intervalli successivi In
00 .•• o e In

00 ... 01
(ed i loro Slm-

metrici rispetto
la -\
2 '

sono disgiunti.

Possiamo oertanto enunciare il seguente

TEOREMA (3).

a) Se la (5) vale per almeno un n, R non e connesso e precisamente gli interval-
m

l i aperti ( l -fl
l
+... +a ), a) e

n n
(l-a ,a

l
+...+a) hanno intersezione vuota con Rn n m

b) Se la (5) vale solo per un numero finito di

intervalli chiusi

n, allora R e unione finita di
m

c) Se la (5) vale oer infiniti valori di n (non necessariamente tutti), allora

R è un insieme tino Cantorm

d) Se la (6) vale per ogni n allora R = [O,lJ.
m

Si osservi che nel caso d) si ha anche: P = [O,lJ
n

•
per' Og111 n.


