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n. 5. Rappresentazione spettrale e matrice dello scattering. -

La trasformata di Fourier di una rappresentazione per traslazioni € una rap-

presentazione.spettrale, ovvero U(t) agisce come moltiplicazione per e1ut.
Denotiamo con
_ ] Tur
(1, ) == fem (RA(r)d (5.1)
Il rappresentante dell'operatore di scattering € allora:
m_f—=1f per e 3. (5.2)
Vogliamo ora provare che
T, ) (W) = —— E(f, e, 5.3)
Tj: (w) = o ’ eif” u)) (5. +
dove e, n(u) é la serie di Eisensten generalizzata di peso n, generata da
l n+1 . N+ .
+ iz + iz
T dzy &7
+  V2iz ’ Y

rispettivamente.

Proviamo (5.3)+ sul sottoinsieme denso di M' costituito dai dati f per

C
i quali R f & CO. Cido @ sufficiente perché '3}_ é continuo. Per tali dati
s1 ha:
/on S f(u) = <R f, e " > =<Ro(f), e ¥ > =

.
= E(oylf), Tu) dove <,> e 11 prodotto scalare in L2(]R,(Eﬁ) e

] -1ur —— . o |
Tu = —;;-{ e " +ine” ™" 3. Denotiamo ancora con S la striscia |x|<1/2, si ha:
v U "
E(o(f), T ) = E_(f,T
(o(F), T) = E(f.T" )
n+1 iy n+1 L
% +] | 7 ! ? H
dOVe T = - { . 4 1 .
| v VY Tuy }
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4 = *
E (f, T ) = r,. E f, = . E_(f,(T D
S( u) YeFm1F Y_1F ( TU) YETWIT (fs( y y) D(y))
= E_(f, .= (T v )Diy) = E_(f,e (u) )
F ’yermh“ ’ “ F +,N
: .. : R . ]
in quanto la somma che definisce la serie di Eisentein converge per I myu < (n--g
n 'H}, eccetto per 11 termine dato da v= 1d (1) infatti:
I rr“- ~
| Dj-..-l_.i. -; D+_1 + 1
y 2 ”1_ , 2 s
-1 u
| ] 4 ’ n
e (U) = : ) ; DRE 7 - (C'f‘d) =
+,N V2 1y YETWIF ‘C - d[n+]12 Ty
— L
~
3+ P+ oy n
) < . ] ’ y ¢ lezd d)n
- . - - s~ 1 : |
23w yer |7 lcz + d|]+21u lcz + d!]+21u cz + d|"
L
Premettiamo alcune considerazioni sulla serie di Eisenstein.
Sia ez, ] ' -
(z,u) a serie YeFEfF h(vyz) D(vy) dove h(z)
5 n o
n+1 n+1
— + 1 1 — + Ty
2 . 2 ) | |
y , Tuy . Essa converge per I myu < (n- EJ ed eccetto per
11 primo termine, la serie converge nella G-norma e
(A - ip) e =0 (5.5)

nel senso delle distribuzioni per Imyu < (n - %—); ne seque che e & C e sod

disfa puntualmente la (5.5). Inoltre dopo integrazione rispetto ad x, si ha:

.,

(1) 11 termine per v = 1d € comunque in HG locale, con lo stesso metodo usato 1in

[}] si trova g a supporto compatto in modo che E(f,e+ (w)) = E(g,e+(u)).
n
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2 2 ntl .2+ (0) 2 (o)
- — = - 5.6
[y" o, =y s+ (5" Te TR (5.6)
allora e(o) "é& della forma seguente:
~
n+1 b ip Eil.+ i n+l - 1y ntl - 1yp
(o) 2 .. 2 2 . 2
€ (y:u) =4y s 1HY + Sn(y) A4 11y

Se P e F’+ sono le proiezioni ortogonali sugliortogonali di § e i?+ in

i@ e B e 1l generatore del semigrquo z(t) = P+ u(t) P per t >0, allora
il risolvente di B & meromorfo nel piano complesso (teoremi 3.2 e 3.3 di [f])
allora il Temma 4.1 e i1 teorema 4.2 di [7] applicati al nostro caso ci danno i1
seguente risultato: la serie di Eisenstein e si pud estendere in modo mero-
morfo a tutto il piano complesso con poli al pid nei punti di -i<(spettro di B);

ne discende che anche s {u) & meromorfa con poli al pil in -i-(spettro di B).

n

Inoltre 1o stesso procedimento per h+ e h_ da: s h
fﬂ-+ in oty | - i el i

: . 2 . . .

/7 iwel (y.) =4y iy © 0 fs (wAy C ey

L

( |
n+l - ntl - w ntl + 1y n+l o+ 1y

(0) 2 2 fa i ¢
- Y2 iuel T (y,u) =4y , =ity +s () Yy , =iy u
n+l + ip'Jd n+l + 1y
(o) - 2 i 2 :
Pertanto f = e+(u) + sn(u) e (n) soffisfa f ' “(u) = costanteyy )w-uy (
J

e procedendo esattamente come nel lemma 6.4 di [7] si ha f = 0 ovvero
e+,n(u) = -5 (u) E#!n(u) (5.7)
1

Abbiamo cosi provato che per I myu < (n - éj risulta:

3, f) = Elfie, () (5.8)
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1

ma tale uguaglianza vale anche per I mu >n - > quando e, n(u) denota 1la

continuazione analitica della serie di Eisenstein.

Seque da (5.8) e (5.7) che 1la matrice dello scattering & data proprio da

- s (u)

Si troverd ora un'espressione della matrice dello scattering tramite la fun-

zione T (o integrale euleriano di seconda specie) e la funzione «r di Riemann.

Infatti dalla serie

- n+] : n+1
2 I
8(2=U)=,Y6TE| h(yz)D(y) con h(z) = {y , LHY }
S1 ha ) i
E%l_+ ™ ntl + 1u ntl + 1 n
y n Va 2 H cz + d
. +1+27 ez +d) =y Ty * ﬁ'd | * ) 1+21
Y ez + d\(n ) Y# 2+ ﬁd‘n+ +271
da cui integrando rispetto ad x:
LR L g
(0), . 2 H 2 s (cz + d,)  dx
e’ '(z) =y Ty | -~
C dy o ez + d |n+]+21fb
0
n+1 4 n+1 4+
W u 5 U : n
_y vy 2 o fm (cx + icy + dg) _ dy
-0 - +1u
C d0 [(cx . dD)Z N CZy%T“?“
dove d = do + mc ; d'altra parte ponendo q = cxc+de_ s1 ha
n+1 3 n+1 4 o
(o 2 H 2 H +1
e )(Z) =y + Yy 2 ) y]+2_| jm (021) n¥FL . dq
c d(cy) T e (gf1)TZ Y
Un sémp1fté calcolo ci1 da per 1'intégra1e
S n
I = f (q+]) : dq la sequente espressione:

n+l. .
~co (q2+1)"7”'f 1H



- 18 -

n-k 1 1 n .
Coeam N rG ) Tl - g i)
¢ k=0 " K r(1 - K 1Z)
- Z
allora procedendo come in [6]|(pag. 175 e 176) si ottiene per -Sﬂ(u) la sequente
espressione:
“F(E;Eh+ lj P l_n_ in) .
-a .n+l n n . 2 Vi 2 2 H z(2u )
(5-9) "Sn(U) = 5 1 k“‘Z—*O ( | ) k
. K r(1 - 5" in) g(1+2iu)
dove ¢ € la funzione zeta di Riemann:
i
(W) = 1, ( ——)
- - n=] ~W
1~pn

con {pn} successione dei numeri primi.

S1 osservi che per n =0 Ta (5.3) si riduce alla matrice dello scattering per

le funzioni automorfe, trovata da Lax e Phillips in [6].



