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Teorema (11.5)

Per ogni o -algebra (A esiste un o-campo & ed un G-ideale J

tale che A & isomorfa ad 5‘/5.
Precisamente

Se X e lo spazio di Stone d1 A, sia SRS pit piccolo o -campo

x
contenente A (1'insieme dei clopen di X), J =i Bedk : B di 1a
categorial (& un o -ideale). Allora (A & isomorfa ad iP/j e precisamen

*
te se h: A=A e un isomorfismo surgettivo, allora

h(A) = (h(A)] VA € A

J

e un isomorfismo di A su I/ q

(Per 1a dim. cfr. [1] pag. 117).

IT teorema precedente non vale per m >§4O :

& 12 - Applicazioni alla teoria della misura.

Data una misura g su un campo St (cfr. §2 -c) non & sempre possibile esten
derla ad una ¢ -misura gW sul o -campo %' g-generato da F(3F' & il pil

piccolo o -campo contenente 3.

La condizione necessaria e sufficiente che permette tale estensione & la se-

guente:
A2
| ! L ! ; 2110
(1) ¥ §A 5 e N} ¢ disgiunti, se U A e Jt 11ora
oo o
-
t(ng1 An} n=1 C{(An)

Ricordato che se J>* & un campo perfetto, ogni unione numerabile di elementi

non vuoti e disgiunti di F* . non appartiene ad F (cfr. Prop. 15,§ 6), si ha:

Prop. (12.1). Ogni misura su un campo perfetto, pud essere estesa ad una

S -misura.
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D'altro canto ogni campo 3 di sottoinsiemi di X @ isomorfo ad un campo
perfetto d'insiemi *', ottenuto aggiungendo ad X qualche punto (cfr. § 7

Esempio 6). Se h : & =3 & 1'isomorfismo (su) e si pone

(2) gt (h(R) = e (R) VA ¢
allora ﬁ’t ¢ una misura su %' che verifica la (1) e quindi & una g-mi
sura.

*
In particolare si pud considerare come J' i1 campo JF dei clopen del-

lo spazio di Stone L1  di W e in tal caso scriveremo in luogo della

(2):

* *

(2) e (A) = ¢ (A) YA € T

C'e un altro modo per ottenere pu' (v-misura) da p senza passare attraver

so 1'isomorfismo h, occorre perod che poosia finita.

Sia  J={AeXk: p(R) = 0}, consideriamo A = ¢ /o e definiamo

-

(3) p((Adg)

[

tf(A) YA e X

I risulta una misura finita e strettamente positiva sull'algebra Booleana A,

ed induce una metrica su A, ponendo
(4) ¢ (A,B) = p(A-B) + 4 (B-A) =4 (A & B) VA,B € A .
(A,¢) & uno spazio metrico, in generale non completo.

Se chiamiano _A' i1 completamento (Cantoriano) di A, risulta A = A'.
Poiché risulta che (4)

u(R) - p(B) 1 < ¢ (A,B)

(5) | 4

la . e continua su A e quindi pud essere estesa ad una funzione reale

e continua ' su A'. Estendendo Te operazioni Booleane di A su A,

A" diventa una g-algebra Booleana ed x' @ una g-misura strettamente

positiva su A', isomorfa alla t{' definita dalle (2), nel senso che I h'
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isomorfismo di &' su A tale che

@JM):F'h%M YA ¢ B

Un'altra interessante applicazione e 1'interpretazione delle funzioni misu--

rabili nello spazio di Stone.

—

DEF. Sia & un g -campo di sottoinsiemi di X ed f : X—-K .

Si dice che f & J-misurabile & Ya e R pyx e X fx) < a} ed.

Nel seguito scriveremo semplicemente §f < a}l in Tuogo di §x e X : f(x)<a} .
Molto spesso conviene ijdentificare funzioni misurabili modulo un o -ideale )
di . Precisamente diremo che due funzioni f,,f

17 7
valenti &= Ix e X : f1(x) # fz(x)] e (Nella teoria della misura si

J-misurabili sono J-equi

identificano le funzioni misurabili, diverse solo su un insieme di misura nulla).

Denotiamo con m= TL(X,A) 1Yinsieme delle funzioni reali A-misurabili,

dove A e un ¢ -campo di sottoinsiemi di X. Consideriamo lo spazio di Stone
*
[ Al di A esia h: A=A T1'isomorfismo introdotto nel Teorema 16 del § 7,

di cuil conserviamo le notazioni.
Se f e M allora per definizione
(6) VaeR :}{f<ale A.
Se Ppe[A] allora Ya eR, risultando {f < ateA, deve essere

{f <atep oppure -$f <ak={f > a} ¢f3 il che porta che definjito

]R1 =faeR: §f>al epf

(7)
IRZr{a c R : {f<a}ep}

risulta (lR,l, ]R?) uana partizione di IR . Osservato :che

a < b === zf_}_bﬁczfza} (t:»EE?,E

a <b ==> {f<al ¢ {f<b} {aeﬁ%?:—:ﬂ [a, +=[ cR

2



- 47 -

si ha che ﬂR1,I%Q costituisce una coppia di insiemi separati e quindi contiqui.

Se chiamiamo con £ 1'elemento separatore risulta

(8) sup R, = £ = infR

1 2

Orbene definiamo

..*

(9) f(p) = £ Y e [A] .

Reordiamo che se @ & un filtro di A ed f : X->R si definisce (cfr. ad
esempio [2])

minlim f = sup inf f{(A) = ¢

¢ Aeq’
maxlim f = inf sup f(A) = ("
¥ Ae &
Risulta
(11) inf f(X) <2' < £ < sup f(X)
se accade che rto= p" aliora si definisce
(12) Iim £ = ' = £"
\

Orbene proviamo che, con le notazioni introdotte, si ha

Proposizione (12.2)

- rEmm

w
(13) 'f@}:1? f v@ewu
DIM .
*
Fssendo f (p} l1'elemento separatore di }R1 ed IRz, fissato & > (

Ja EIR,.* —ﬂb{:ﬁ%zq}', D - a <&

Risulta A=§{f>alt e , B=31f b} € (5

Pertanto o A,B e ¢ 5'  a < inf f(A) e sup f(B) <b e poi
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sup f(B) -inffA) <b - a <&

cvd
rd
Ci proponiamo di provare che 1'applicazione f [ Al -=> R e continua.
A tal fine ¢ utilissimo i1 seguente
Lemma (12.3)
Ya € R risulta
* *x *
(14) {f <a} ¢ {f<al ci{f <al
* * *
ff >al cif__)_a}c{f > at
(15) N )+ - |
{f <a} = U ¢f<bl (=-if >al)
* l*
(f >a} = U {f>b]
DIM.
E* ® N X
—em Y - g 1’::} ¢ € =
nedf <alj > f(p) <a > a e R< {fda}e p<=> peffal
viceversa
1'* * %
JBs%f(aj (==>(f <a}efp <= atglR2 ==> f () < a -i.’::::}(aegf <aj

Per provare la (15) basta osservare che

* x

f(p) <a<=>3b 3" f(p)<b<a<=>Ibda 5 beR,
- _ *
=> b <a 2'{f <bj ep <=>db a3 peif < by

Analogamente si provanc le altre. cvd

Proposizione (12.4)

= T . m s mrm s o=

*
f definita dalla (13) se f e, & continua .

DIM.

k-1 |
Basta fare vedere che f (la,b[) & un aperto V¥a,beR con a <b,
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-;k_‘] * * :
f (Ja,bl) =1{f > a_}riif < b}, quindi per la (15) del Lemma (12.3)) poiché
*
per ogni C eR risulta §f<cl, {f>c! e A e quindi ff>ct e
r. *
{f < ¢} sono i clopen (e A

= =

*

) di [ AL risulta §{f <b} un aperto di [ A]
* r

e 1o stesso vale per {f > a} (si ricordi che A & base per la topologia su

[ Al cfr. osserv.5§ 7). ~vd
Denotiamo con C(CAJ) T'insieme delle funzioni reali continue su [ Al
*
L"isomorfismo h di A su A , come si & visto induce 1'applicazione

*

hy tMOGA) = €A 5' h(f) = f

Osserviamo che ¥Yx € X risul ta

f = f .
(16) (R = fx)
Infatti detto 1 = 1}9 f, per definizione
V&> 0 - A e P 5 ¥y e A [fly) - 11 < ¢

Foiché x e¢ A VYA ¢ Px deve rsiultare 1 f(x) - 1V<C& ¥ £€>0 e quindi

Dalla (16) seque subito che

PROPOSIZIONE (12.5)

r—— e E—— o

h1 e una bigezione la cui inversa h1 : C(Qﬁl}"*”ﬁlj q-+»q e definita
da  g(x) = gf ¥x ¢ X .
g(x) = g(fR)
DIM
* * * *
La h1 e ingettiva in quanto se f = g deve anche essere f (jg) = g (Fi)

Vx ¢ X , cioé f =g per la (16),

La h1 e surgettiva, infatti se g e C([A3), posto q(x) = Q(F%) Yx € X,

si prova che ¢ : X—=R & misurabile. A tale scopo proviamo a parte 1]

wd

seguente



Lemma (12.6)

¥Ya,b e R con a<b 2 AeA tale che
(17) l9>b) cAcig> al

DIM.

Pt

Se g(x)>b>a allora g(ﬁx) >bra = R € 1 g

> bl cfg>a}.

Essendo g continua risulta § g > b} chiusoe §g>a} apertoin (Al e

quindi (cfr. Teorema 16 §7 e Teorema 13 §6) J iﬁ&i; iel} cA 3

Per Ta compatezza di [ AJ e quindi di {g>b} ZJ finito ¢ I tale che

fg> b} ¢ U, A, ¢ {g>al
A

E‘{' e -
Risulta, posto A igJ . Ae A e

Da qui segue la (17) infatti
g(x) > b => Pefg>b] => pehA =>Aep =>xeAh;

X € A :Qﬁleﬁx=:> 5 ¢ A ::>gqi)>a::>gbdihm

cvd

Continuazione della dim. della Prop. (12.5)

Dal Lemma (12.6) seque che Ya e R ¥n e NN JA € A 3

n L
e ‘i h’.
{9 >a+-}c A cf{g>al
o N 1 ~ -~ ~
R 3 P« b - = P - ‘ 0=
e poiché nE12.9-i a + - F =39 at seque che ﬂg1 An {g>af il che pro

cvd
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Corollario (12.7)

Vg € C{LAT) risulta G(X) = g(CAJ) che & un compatto.

DIM.

Essendo [ AJ compatto, tale & anche g(tAl). Ricordato che {'Fk; X € X! @
denso in [ AJ] segue

g(X) = §a(p)s x € X}

g(LAd)

cvd

(Si ricordi che per le funzioni continue g(A) ¢ g(A))

Osservazione (12.1)

——— -

Da quanto detto segue che la funzione f : X IR A-misurabile (dove A€
* —
una ¢ -algebra) corrispondono (mediante una bigezione) alle funzioni f [ APR

* i

*
continue. Poiché se si considerano f :[Al- R allora f ([A]) & limitato,
per quanto detto nel Corcllario (12.7) si ha che queste funzioni corrispondono

(nella bigezione precedente) alle funzionj A-misurabili e Timitate.

Osservazione (12.2)

Nel caso in cui A @& solo un’'algebrae non una ¢ -algebra, allora la

—_ramm . wreE——

definizione di funzione A-misurabile data, non & piu soddisfacente. In topo-
logia non e piu vero che:

(18) (Va e R : §f <ale A ) <=> (VB Boreliano di R : f_1(B} e A).

Anche se si da come definizione la proposizione a destra deila (18), non si regil
stra un notevole migiioramento. In particolare la classe delle funzioni A-misu-

rabilil potrebbe essere molto esigua, come mostrano i seguenti esempi.

ESEMPIO (12.1). Sia X wun insieme infinito ed A 1'algebra dei suoi sottoinsie

mi finitt o cofiniti. Orbene se si usa 1a definizione

. . . . -1 _
f o X->R  A-misurabile <=> ¥B Boreliano di R : f (B) e A si ot~

tiene che
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fe M === f(X) e finito

Infatti supposto f e M), se per assurdo il codominio f(X) e infinito, al

Ty

lora possiamo trovare due suoil sottoinsiemi numerabili e disgiunti A e B.

. L. - . -1
Poiché A e B sono Boreliani (perché numerabili) di IR, deve essere f (A),

-1 -1 -1 . .
f (B) ¢ A. Necessariamente f (A) e f (B) sono cofiniti, ma cid & assurdo

-1 -1

in quanto da A ¢ R-B seque che f (A) c - f (B) (i1 1° & infinito, mentre

il 2° e finito).

ESEMPIO (12.2). Sia X =R e sia A 1'algebra generata dagli intervalli dj

R Timitati o non, cioé

| S——

AeA<=> A = I con I A1 =§ e I intervallo d; iR

k=1 "k K
(¢ 1'algebra dei plurintervalli finiti di IR). Orbene si prova che

f : R®?R  A-misurabile ==> f(R) & al piu numerabile.

Osservazione (12.3)

Se (X,%) & uno spazio topologico, qual'é la pil piccola o¢-algebra A che

rende A-misurabilé tutte le funzioni reali continue, ciocé tale che

(19) COXG;R) ¢ M (X, A7

Poiché se f : X R @& continua ., ¥A aperto di R e V¥C chiuso di K,

1
-1 1

risulta f (A) aperto di X ed £ (C) chiuso di X, sicuramente la o -algebra

B di Borel (di X) verifica la (19), ma non & la pil piccola possibile.

La ¢ -algebra in oggetto & quelia generata dai clopen di X e prende 11 nome

d1 o -algebra dggljmjpsigmihdinaire.

e sl o s e g ' BN LELL B LB T e e

Se la denotiamo con EBO risulta JBD c B,

Le considerazioni precedenti suggeriscono di definire le funzioni reali A-

-misurabili, nel caso in cui A sia solo un'algebra, come le funzioni corrispon



- ,-;’]8 -
denti a C(CAJ) mediante 1'applicazione definita da
g(x) = g(f2) Vx € X ¥g € C(CAI)

In tal caso tali funzioni godonc delle proprieta (17) del Lemma (12.6).
Viceversa se f : X—= R & una funzione che verifica la (17) si pud provare
*

*
che ¥ rwe[ﬁ] 3]:'[5”] f e posto f (f-,ﬁ} = Hr?] f risulta f e C(CAL).

Pertanto Ta (17) pud essere assunta come definizione di funzione A-misura-

bile.

In [8] G. Greco da una definizione ancora piu generale e precisamente, se

Ac®(X) e Pep , sidice che

f : X+IR & A-misurabile <==> ¥a,beR con b>a IAcA 3

(ff>b)] cAcif>ajl.

Non si richiede cioé neanche che A sia un'algebra.

Denotato con qn+ = ﬂ1+(xaﬂjfl[0,+mﬂx sempre in [8] si prova il seguente

teorema.

1) feW e ael[0,+a) => a-f, f pa, (fra) - a e M

, w:T0,+] = [0,+=] & cont. e crescente e (0): O=> et Gﬁﬂf
+ N . +

3)'ﬂ}87ﬂ, e f -~ f uniformemente => f e .

4) Se. A 2 un'algebra (o pil semplicemente un anello) allora

f,g e’ﬁf => f Ng, fVvg, f+qg, f - qge Qﬂj

N

) Se. A @ una g-algebra allora

f Jﬂx—misurabﬂe {(==> Y a e R: {f <ale f\

Osservazione (12.5) Se A & solo un'algebra ed f,g €] non & affatto detto

che sia f + g e?ﬂ_. Infatti se ad esempio A ={A cN; A finito o cofinitaj
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ey,

dire che f : N IR sia A-misurabile, equivale a dire che 31im f(n) € R
n

pertanto nel caso in cui 1im f(n)=+= e 1img{n)=-=» risultano f,gefyma non &
N
n
affatto detto.-che sia f+g em. Se (A & invece una o-algebra allora M & chiu

sa rispetto alla somma.

Un particolare tipo di funzioni A misurabili sono le funzioni A-semplici
S = S(X,A) che sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche CFA con
A EJA. Orbene in [ 8] si prova che ogni funzione A-misurabile e i1 lT.mite uni-

forme di funzioni A-semplici.
In altre parole introdotta su WM la metrica (della converg-uniforme)
d(f,g) = sup {larctg f(x) - arctang (x)| : x e R}
(ﬂ;ci) diventa uno spazio metrico ed S =M.

Denotato con fﬂlb 1'insieme delle funzioni A-misurabili e limitate,
quest'insieme & invece un'algebra di funzioni isomorfe all'algebra delle funzio
ni continue e Timitate definite sullo spazio di Stone [ Al associato ad A

(cfr. 0Oss. (12.1) (12.4). e L[ 81]).

L)

Tra le tante consequenze del teorema di rappresentazione di Stone, segnalia
mo la seguente proposizione che da utili informazioni sul codominio di una mi-

sura.

Proposizione (12.9) Se r ¢ una misura sull'algebra A allora detto

- . - ) ' - a1 A e 1 -mM1Cliy
R{j = Et}(A} : A tkﬁ_j , risulta che Rt‘ &2 i1 codominio di una o-misura
su una < -~-algebra.
DIM.
* * * )
Definita  p (A ) = m(A) YA € A, per quanto visto H © una g¢g-misura
*x
sull'algebra A (dei clopen di [ Al).
* * *
Denotata con Sl ¢ -algebra generata da A , [} pud essere esteso

®
ad una o -misura E. su A_ . Risulta RE‘ chiuso (questoc e un risultato va-

lido per le o -misure su ¢-algebre, c¢fr. [9]) e da R, ¢ RE: seque che

C-l*
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e
o C RE- . Viceversa se a ¢C RE» JA e A tale che EL(A) = a. Ma

* ) . o~

: ~ . L] L] : '_t :
A ﬂg1 An con An e A opportune e disgiunte e quindi a ézﬁ / (An)

bl Zti
- K = ‘ * 1 OA 0 — ~

aoy E7 A i 6 (Ag)s cioe %E* Rf‘

L' _
asserto ora seque dal fatto che Rif R[* cvd.

Osservazione (12.6) . In [10) si da un'altra definizione di funzioni misura-

bili. Se g & una misura sull'algebra A di parti di X, si definisce

Fo @ (X) » R ponendo
f (A) = inf {4(B); BOA e Be Al
~X o :
e se fn’ felR si dice che f — f se e solo se

nog

1 - F -:1:
¥ e > 0 1;m K %}fn Fl >e§=10.

Se S = S(Xiﬂ) e al solito 1'insieme delle funzioni semplici, si dice che
f e iﬁ,(d—nﬁsurabi1e se e solo se 3 $S 5N Eﬁm1kc S tale che s ——f .
n - Nk
Questa definizione e ben diversa da quella data precedentemente, in quanto
quil interviene anche la misura & 3 & pertanto arduo legare 1in generale le due

definizioni.

Riportiamo qui alcuni esempi tratti da [11]}, che illustrano 1a differenza
delle due definizioni. Denoteremo con fﬂlD 1'insieme delle funzioni ﬂﬁ,t)-nﬁ_

surabili.

Esempio 1. Sia A 1'algebra generata dagli intervalli contenuti in [0,1] .
Le funzioni A-misurabili sono tutte le funzioni f : [0,1J»>R tali che i se-

guenti timiti esistono in IK:

Tim f , 11 f(x) , 1im f : ' re 10,10 .
y$1jm (x) Vim, (x) X+§T (%) XL;T f{x) Yy € 10,10
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Se ff ¢ 1a misura di Peano-Jordan su hﬂ una funzione f limitata e

(fsp)-misurabile se e solo se & integrabile secondo Riemann.

Esempio 2.

Se. A=¢AcN ; A finito o cofinito} ed f : N>R risulta

felf <=> I 1im f(n) eR .
n

. Q2 ; ) ' 17 = Z-'—l‘“* ‘
Se .C" S(IN)-70,1] & la misura definita da ta(A) o n per ogni

A cIN, risulta YRD:=EF‘ ci0é ch WID .

Citiamo i1 seguente risultato (cfr. [111).

Proposizione (12.10)  Se 5 @ una misura sull‘'algebra A c®(X) risulta

A=fHcX:¥e>03JABe A con AcHcB e C.(B—A) <&} un'algebra

contenente A.
Si ha
f:X=1R @ (ﬁ’f) misurabile {=> f éj—i-—msurabﬂe 0

Tim be% (fi>n t=20.

N 400



