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!,-sempio di anello Booleano e l'anello degli interi modulo 2 cioè ~0,11
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In un anello Booleano Sl ha (l) A+A = O (2) A+B=O ---t- B=A, (3)A B=BA.

DIM.- (l) (l+A) (l+A) = (l+A) ~> (l+A)+(A+A)=l+A --7 per la R3) A+A=O

(2) Segue che (l) e dò R3) per l'unicità dell 'elemento B.

2 2
(3) (A+B) (A+B) = A+B ~ A + BA + AB + B = A+B =9 BA+AB - O e

e dalla~2) segue AB = BA.

cvd

PROP. 10 - Ogni algebra Booleana è un anello Booleano con le seguenti defini

zioni di addizione e di moltiplicazione:

A + B = Ab.B

A'B=AnB

Viceversa Ogn1 anello Booleano è un'algebra Booleana con le seguenti operaz1o-

n l :

A U B = A + B + A B

AflB=A'B

- A = l + A

In entrambi i casi gli zeri (e le unità) coincidono.

(Per la dim. cfr. [11 pago 53).

§6 - Campi d'insiemi ridotti e perfetti.

DEFINIZIONE 14 Se.# è un campo di sottoinsiemi di X, diremo che .s# è ridot-

to se.s# separa i punti di X, cioè

Vx1y(inX)jAe.s#3' xeA e yiA
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ESEMPI

l) .jI'(X) è ridotto (se x 1 y :) lxl che sepal-a x ed y) , mentre t lJ,x J non e

ridotto se card X> 1_

2) Sia X uno spazio topologico e sia ,~= l A ~ X; A clopen; _

Ricordiamo che se denotiamo con C(x) la componente connessa di x, allora

X si dice totalmente sconnesso o totalmente discontinuo (nella terminologia

di [2J pago 127) se C(x) = ! x l V X E X. Poi~hé risulta

~ 1*)
CIx) c C(X) =n!A E.s1: x E Aj'

(cfr. [2] pago 127), allora ,01 è ridotto ~ >c(x) - ! xl Vx e X. Nel seguito

diremo che X è toL sconnesso se .~è ridotto.

~

Se X è T
1

ed x è un punto isolato allora [XI E s:-/ E quindi C(X) = ix]
.~

ma se C(x) = Ix] non vuol affatto dire che Sla x isolato. Quindi X toL scon-

nesso non vuol dire che i punti di X siano isolati (G:) è tot. sconnesso ma non

ha punti isolati; l'insieme di Cantar è un altro esempio).

Se X è uno spazio topologico e poniamo ~Ry ~ Y € C(X) allora R è una

relazione di equivalenza e lo spazio ~ è totalmente sconnesso (cfr. [2J

pag.128).

PROP. 11 - Ogni campo.s1 di sottoinsiemi di X è isomorfo ad un campo ridotto,
•

DIM. - L'idea è di mettere in una stessa classe di equivalenza tutti l punti
di X non separati da.s1. Precisamente definiamo:

x R Y .; > V A e.s1 : x e A =97 Y E A.

Si vede facilmente che R è una relazione di equivalenza (in particolare

x R Y =9~ Y R x in quanto se A €.!# e y e A e per assurdo x ~ A allora

-A E , x E -A e quindi y e -A).

~

(*) La C(X)
chiuso.
C(x) e

vlelle a volte detta ps_~udo.::componente connessa di x. C(X) è sempre
Se lo spazio è loc. connesso allora C(X) é anche aperto e.quindi

~

e C(X) = C(x). Ogni spazio tot. connesso é T2 .
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e A'-~x';x€AI.Allora

h(A) = A'

definisce un isomorfismo di vA in J\' = {A'; A €)lJ ed .}.' e un campo ridot

to.Infattise x'ty'(> x,R'y<e=>3A€jI,'x€A e y~A(13A'ei

:l' x' € A' e y' ~ A'.

•

DEFINIZIONE 15 - Un campo.}. di sottoinsiemi di X si dice perfetto se ognl

ultrafiltro di jJ. è _d_e_t_e_r_l11_i_n_a_t_o,..,-d,.a_u__n--,pc..u_n_t_o_d_i_X, cioè è del tipo
(* )

={Ac.}.:xeA} conxeX

Esempi

3} Ogni campojJ. composto da un numero finito d'insiemi è perfetto.

Infatti se? è un ultrafi ltro di)l,

tersezione finita, risulta A
o

€ P
Vx € A .

o

detto A
o

=niA : A EJ'} , essendo tale in-

e quindi necessariamente p = l A r:JI :AucA}=J\

4) Sia X infinito e Sla JI = i A c X; A finito o cofinito (cioè -A è finito)}

a11 ora p = tA € JI : A cofi ni to} e un ul trafi l tro di J1 non determi nato da

a l cun punto di X, pertanto J. non è perfetto.

5) Sia X infinito e siaj\.\ un campo di sottoinsiemi di X contenente tutti 1

singoletti [xl di X. Risulta J. cJl
l

(con riferimento a 4)) e :3'= fA €).l :

: A cofinito} è un filtro. Se ~ è un ultrafiltro contenente J<, ~ non è pnn

cipale e quindi ).1 non è perfetto.

6) Sia X uno spazio topologico compatto ed.}. = l A c X : A clopen} , allora
JI è un campo perfetto. Infatti se!, è un ultrafi ltro di cA, f> h: la proprietà

dell 'intersezione finita, in quanto Ai € f> i € {l ,2, ... ,nJ ~ ~ Ai € ~ e

(*) Tali
analoga

vltrafi "Itri
vale per gli

~ sono detti anche fissi o principali o primi (Defin.
ideali massimali principali).
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~ A. ,~. Inoltre \-' è costituito da chiusi, quindi per una nota
1·1 l .

caratterizzazione dei comp

Risulta allora

ti (cfr. [3J pago 584) risulta f ~.

~x € A •
o

PROP. 12 - Se Jl. è un campo di sottoinsiemi di X, ridotto e perfetto allora,

detto [M l'insieme degli ultrafiltri di <f\, l 'applicazione X.,x-;~· € [J\J.x
è una bigezione, cioè ogni ultrafiltro di J\ è determinato da un unlCO

punto di X. Quind' <:arei X • cwd LI1 J

DIM.

L'applicazione è surgettiva perché Jl. è perfetto. L'applicazione è inget

tiva perchè se x f. y allora 3 I~ €Jl. 3' X c A e y ~ A, quindi A € 0x- fl
r

e

\\ ! ~y .

cvd

Osservazione 2. Se X è uno spazlo topologico compatto e totalmente sconnesso

allora Jl. • l A c X; A clopenì è ridotto e perfetto. Orbene i l viceversa

è anche vero, nel senso specificato dal seguente:

TEOREMA 13 - Se,} è un campo ridotto e perfetto di sottoinsiemi di X, allora

su X si può definire una topologia g cile lo rende compatto e totalmente

sconnesso ed ,} diventa l'insieme dei clopen per quella topologia.

DIM.

Basta considerareJl. come base della topologia G. Risulta

(;'l~G\A; con(Qc...A} (cfr. [3J pago 549).

Evidentementej\ C '(;, quindi ogni elemento A di .;. è aperto, ma è anche

chiuso essendo -A E,} aperto. Se denotiamo con,}l l'insieme dei clopen di e;
risulta pertanto
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ed essendo}l ridotto, lo spazlo topologico (X,Z;) è totalmente sconnesso.

Proviamo che (X,'t) è compatto. Basterà che se l A. I] c.}I •provare • l € e•

l
un ricopri mento di X, esiste J finito c l :!l' X = W A.. Supposto per assur-

l El l

che U A. t X, allora n' i ~, (A'.=-A.) quindido V J finito c l • ·i• ieJ l l e l l l

~ un ultrafiltro contenente~

~' ~ = 0
x

e quindi x e n A';
J o l.EI

Poiché}l è perfetto .3 x € X
o

(e quindi 6:».

G':>= [A'. i E !} cj; ha la proprietà dell 'intersezione finita e genera un
l

filtro proprio 3< (cfr. Prop. 4' pago 4). Sia

cioé U
iEI

A. I X
l

contro l'ipotesi. Proviamo ora che

Sia A ej;l. Essendo A aperto, é esprimibile come umone di elementi di

}I,
• •Cloe

A - U
i e I

A.
l

con A. (J1.
l

Essendo A chiuso ed X compatto, A è compatto e quindi esiste J finito c l

A = U
ieJ

A.•
l

Pertanto come unione finita di elementi di}l risulta A €..:A

cvd

Osservazione 3 - La topologia g del teorema precedente è univocamente determi

nata da}l e dalle condizioni del teorema. Infatti se '6
1

è un'altra topologia

che rende X compatto, totalmente sconnesso e con vA coincidente con l'insieme

dei c l open, es sendo j\ c 6
1

segue oh>. '6 c ~ l .

Considerata allora l'applicazione identica

i : (X, 'l;l) ...... (X,t)

questa è continua, ed essendo (X,t
l

) compatto, l e un omeomorfismo (cfr.

[3] pago 589 ,[6J pago 141) e quindi 2: l c 0.

PROP. 14 - Siano,j. e <S) due campl perfetti e ridotti di sottoinsiemi di

X e di Y rispettivamente.

SeiA e <?:> sono isomorfi, allora gli spazl X ed Y topologizzati come ln-
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dicato nel teorema 13 sono omeomorfi.

DIM.

Sia h: J.--i\:> un isomorfismo di J. su t1l.

Se x € X, h(Px) è un ultrafi ltro di 2> (cfr. prop.7), come tale e determi

nato da un unico punto 'f' (x) € Y (cfr. prop. 12), cioè:

Si e COS1 definita l'applicazione

X € A {=} 'f(x) € h(A)

'f: X --7 Y e risulta VA Er}.

- l -l
(y E B # <f (y) € h (B))

Tale applicazione 9 è bigettiva ed ha le seguenti proprietà:

V B €~

:'f(A) =

-l: i (B)

h (A)

Di conseguenza se G è un aperto di X a11 ora G = U
i€I

A.
1

con A. G;'
1

eiO(G)=<p(U A)=
I . I 1H:

u",(A.) =
. I 11€

U
i GI

h(A.);
1

quindi tf(G) risulta un10ne di

elementi di ~ e perc10 e aperto in Y.

Ana l ogamente se G
l

è aperto i n Y, s i prova che cf l (G
l

) è aperto 1n X.

cvd

Osservazione 4. SeJ\ è un campo perfetto (ma non necessariamente ridotto)

allora, definendo ~come nel teorema 13 si ottiene uno spazio topologico

compatto ed cA coincide con la famiglia dei clopen. Però (X,~) non solo

non è totalmente sconnesso, ma in generale non sarà neanche T .
o

PROP. 15 - SeJl è un campo perfetto di sottoinsiemi di X e {Ai; i E I}

e un sottoinsieme infinito di elementi dicA, non vuoti e mutualmente disgiun-
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l
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Dm. Se'G è la topologia definita nel teor. 13, per quanto visto nell 'os

servo 4, (X,b) è compatto. Se per assurdo A EvA allora A è chiuso e quindi

J fi nitoc I , A -'!l - U
iE:J

A.•
l

Questo è in contrasto con l'ipotesi che I è

infinito e le A. sono non vuote e mutualmente disgiunte.
l

cvd

§ 7 - Il teorema di rappresentazione di Stone (1934~1938)

Nel §l abbiamo visto che i campi di sottoinsiemi· di un dato insieme X,

sono particolari algebre Booleane. In questo paragrafo faremo vedere che

data un'algebra Booleana~, questa può sempre essere riguardata, a meno di

isomorfismi come un campo di sottoinsiemi, ridotto e perfetto, dello spazio

X = (A J degl i ultrafi ltri di J.

e un campo ridotto e perfetto di sottoinsiemi di X.

VA € j\, allora

Teorema 16 - Sia

~ h(A)=t~€X
* J

suJ. = h0\), che

~. un'algebra
*

:A€~}=A

Booleana, X =L/l1. Posto h :J~'5'(X)

h è un isomorfismo divA

DIH.

* * * * * * * *,Si tratta di provare che (A U B) - A U B , (AnB) - A nB , (A') ,"""A )

A tal fine basta osservare che, per definizione:
*A€J->'{ }~€A

Infine *(AnB) <.~
* * *.A ~ ~ € B ~. ~ €A n B

* * *f:>€(A') <=7A'Ej> ~ A/~~NA <=>~€(A)'.

Per provare che h è ingettiva basta provare che h(A) = 1J ~ A - O o equl-

valentemente O l A E~ ='?> h(A) i 0.

Se O I A €j\, posto 'f =t B €J. : BJA L risulta <p un· filtro divA. Se l''
e un ultrafiltl'o contenente, risulta ~ E h(A) e quindi h(A) t %. Quindi

*h è un isomorfismo di J. su';' .


