ALGEBRE BOOLEANE E MISURE FINITAMENTE ADDITIVE
E. BARONE

Introduzione. - Questi appunti, tratti principalmente da Roman Sikorski:
Boolean Algebras (nel seguito richiamato con [1]), hanno lo scopo di provare che
una misura finitamente additiva m definita su un campo d'insiemi &/, pud essere
riguardata come una misura o-additiva (cfr.s 1 e 2 per le def.) se si conside-
ra definita su un'altro campo o™ isomorfo ad &/ . Precisamente: dato il campo d'in

siemi o , si considera 1'insieme [«/] degli ultrafiltri su .« , detto spazio di Sto-

ne di o/ (cfr. § 7); posto

i
>

h(A) = {peled] : Ae B} per ogni A €.,

risulta definito un omomorfismo h di A in 2 () etg’* = h{/) € un campo iso
morfo ad /.s/  considerata come base degli aperti su [o/, induce una topologia che
rende [« spazio topologico compatto e totalmente sconnesso ed % coincide con
il campo dei sottoinsiemi di e/l contemporaneamente aperti e chiusi (clopen). Su

+ ) N . .
& si pud definire una misura ponendo

m (A") = m(A) VAe.o/ .

Poiché se @ # An agf* e An r\Am = {}, necessariamente nﬁl An dgf*, si ha che m

- - - . - *
€ una misura o-additiva, che pud essere prolungata sul o-campo & generato da
*
&
Questa costruzione permette di ricavare informazioni per le misure, traendole dal-

la teoria delle c¢-misure su o-campi. A titolo di esempio se denotiamo con Rm il

codomino della misura m, risulta

R = {m*(A ) n* ey = {m*(A) 2 A e&f:}

-

e quindi ogni informazione sul codominio di una c~-misura & un'informazione su Rm.

Nel § 12, interamente dedicato alle applicazioni del tecrema di rappresentazione
di Stone alla teoria delia misura, si fa vedere tra 1'altro una possibile genesi del-

Te funzioni misurabili rispetto ad un'algebra, introdotte e studiate da G.H.Greco



in [8].

Questi appunti sono il contenuto di alcuni seminari tenuti dall'Autore presso

1'Universita di Lecce.

Lecce, 28/3/1982



§ 1. Premesse e definizioni.-

DEFINIZIONE 1. - Un'algebra Booleana e un insieme & # @ in cui sono definite due

operazicni binarie U, N ed una unaria -, che hanno grosso modo le proprieta del

T'unione, dell'intersezione e del complementare di sottoinsiemi di un insieme dato.

Formalmente un'algebra deve verificare 1 seguenti assiomi:

(A1) AUB =BUA ANB = BNA commutativita
(R2) A U(BUC) - (AU B)UC AN(BNC) = (ADBYNC associativita
(A3) (AMBY UB =3B (AUB)NB =8B assorbimento
(Ad)  ADN(BUC) = (ANB)Y U (ANC); A UENC) = (AUB) N (AUC) distributivita
(A5)  (ADN-pyuB =8B 3 (AN-A)MB =3B

Porremo inoltre per definizione

DEFINIZIONE 2-1) A c B( o B3A)<g§£> AOB = A &= AUB =8
e si prova che ¢ & una relazione d'ordine parziale su s .

L'(A3) puoé allora essere interpretato come

(2) ANB B e BcAUB

e 1'(AB) come:
(3) AN-A B e AU-A

DEFINIZIONE 3. - Poiché si pud provare che AN-A = BN -B ¥A,Beg/, AN -A non

dipende dalla scelta di A e sara denotato con 0 e chiamato zero digf . Analoga-

mente poiché A U -A non dipende dalla scelta di A e/, sard denotato con 1 e chia

mato unita dig .

Dalla (3) segue che VA ew:
(4) 0chAcl
e 1'(A5) pud essere scritto

(5) OUB =8 118 =B

DEFINIZIONE 4. - Un'algebra Booleana si dice degenere se e solo se e formata da un

unico elemento. In tal caso 0 = 1.
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PRINCIPIO DI DUALITA'. - Negli assiomi (A1) - (A5), U e ™ giocano un ruolo

simmetrico, pertanto se una proprieta & vera, da questa se ne pud ottenere un'altra

(vera) detta la duale della prima, sostituendo all' 1'N e viceversa.
Si dovra inoltre sostituire

1-+0 0 -1 C »D o+ C

per come sono stati definiti.

Con riferimento alla relazione d'ordine < osserviamo che

(6) AUB =min {C : 2 cC} = sup {A,B}
(7) ANB = max {C : ch } = inf{A,B}

Per provare la (6) basta osservare che
1) 2 c AUB ; 2) se poi g c C allora AUBc C e quindi AUB = sup {A,B};

wkafti

E seaque (A UB) U C =C:"(AUB)UC = (AUC)UB=

AUC
BUC

]

per la 2) basta provare che da

=CUB =C.

H

In breve possono essere provate molte delle familiari proprieta della teoria degli

insiemi, ad esempio le formule di De Morgan

(8) -~ (AU B) =-AN-B -(ANB) = - AU -B ecc.

DEFINIZIONE 5. - Porremo A - B = (-B)NA (differenza di A e 8 0o A meno B)
A->B=(-A) UB (& la duale di B-A)

Questa seconda operazione gioca un ruolo importante nell'applicazione della teo-
ria dell'algebre Booleane alla logica matematica. Inoltre porremo :

AAB = (AB)U (B - A) (differenza simmetrica di A e di B)

DEFINIZIONE 6. - A e B si dicono disgiunti se A B = 0

Esempi - A) Se o/ ¢(X) lo chiamiamo campo (field) <§Ez> A,B e o >AUBe

€ A e ==>- A e/
(Dalle leggi di De Morgan segue che A,B e.of ==> A/ B, A-B, AA B e’/ 0.X ea/).

Ogni campo € un'algebra Booleana rispetto alle ordinarie U, 0 e -



Esempi di campi e quindi di algebre sono i seguenti:

1) T

2) {Ac X : A finito oppure -A finito}

3) {P ¢ R : P plurintervallo (finito)} (cioé unioni finite di intervalli qualsia-
si di R

4) Se X & uno spazio topologico {A ¢ X : A chiuso e aperto (=clopen)}

5) Se X & uno spazio topologico {A c X : 5h =,Hj con ?f frontiera di fi

N o

o < < N
(QAUB), JI(AnB) c (9A) U (3B); 3(-A)= 2A; CnD = CND; C U D ¢ CUD)
NB. GLI SPAZI TOPOLOGICI CHE CONSIDEREREMO SONO SEMPRE T2 (cfr.[3] pag. 555)

B) Esempi di algebre che non sono campi.

Sia X uno spazio topologico. Si dice

f N . ..
C chiuso regolare ¢g§=> C = 6 (& un dominio )

A aperto regolare éﬁi;ac chiuso » A = 5 )

Denotiamo congf_} 1"insiemme dei chiusi regolari e conlﬁa 1'insieme degli

apert1 regolari.

SulmH consideriamo le seguenti operazioni:

(7]

L] - . /_\ - - - - -
U = unione; ANB = A0NB , -A = A' dove A' & il complementare diA.

Con tali 1eggi;ﬂl & un'algebra Booleana.

Susiz consideriamo le seguenti operazioni:
o o

AUB=AUB , N = intersezione , - A = A’

(IR Y

(XUY=XUY Xay ¢ xay)

C) La totalitd degli eventi, in teoria delle probabilita-con "o" "e", "non"

formano un'algebra Booleana.

D) L'insieme di tutte le "formule" di una teoria basata sulla logica a 2

valori, nel quale si identificano due formule eguivalenti (e e g sono equiva-
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lenti se a<= p & un teorema), con le operazioni V, A,~ & un'algebra Boolea-

na detta algebra di TarskrLindenbaum.

§ 2- Ideali e Filtri. Sia s un'algebra Booleana.

ABe s =AUEBeS

DEFINIZIONE 7. - f # . ¢ o & detto ideale &= f(a)
Lib)

Bes AcB =Acg
(&> BET |, Ae A => ANBET)

PROP. T - (a) Alb) &= (AU B eg & A e dn B ey

DEFINIZIONE 8. - Un ideale #di ./ si dice proprio se J ¢4/,

PROP. 2 - ¢ ideale proprio &= 1 ¢ .7
( & banale, = Se per assurdo 1 ¢ . dalla (b) segue o7=4)

PROP. 3 - Ji ddeale Yiel = Q.79 & un ideale.

DEFINIZIONE 9. - Se 4 c&/, diciamo ideale generato da

S(B) =N \F: 4 ideales s ]

Se =0  £(A) = |0)

PROP. 4 - Se B+ , postos” = [Aew : FA,...,A €#h3 AcA U .. .UA]J

1’0 1 n
risulta .#' :.ﬂ(.@).(Se Bc g allora ¢' cf e quindi ¢' cg (B). Si prova poi
che 3' & un ideale 2% e otuind‘t' I(RB)d'

In particolare se A €« J{({A}) = {B e/ : BC A] =o/0 2(A).

(a)' A,B eF => AnB e #
------ &‘? A(\BE?@HB"—
(b)' B eF; A DB =2A es | weF,

PROP. 5 - La nozione di filtro & dusle a quella di ideale, cioe
Fideale == Y- A : Aeds & un filtro
F filtro = {- A : A e FY & un ideale

In particolare



PROP. 4% - Se @§,® e se # (%) & i1 filtro generato da # allora F(@) -

={A e : 3A1,...,An €ER: Ain ...r\Anc: A}, deve pertanto essere

Aln ...ﬂAn ¢ d se non si vuole che sia #(#) =.

L'Odi (el & un fifro, mentre F 0T, non & detto che sia un Eilfro
ESEMPT A) Se C es/ : fA e/ : Ac C}=4(c) & un ideale (generato da C) detto

principale. Dualmente {A eo/ : AD C}é un filtro (generato da C) e detto princi-

pale.

B)Sia &= & (X) con X infinito. {A ¢ X : A finito} & un ideale non prin-

cipale. fA ¢ X : A' finito} & un filtro non principale.

C) m: o -[0,+~], dove &/ & un'algebra Booleana, & detta una misura !

se HAD cof 3 m(AO) <+ em(AUB) =m(A) + m(B) se AnB =0 e A,B e
{A e m{A) =0} & un ideale.

§ 3- Omomorfismi, isomorfismi.

DEFINIZIONE 11 - Date due algebre Booleane &/ ed ._.9/1 1'applicazione
h :ﬂ'—rﬂ] e detta omomorfismo se e solo se
(a) h(A UB) = h(A) Uh(B)
(a') h(A0B) = h(A)N h(B)
(b) h(-A) = - h(A)
(basta (b) e una delle due : (a) o (a')).

Seque facilmente:

PROP. 6 - h(A-B)

h(A) - h(B) ;3 h(0) = 0; h(1} =15 A c B = h(A) ¢ h(B).

PROP. 7 - h(«) & una sottoalgebra di &/

=
s
1%

& un ideale dig/, se ¥ & un ideale di.cé’]

h (%) e un filtro die/, se #F& un filtro di&y’]-
(*) Qui chiameremo misura le funzioni finitamente additive, mentre chiameremo

c-misure que]]??m—mgrabﬂmente additive, in analogia con le parole algebre
e o -algebre,




Mentre se & un ideale di &/ non & detto che 1o sia h(#) (questo perché

se A' e h (#) eg' ¢ A' non & detto che sia B' € h(#)).

DEFINIZIONE 12 - h isomorfismo <= h omomorfismo ed h ingettiva.

Nel caso in cui h & un isomorfismo surgettivo allorasw/ ed s, si dicono iso-
g 1 1s0

morfe.

In tal caso h & un isomorfismo di;ﬁﬁ sy .o,

PROP. 8 - h :&J—+mﬁ : h isomorfismo) <=> (h omomorfismo e h"](O) = 0)

(o0 equivalentemente h(A) = 0 = A = 0)

ESEMPIO - Con riferimento all'esempio B) del §1, ./

e 1

(o}

te h{A) = A YA e‘%ﬁ.

ed &%2 sono isomorfe median-

§4 - Ideali e filtri massimali (o ultrafiltri).

DEFINIZIONE 13 - Un ideale (filtro) proprio di &/ & detto massimale se non &

strettamente contenuto in un altro ideale (filtro) proprio di/.

PROP. 9 - # ideale (#filtro) massimale <= VYA e o/ : A oppure -A eSf(eZF)

dove 1'oppure € esclusivo.

DIM.- Intanto non pud essere A e -A ¢ # altrimenti A U(-A) = 1 € 4 ed &
non & un ideale proprio. Se poi per assurdo 3 A e ' né A né -A appar-
tengono ad £ allora detto FO 1'ideale generato da { .7, A}l risulta &

0
proprio D A

cvd
TEOREMA DI STONE (1936).
(i1)vH#ideale proprio, 3 un ideale massimale o .4
(1) ¥#filtro proprio, 3 un ultrafiltro o %
DIM. - Si considera 1'insieme d%g;{;ﬂ 7" filtro ed# <€ #'} e si prova

che e'induttivo rispetto alla relazione d'ordine ¢ (cioé si prova che ogni



parte totalmente ordinata ammette sup. : se<$ & tot. ordinata e Cﬁ ccﬁg:, 11

sup<b ¢ 11 filtro generato dall' U.$'). Per i1 Teorema di Zorn &_ ammette
Fep F

un elemento massimale che & 1'ultrafiltro cercato.

cvd

Non si conoscono dimostrazioni effettive (cioé non basate sull'assioma del-

la scelta) di questo teorema.

Osservazione 1. - Vi & una bigezione tra gli ideali massimali, gli ultrafil-

tri, gli omomorfismi a 2 valori e le misure a due valori. Infatti se % é un

. : : A eF(1,0eA
ultrafiltro, i1 suo duale & un ideale massimale, h(A) = I se A ez (1,0eh)

, _ & un omomor
0 se A g?' -

~ CL
fismo a 2 valori e m(A) = {] se A e

& una misura a ¢ valori e viceversa.

0 se A¢dF

§5 - Legame con gli anelli algebrici.

g #A con (+,.) & detto anello (in senso algebrico) se e solo se %

(R1) A+B=B+A (commutativita di + )
(R2) A + (B+C) = (A+B) + C (associativita di + )
(R3) Dato A e C 3! B 5 A+B = C (esistenza dello zero e dell'opposto)

(R4) A-(B-C) = (A-B)-C (associativita di .)
(R5) A-(B+C) = A-B + A-C }distributivité
(R6) (A+B)-C = A*C+B-C

Dai primi 3 segue che 30 (zero) ¢ & 2' A+0 = A.

Un elemento 1 ¢/ & detto 1'unita di ./ 22; A1 = A =1-A VA e,

L'anello & commutativo <= A-‘B = B-A.

L'anello & un anello Booleano se contiene 1'unita e A<A = A YA,
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Esempio di anello Booleano & 1'anello degli interi modulo 2 cioé 30,1}
con |

In un anello Booleano si ha (1) A+A = 0 (2) A+B=0 == B=A, (3)A B=BA.
DIM.- (1) (T+A)(1+A) = (1+A) == (1+A)+(A+A)=1+A == per la R3) A+A=0
(2) Seqgue che (1) e da R3) per 1'unicita dell'elemento B,

(3) (A+B)(A+B) = A+B == A2 + BA + AB + B2 = A+B == BA+AB = 0 e
e dalla(2) seque AB = BA.

cvd

PROP. 10 - Ogni algebra Booleana € un anello Booleano con le seguenti defini-
zioni di addizione e di moltiplicazione:

A+ B = ALB

A-B = ANB
Viceversa ogni anello Booleano € un'algebra Booleana con le seguenti operazio-
ni:

AUB=A+B+ AB
ANB = A-B

-A=1+A

In entrambi i casi gli zeri (e le unita) coincidono.
(Per la dim. cfr. [11 pag. 53).

§6 - Campi d'insiemi ridotti e perfetti.

DEFINIZIONE 14 - Se o/ € un campo di sottoinsiemi di X, diremo che &/ & ridot-

to se o/ separa i punti di X, cioé

Y x4y (inX)3Ahesod 5' xehA e ydA



ESEMPI

1) A(X) & ridotto (se x # y 3 tx} che separa x ed y}, mentre {/,X} non &

ridotto se card X> 1.
2) Sia X uno spazio topologico e sia «/= {A c X; A clopen} .

Ricordiamo che se denotiamo con C(x) la componente connessa di x, allora

X si dice totalmente sconnesso o totaimente discontinuo (nella terminologia

di [2]) pag. 127) se C(x) ={x} ¥ x e X. Poiché risulta

C(x) ¢ Clx) =M{A et x ¢ Al(*)

(cfr. [2] pag. 127), allora & & ridotto &= C(x) = {x} ¥x e X. Nel sequito

diremo che X é tot. sconnesso se /e ridotto.

Se X &7, ed x & un punto isolato allora tx} e .o/ e quindi  C(x) = ix}
ma se'E(x) = {x1 non vuol affatto dire che sia x isolato. Quindi X tot. scon-
nesso non vuol dire che i punti di X siano isolati (@ e tot. sconnesso ma non

ha punti isolati; 1'insieme di Cantor & un altro esempio).

Se X @& uno spazio topologico e poniamo xRy <= y € C{x) allora R & una

. . . X
relazione di equivalenza e 1o spazio R & totalmente sconnesso (cfr. [2]

pag. 128).

PROP. 11 - Ogni campo =/ di sottoinsiemi di X & isomorfo ad un campo ridotto

DIM. - L'idea & di mettere in una stessa classe di equivalenza tutti i punti
di X non separati da & . Precisamente definiamo:

XRy == VYAewd : xelhA =2 yeA.

Si vede facilmente che R & una relazione di equivalenza (in particolare
xRy = yRx inquantose Aec« e ye A e per assurdo x ¢ A allora

-Ae , xe-A e quindi y e -A).

(*) La C(x) viene a volte detta pseudo-componente connessa di x. C{x) €& sempre
chiuso. Se lo spazio & loc. connesso allora C(x) & anche aperto e.quindi
C(x) e e C(x) = C(x). Ogni spazio tot. connesso & T,
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>

Denotiamo con X' = — , x' =[x]

x

e A' ={x'; xeA}l. Allora

definisce un isomorfismo di (A in A' = {A"; A e At ed A' & un campo ridot-
to. Infatti se x' # y' &= x K yer>IAe A 3 xeh e y¢gA&rIA e A

3 x''e At e y' £A". cvd

DEFINIZIONE 15 - Un campo A di sottoinsiemi di X si dice perfetto se ogni

ultrafiltro di A & determinato da un punto di X, cioé & del tipo p =
* ®
={Aeh:xehA] conxeX ( ).

Esempi

3) Ogni campo A composto da un numero finito d'insiemi & perfetto.
Infatti se f & un ultrafiltro di A, detto Ao =(1A - A ep} , essendo tale in-
tersezione finita, risulta Ao € p e quindi necessariamente g =th eA :AUCA}ﬂa

Yx € A .
0

4) Sia X infinito e sia A ={ A ¢ X; A finito o cofinito (cioé -A & finito)}
allora b =4 A e  : Acofinito} & un ultrafiltro di A non determinato da

alcun punto di X, pertanto A non & perfetto.

5) Sia X infinito e siaUA] un campo di sottoinsiemi di X contenente tutti 1
singoletti §x} di X. Risulta A c Ay (con riferimento a 4))e &={A ep
: A cofinito} & un filtro. Se p € un ultrafiltro contenente X, p non e prin-

cipale e quindi “Al non & perfetto.

6) Sia X uno spazio topologico compatto ed A =3A ¢ X : A clopen} , allora
A € un campo perfetto. Infatti se S e un ultrafiltro di A, p ha la proprieta

dell'intersezione finita, in quanto Ai ep e $1,2,...,n) = () Ai epoe
A Z 4

*) Tali ultrafiltri p sono detti anche fissi o principali o primi (Defin.

(*)
analoga vale per gli ideali massimali principali).
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quindi r“ﬁ A # ﬂ. Inoltre (> & costituito da chiusi, quindi per una nota
caratterizzazione dei comp ti (cfr. {31 pag. 584) risulta A r}b AR

Risulta allora
priAeﬁ:ADAO}=FX VxeAO.

PROP. 12 - Se A & un campo di sottoinsiemi di X, ridotto e perfetto allora,
detto L[AJ 1'insieme degli ultrafiltri di (A, 1'applicazione sz-+Px'e [A]
€ una bigezione, cioé ogni ultrafiltro di A & determinato da un unico
punto di X. Quindi card X = cwnd [A]

DIM.

L'applicazione & surgettiva perché A & perfetto. L'applicazione & inget-
tiva perché se x # y allora 3A e A 2" xec A ey ¢ A, quindi A ¢ Fx; ﬂf e

Pxfpy'

cvd

Osservazione 2. Se X & uno spazio topologico compatto e totalmente sconnesso

allora A ={A ¢ X; A clopen} & ridotto e perfetto. Orbene i1 viceversa

e anche vero, nel senso specificato dal seguente:

TEOREMA 13 - Se A & un campo ridotto e perfetto di sottoinsiemi di X, allora
su X si pud definire una topologia & che 1o rende compatto e totalmente

sconnesso ed A diventa 1'insieme dei clopen per quella topologia.

DIM.

Basta considerare A come base della topologia &. Risulta

G =4 kﬂiﬁﬁ con@c Al (cfr. [3] pag. 549).
Evidentemente A ¢ %, quindi ogni elemento A di A & aperto, ma & anche
chiuso essendo -A ¢ A aperto. Se denotiamo conJ\I 1'insieme dei clopen di &5

risulta pertanto

JM:J\],
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ed essendo A ridotto, lo spazio topolegice (X,T) e totalmente sconnesso.
Proviamo che (X,T) & compatto. Bastera provare che se {Ai ciellcA e

un ricoprimento di X, esiste J finitoc 1 » X = %éJAi. Supposto per assur-
ini : t 1A '=-A.) quindi

do che ¥ J finito c I : }gﬁ A1 # X, allora el ¢ ﬁ, (Ai ;7 a

B= {A; : i e 1} c A hala proprietd dell'intersezione finita e genera un

filtro proprio & (cfr. Prop. 4' pag. 4). Sia pun ultrafiltro contenente 3t

. 6}1 . 5 ~ ) - . . m1.
(e quindi 6>). Poiche A & perfetto 3x e X ' p=p e quindi x el AN

cioé U Ai # X contro 1'ipotesi. Proviamo ora che
iel

“Al c A

Sia A eUA]. Essendo A aperto, €& esprimibile come unione di elementi di

S, cioé

Essendo A chiuso ed X compatto, A é compatto e quindi esiste J finito « 1

3' A= U A,.. Pertanto come unione finita di elementi di A risulta A e A
1ed

cvd

Osservazione 3 - La topologia & del teorema precedente & univocamente determi-

nata da A e dalle condizioni del teorema. Infatti se ¢, & un'altra topologia

1
che rende X compatto, totalmente sconnesso e con A coincidente con 1'insieme

dei clopen, essendo A ¢ Z] sequede G ¢ 8] .

Considerata allora 1'applicazione identica

i (X,t])'*(x,&)

questa & continua, ed essendo (X,T ) compatto, i & un omeomorfismo (cfr.

1

(3] pag. 589 ,[6] pag. 141) e quindi Z;} ¢ 6.

PROP. 14 - Siano A e & due campi perfetti e ridotti di sottoinsiemi di

X e di Y rispettivamente.

SeA e 6> sono isomorfi, allora gli spazi X ed Y topologizzati come in-
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dicato nel teorema 13 sono omeomorfi.
DIM,
Sta h : A= (> un isomorfismo di A su/x

Se x € X, h(Px) & un ultrafiltro di G (cfr. prop.7), come tale & determi-

nato da un unico punto ¢ (x) e Y (cfr. prop. 12), cioé:

Si & cosi definita 1'applicazione ¢: X =Y e risulta VA ¢(A

e hes(x) e hA) (yeBe ¢ (y) e (B))

Tale applicazione @ & bigettiva ed ha le seguenti proprieta:
VA eA :<?(A) = h(A)

VB e : u;-‘](B) - v ey

Di conseguenza se G @& un aperto di X allora G = U Aﬁ con A1 e A
iel
e@(G) =gl U A) = Ug(A) = U h(Ai); quindi LQ(G) risulta unione di
el iel ' el

elementi di® e percid & aperto in Y.

& aperto in Y, si prova che %fI(G ) & aperto in X.

Analogamente se G 1

1
cvd

Osservazione 4. Se A & un campo perfetto (ma non necessariamente ridotto)
allora, definendo & come nel teorema 13 si ottiene uno spazio topologico
compatto ed A coincide con la famiglia dei clopen. Perd (X,Z) non solo

non € totalmente sconnesso, ma in generale non sara neanche TO.

PROP. 15 - Se A @ un campo perfetto di sottoinsiemi di X e {A.;i € 1}

e un sottoinsieme infinito di elementi di A, non vuoti e mutualmente disgiun-
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ti, allora A = U A, ¢ A.
iel

DIM. Se T & la topologia definita nel teor. 13, per quanto visto nell'os-
serv. 4, (X,BG) & compatto. Se per assurdo A ¢, A allora A & chiuso e quindi
J finito ¢ 1 & A= U Ai' Questo & in contrasto con 1'ipotesi che I &

ied
infinito e le Ai sono non vuote e mutualmente disgiunte.

cvd

§ 7 - 11 teorema di rappresentazione di Stone (1934~1938)

Nel §1 abbiamo visto che i campi di sottoinsiemi di un dato insieme X,
sono particolari algebre Booleane. In guesto paragrafo faremo vedere che
data un'algebra Booleana A, questa pud sempre essere riguardata, a meno di
isomorfismi come un campo di sottoinsiemi, ridotto e perfetto, dello spazio

X = [Aldegli ultrafiltri di A.

Teorema 16 - Sia (A. un'algebra Booleana, X =[A]. Posto h : A~ P(X)

N *
4 h(A) ={Pe X @ A (-:5}}: A YA eA, allora h & un isomorfismo di A

*
su A = h(A), che & un campo ridotto e perfetto di sottoinsiemi di X.

* * * *

* * * *
Si tratta di provare che (A UB) =A UB, (ANB) = ANB , (A"} =(A )

[

A tal fine basta osservare che, per definizione:

Ar-:gb{z::}j'SGA*

* * * *
Infine (e (AMB) <> ANB ep &> AcpAaBep &pe hape B speAnd
* ¥ ®
pe (A') <= A ep & Adp &SP A < pe (A)'.
Per provare che h & ingettiva basta provare che h(A) = g = A = 0 o0 equi-

valentemente 0 # A e A => h(A) £ 8.

Se 0 7 A ep, posto ¢ ={B eA : BAAY, risulta ¢ un filtro di A, Se p
e un ultrafiltro contenente ¢ risulta e h(A) e quindi h(A) #/Gf. Quindi

*
h e un isomorfismo di A suA .
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che A A ' Ac foy ~f,- Conseguentemente P, e A ep, ¢ A .
* *
Proviamo che A € perfetto. Se {51 @ un ultrafiltro di A allora

Y>= hﬁl(]‘&])'é un ultrafiltro di A.

*
Bep, = Bep =>dhep ' h(A)=8B= Aeh
Viceversa A e =>B = h(A) e, . Pertanto

*
Be?1 & Aep <> Hhe A =nh(A) =8B

*
cioé fa]=i8etj\ : pe B},
vale a dire : §>] é determinato dal punto pe X,

cvd

* .
Osservazione 5. Per quanto visto con teorema 13, A induge =su [A) ung fopc-
logia che lo rende compatto e totalmente sconnesso ed A coincide con 1'in-

sieme di clopen di [ A].

DEFINIZIONE 16 - Data un'algebra Booleana A, chiamiammo spazio di Stone

di A, ogni spazio topologico compatto e totalmente sconnesso X, il cui campo

dei clopen € isomorfo ad A.

Osservazione 6 - Dall'osservazione 3 seque che tutti gli spazi di Stone di

A coincidono a meno di omeomorfismi.

Viceversa se X & uno spazio di Stone di A ed Y & omeomorfo ad X allora
anche Y & uno spazio di Stone di A. Infatti sia ¢ : X =Y un omeomorfismo
di X suY e sia € il campo di clopen di X, posto

h(A) = ¢ (A) VA ¢ €

&
risultando ¢ (A} un clopen di Y, & h un isomorfismov€ sul campo 2, dei clo-

pen di Y. Essendo € isomorfo ad A anche ‘C] e jsomorfo ad A.
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Esempi

1) Se X & uno spazio topologico compatto e totalmente sconnesso ed A &

11 campo dei clopen di X, allora lo spazio di Stone di A &€ X stesso.

2) Se A & un'algebra Booleana finita, necessariamente lo spazio di Stone
X di A deve essere finito ed essendo separato non pud che essere € =®(X),
Pertanto se X ha n elementi, € ne ha 2" e quindi A essendo isomorfo a
€ ne ha 2". Non possono quindi esistere algebre Booleane finite non de-
generi (cioé con pil di un punto), che hanno una cardinalita diversa da

2" per qualche n € N.

Ancora 2 algebre Booleane A e & finite che hanno 1o stesso numero di ele-
menti sono isomorfe. Infatti se X & lo spazio di Stone di A ed Y quello
di G, necessariamente X ed Y hanno lo stesso numero di elementi, quindi

Jf - X =Y bigettiva
f induce un'applicazione di ®(X) in @(Y) che & isomorfismo. Essendo
A isomorfo a S(X) e G5 isomorfo a (YY) segue che A e sono isomorfi.

3) Lo spazio di Stone X di un'algebra Booleana A & metrizzabile se e soulo

se A e al piu numerabile.

Dal teorema di Uryson (cfr. [3] pag. 616) segue che uno spazio compatto

e T2 € metrizzabile se e solo se ha una base di aperti numerabili, pertan-

*
to 1'asserto segue dal fatto che A & una base di X.

4) Sia Xo un insieme infinito che considereremo topologizzato con la topolo-
gia discreta. Sia A ={ A c XO; A finito 0 cofinito} . Si vede facilmente
che A & un campo ridotto ma non perfetto, in quanto 1'ultrafiltro di A
(b =fAeA : Acofinito} non & determinatc da alcun punto di Xo. Conside-

to X sia X = X i
rato un punto X, 4 o, Sia o U ixé e poniamo

MA)T{A se AeA e finito
A ngé se Ae A e cofinito
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Se h{A) =€, h & isomorfo di A sul campo € di sottoinsiemi di X.'€ e
ridotto e perfetto (questa voita i1 corrisponndente di (& determinato
da xo). Considerando € come base di aperti di X, X diventa uno spazio

topologico compatto e totalmente sconnesso e quindi & lo spazio di Stone
di A.

X € detto compatificazione con un punto dello spazio discreto XO (cfr.

[3] pag. 599).

5) Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice a) completamennte regolare

(c.r.) se é T] e[¥ chiusoC evx¢cC I f:x—1[0,1] continua (e

limitata) tale che f(x) =0 e f(c) = 1]

b) regolare se e T, e T,

c) normale seée T e T4 (T2 e compatto = normale ({3] pag.587))

Poiché c¢) =» a) = b) (cfr. per es. [4] pag. 129) a volte la proprieta

tra parentesi quadre e indicata con T3 £

Orbene vale i1 seguente

TEOREMA 17 (1937) di Stone e £.Cech (cfr. [41,(51 oppure [6] pag. 152).

Se X @ C.R. allora dJed & ! a meno di omeomorfismi uno spazio topologico

gs(x) T

) © compatto tale che:

(1) X & denso inp(X) (nella topologia di (X))

(ii) ogni f : X %R cont. e limitata ha un prolungamento (cont. e limitato)

su p(X).

Tale spazio p(X) prende il nome di compattificazione di Stone-Cech dello

spazio X.
Il Tegame di questo concetto con lo spazio di Stone & i1 sequente:

se X e un insieme qualsiasi, pud sempre essere considerato spazio topologi-

co con la topologia discreta A =% (X); in tal caso & evidentemente C.R.



- 20 -

Considerato F(X) questo altro non € che lo spazio di Stone di A (cfr. Osser-

vazione 6).

Si ha anche 11 seguente risultato:

TEOREMA 18 di 8.39591§i1 (1937) (cfy. {53 pag. 70). Se X & discreto e

e i
Xl = card X f-%b allora lp(X)\ = 22 (cfr.01] pag. 45)

In breve quello che si prova nel teorema 17, & che detto C(X) 1'insieme
. . . . CX
delle funzioni continue di X in [0,1] = I e posto ¢ X=>1 (X)

?{x) € IC(X) tale che la f-ma coordinata di cp(x) é proprio f{x) ¥f e C(X).

' YxeX

¢ & continua in qguanto ogni sua coordinata e continua, inoltre essendo X

X . . .
C.R..¢@ € ingettiva. IC( ! come prodotto di spazi compatti e T

e compatto

2

 —

= ) ) !
e T2. Posto @(X) $(X, seque 1'asserto.

6) Sia A un campo di sottoinsiemi di X. Poniamo YA ¢ A

g(h) ={meA] - Aeb e_ﬁ non determinato da un punto di X}.
L'applicazione
h(A) = A U g(A) YA ¢ A
& un isomorfismo di A su un campo perfetto UA] di sottoinsiemi dello spazio

Y = X U g{(X). Pertanto si pud passare da un campo A ad un campo perfetto

UA]’ aggiungendo dei punti all'insieme X.

VICEVERSA

Sia X lo spazio di Stone dell'algebra A e sia h : A —=F(X) i1 relativo

isomorfismo.
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h(J) = U{h(A) : AedJl & un aperto di X.

Se F & un chiuso di X allora {A €A : F c h(A)} & un filtro detto corri-
spondente ad F. Viceversa se 3* & un filtro di A allora h(F) = M§h(A) :AeH]

& un chiuso di X. In breve

A X | A X
ideali «—» aperti 311 <« X
filtri <= chiusi ultrafiltri <— ix}1 dove x e X
{0} «— ideali massimalier X-{x} "

* *
Osserviamo ancora che se A e A e consideriamo h{A) = A € A poiché per
*
quanto visto con i1 T(16) e T(13), A & base della topologia su X = [A] e

coincide con i clopen, risulta se j‘&.e X

* *
A €55 &> pe A <> A & un intorno aperto e chiuso difa..

Da cid seque che: se Y ¢ X

.Poé isolato in Y <> A e A 2' A e P “f ¥pe Y-ip 3

*
&= Jhep A =P} (A & atomo di A cfr. §11 pag3)

Y ={p.; i€l} & un insieme discreto in X < Ogni punto di Y & isolato
i

in Y
¢—$V1€IBA€(ﬁ;Aepi—pj ¥j e I- 4i}
Y :{Pi;i € 1] & denso in sé<¢=> Y c DeY & Vi e 1 YA ep. djel-{i}

tale che Aejsjé-:) VieI:]’si c U [5
J#

J

*
Osservazione 7. Sia A un campo di sottoinsiemi di X ed h : A= A con

* *
h(A) ={pe[A]: A ejs}: A . Consideriamo la topologia indotta da A sulA]

e proviamo che

pe——

X :gpx e[A] : x e X} & denso in[A] ,cioe X' = [ AL,
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Traducendo :(A) ¢ X' si ha

*

Vpe[AlevAeA o [seA*Bxex s pLoEA

X

ovvero

V?e[ﬁ] e YA eft dxeX 3 Aep, .

La proposizione precedente e banalmente vera in quanto VYA ¢ p basta considera-

re un x € A, per avere che A eIBX.

Questo risultato va confrontato con i1 Teorema (17) e la (6).

§8 - U e N infinite in un'algebra Booleana A.

A1 §1 abbiamo osservato che rispetto alla relazione d'ordine € si ha
AUB = sup§A,BY ANB = inf§A,B} .

Tale fatto ci suggerisce come definire 1'U e 1'{) , che chiameremo BOOLEANA,

per un numero infinito di elementi di A.

Se ﬂ =G>c A, denotiamo 1'unione di tutti gli elementi di G5 con

UQA A

Ae@d

e tale unione, se esiste, & per definizione

R 1) B eA
(1) U A:SUPiA;Aeﬁ)%:B@Q)ACB VA €G>

3)AcC {Cep) VAe®@=>rBcC

(dove i1 sup. s'intende in.A).

Analogamente per 1'intersezione
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I1 simbolo A in alt o pud essere trascurato quando non vi siano dubbi sull'in-

sieme ambiente. Se G5=—{Ai; ie I} si scrivera in luogo di (1) e (2)
v e N4,
. el 1
1€l

Si osservi per inciso che se u4] & una sottoalgebra di A e G e 4'allora,
nell'ipotesi di esistenza per 1'U e 1'(} valgono:
A‘ A bﬂ ﬂl

M M L )
B) hea? © hea® Cacn Tach A

Osserviamo ancora che se 3 U‘AA e A' allora nella 3% delle (3) vale 1'uquagli-
Ae ©

anza (analogamente per 1'(1).

Se h & un isomorfismo di uA su UA* allora

@) h( uay = U nen (anal. per 1'M))

Ae® Aes

nel senso che se 3 1'unione in uno dei due membri esiste anche nell'altro.

I1 motivo della (4) & che 1'isomorfismo h ed h! preserva 1'CL,

La (4) perd non vale se h non & bigettiva.

L' e 1'(") Booleane (infinite), definite da (1) e (2), possono non coincidere
con 1'U e 1'[) della teoria degli insiemi, nel caso in cui 1'algebra Booleana
€ un campo. Perd se 1'U (o 1'M) insiemistica appartiene al campo, allora é

anche 1'U (o 1'M) Booleana.



ESEMP]

. _ _ O .
A) Sia }NO - {0,1,...,} ed A —_SGNO) e sia

&5={ A ; (A finito c N) V((WO—A) finito ¢ IN)}. 6> & una sottoalgebra di A.
Risulta N g 0> e

oo G
A {n} =N , U, {n} =IN
1 n=1 0

s

n
(se A e O ed A & infinito, necessariamente o e A per come & definito@d).

B) Se A c®(X) & un campo di sottoinsiemi 3' {{x}; x ¢ X} ¢ A, allora 1'U
(e M) Booleana (infinita) coincide sempre con qualla insiemistica. Preci-
samente la 10 esiste se e solo se la 2° appartiene ad (A. Infatti se

3 13°AA1 = A allora Ai c A VYiel quindi

. Aic A. Se per assurdo non

i
coincidessero, esisterebbe x € A >' Mo A ¢ A= x } . Quindi

0 iel i 0
Ai C A—{xo} ¥i e 1 contraddicendo la 2° proprieta del sup (A—{xo}e A per-

ché {x } e ). Viceversa se M= Aep allora A2 il sup in A di

1€

{Ai; iel} e quindi coincide con 1'unione Booleana.

Si pud verificare che 1'U e 1'fY Booleane infinite sono

3 1 . 1 06 = - -5 1 1 1 2100, pe jrﬂ
1) Commutative : cioé 1gl Ai 15{ Ar(i) dove t© : I bigettiva, Analog. per

2) Associative

3) Verificano le leggi di De Morzan

4) e vale la legge di distributivita

N = (i
ATGEL A = g (ATAY)
A = N
AU (L AD = S RU AL

Ma mentre per 1'unione e 1'intersezione insiemistiche vale la seguente legge

distributiva
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(5) N Uu A =

U N
teT seS t,s ¢eST teT At,¢(t) (e 1a sua duale)

(ST ={f : f: T>5)), tale legge non vale per 1'U elNBooleana, e questo

anche se tutte le unioni e intersezioni esistono e se S @ finito( cfr. [1]

pag. 61).

Per tale ragione un'algebra Booleana per la quale vale la (5) dove card.T=m

e card.S = n si dice (m,n)-distributiva. Inoltre diremo che A & m-distribu-

tiva se & (m,m)distributiva e completamente distributiva se & m-distributi-

va ¥ cardinale m.
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§ 9 - Algebre Booleane m-complete.

Sia A un'algebra Booleana ed m un cardinale infinito. Se accade che

¥ jA.;iel}Cji con card I = m, 3.U A A. (o equivalentemente J (ﬂVA A.), allora
i iel 1 iel i

diremo che A & m-completa o & una m-algebra . In particolare se m 2540
allora diremo che (A & una ¢-algebra.

Diremo poi che A & completa <se & m-completa ¥ m.

Un campo d'insiemi * si dice m-completo o m-campo se ¥ {At;mtfe Tlck

con card T = m risulta

M a
tel Ft € i?.

th At e ¥ (unione insiemistica) o equivalentemente

Se questo accade ¥m il campo si dice completo..

Osservazione (9. 0). Per la (4) di §8 se A ed A' sono isomorfe: A m-com

pleta (completa) => A’ m-completa (completa).

Osservazione (9.1). Un campo d'insiemi T pud essere m-completo come algebra

Booleana ma non essere un m-campo; mentre i1 viceversa € vero per quanto detto

nella B) del §8.

ESEMPI

‘ *
A) Sia A =®(X) dove X & infinito. Sia h : A—=A" dove A & il solito

campo dei clopen dello spazic di Stene [ A]. Poiché A & un'algebra Boolea-
* *
na completa e poiché A & isomorfa ad A, anche A & un'algebra Boo-
*
Teana completa, tuttavia A non & un o-ctampo (cfr. Prop. 15 eTeor.16),

14

>*
in quanto se {A 5 n e N} sono a 2 a 2 disgiunti e non vuoti,nu1 h(An) EL .
i

P S .
B) Se A & una o -algebra Booleana infinita, allora card A > 2 °. Infatti

poiché per ipotesi A & infinita gAn; neN } c A con le An azZacd

9

disgiunte e non vuote tali che

[

Y AP = 1 (unitad dell'algebra). Posto
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F-%>(N) possiamo definire un isomorfismo h :J- A ponendo + B €X:h(B) = nyBAn

(Essendo A g-algebra, risulta sempre h(B) e A. La sottoalgebra h(3¥) di A & quindi
{0

isomorfo ad & e card A > card &= A
Si ha i1 sequente criterio
Teorema (9.1) (di Smith e Tarski)
~
. B} ) .. U
Se {Ai, ie %1 c A, card 1 m, le Ai sono & 2 a 2 disgiunte ed 3161 Ai

allora A & m-completa

(cfr. [1] pag. 68). In altre parcle basta verificare la condizione per le famiglie

disgiunte.

DEFINIZIONE. Diremo che un'algebra Booleana A verifica la condizione di m-cate-

na seper ogni {Ai; jel} ¢ A a 2 a 2 disgiunti, seque che card I £ m,
Teorema (9.2) (di Tarski)

A algebra Booleana m-completa con la condizione di m-catena =>» A é completa.

DIM.- Per i1 Teorema (9.1) & sufficiente provare che %—iAi; iel} CA

a 2 a2 disgiunte risulta #E&Aa e A. Ma se le Ai sono a 2 a 2 disgiunte, per

Ta condizione di m~-catena non pud che essere card I £ m e quindi essendo A

m-algebra risulta /3\11 €A

U
iegl
cvd

DEFINIZIONE. Se A & un'algebra Booleana ed m : A —[0,+<] , diremo che

m €& una n-misura se

1) 3AOEJ\ 3 mA) < #eo

2) ¥ {Ai; iel} cA disgiunti con card I £ n e tale che igl AL €A

risulta



U - 2
m(ieIAi) 1eIm(Ai)

dove la somma & cosi intesa: se m(Ai} =0%iel-J cond al piu numerabile

e 2mlA.) = c < +e= allora ;E m(A.) = ¢ altrimenfi ZmA) =+ oo
ied i el i el 1

Nella 2) la condizione U A1 e A diven ta superflu a nel caso in cui A
iel

€ una n-algebra.
Diremo che m & una ¢ -misura o che & ¢ -additiva se € una yb-misura.

Prop. (9.3). Se m & unag-misura 11'algebra A , {A ,n eM} c A e

o

H:] An e A, allora:

A) < éQ-m(An) (-sub-additivita)

{1a dim. e 1'usuale).

NB. La prop. (9.3) si estende al caso di m m-misura su una m-algebra (cfr.
[11 pag. 73)

La def. di misura o-finita ¢ la solita.

Diremo che m ¢ Ezfgﬁggmentqwgpgj@jy§ se

m(A) >0 YA e A - {0}

Osservazione (9.2). Se dm g-misura strettamente postivia é ¢-finita su A,

Infatti se {A ;5 nel} c A disgiunti 3 LI A =1 e 0m(A )< +oo
n b n=1 n n

allora posto

(o"s)

¥ m{AN AL) : 7
ol - A e e - G e
m' (A) 1o miA ¥ Ae A
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si ottiene una ¢-misura strettamente positiva e finita.

PROPOSIZIONE (9.4). Se A @ una s-algebra Booleana avente una misura

finita (o g-misura ecfinita) ctrettamente positiva allora (A g completa.

DIM. Per i} Teorema (9.2) basta provare che A verifica la condizione di -

¢-catena.
Sia {Ai; ie I} c A e a2 a?2disgiuntie diversi da 0. Posto

I, = fiel:m (Ai) 21} eper neWlN sia

Sfde 1 o 2mlAY) <~}{-—}

risulta {I_,1 ,...] una partizione di I.

0’1
Poiché nell’ 1potes1 in cu1 siamo se 1A1,A2,--- yjc A sono disgiunti risulta
n
Z; k m éj{ Ak (L-’I A ) e quindi per n—r

segue che le 1 ,I I 5 i
R TR PYRREE devono essere necessariamente finite altrimenti

se per esempio I > infini i i
p n ¢ infinita, si potrebbe considerare un suo sottoinsieme nu

merabile J e risulterebbe

4+ o =

1
3 (1+1+...) < iéd m(Ai) < m(}_gJ Ai) <+ o

Si conclude che card I < K
-0

Una dim. analoga si fa se m & o-misura e c-finita

cvd
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Osservazione (9.3)

I tisu]tato precednete vale anche se A & solo un'algebra ed

m e una msira finita strettamente positiva su A.

Infatti basta sostituire nella dim. 1 a A ed .AA

Tk ied i

=g

k
(m(1) <+« per ipotesi).

§ 10 - m-ideali, m-filtri. Algebre quozienti.

DEF. Se A & un'algebra Booleana m-completa ed J & un suo ideale, diremo

che e m-completo ¢ m-ideale se

(Asiel}c] ecard T€m=> UA €J
iel

Definizione analoga (la duale) si da per gli m-filtri.

Esempio. A) J={A c X; card A < m} & un m-ideale dell'algebra S(X) e
J={AcX; card{X -A) ¢ m} & un m-filtro.

DEF. Se d & un ideale di A posto
AB <> A-B eJ e B-A el (&> AsB ed cfr. §2 prop. 1) risulta ~ una

relazione di equivalenza su A e 1'insieme delle classi di equivalenza {[Al; A €A}
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sara denotato con e chiamato algebra quoziente di A su J .

s

Prop. (10.1) Posto (AJU{B]Y = [AUBI,[AIN[B] =[AnBl, - [A] = (-A]

. A
risulta 7 un'algebra Booleana e posto

3
h(A) = [A]
h risulta un omomorfismo di A su%% detto omomorfismo naturale.
Poiché un omomorfismo trasforma O in O e 1 in 1 si ha [0)e [1} sono 1o

L. . A
zero ee 1'unita di =

J’

DEF. Col Simbolo‘A se E e A si denota 1'insieme {A e A : AcE}. E'

un'algebra Booleana, con le stesse U e (1 di A.

XIS

si deve intendere 1'algebra quoziente
dove J & 1'ideale duale di Fcioe

w5

DEF. Se & & un filtro col simbolo

Lemma (10.2) [AJc[Bl¢e> A-Bed

M. [A)c (Bl &> [A-B] =[A]l -[B] =[ole A -8B ed

cvd.

Teorema (10.3). Se J & un m-ideale di una m-algebra A, allora A/g @

una m-algebra e ¥ iAi; 1€ I} c A concard I <m risulta

(A1 =[ .U, A] e p LAl =L AN

v
. 'g el i iel 1

3

—
—

.

—

™)

.

—

DiM.

Poiché U A. €A, hasterd provare la (1) per avere che A € una m-algebra.
wel 1 S

Sia A= U Ai' Per provare la (1) hasta provare che
iel

a) [A1j c (AT Viel e che
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b) [Ai] c[AOJ ¥ie I ==[A] C[AOJ
Ma per i1 lem ma (10.2) questo equivale a provare che
a') Ai -Aed Viel

b') A, -A €J Viel= A-A €3
1 0 0

Ora Ta a') & vera in quanto A1. -A=0¢d e la b') & vera perché da
A.=A ¢J ¥iel =AA= U (A, -A)ed perché J & un m-idea
i 0 ¢ qel i 0 -
le. ovd

Osservazione (10.1). La (1) non vale in generale se card I » m. Perd qualche

volta il grado di completezza di f% pud essere superiore a guello di A
e di J
Esempi

B) Sia m una m-misura su una n-algebra A. Posto J ={Ae A : m(A) = 0}
si ha che J @& un n-ideale, infatti A €3 e BcA== Bed (per-

ché m(B) < m(A) = 0) ed J 2 chiuso rispetto all'. U, con card I <m, per

el
Z_
ché m(igl Ai) < pa m(Ai) (cfr. NB. Prop. (9.3)).

In particolare se m @ una G-misura su una o-algebra (A, allora J &

un o -ideale. Per i1 T(10.3) %? ¢ anch'essa una os-algebra. Tuttavia se

m & una O -misura finita (o o-finita) allora i% ¢ un'algebra completa.

Infatti posto m'({AJ) = m{A) YAe A m' & una o-misura stretta-
A .
J

mente positiva su , ed & finita (o o-finita) se 1o & m. %; ¢ quindi

completa per la prop. (9.4).

C) I1 risultato segnalato in B) vale anche se m e solo una misura finita

(non necessariamente <-misura) su una o-algebra  A.
Infatti vale i1 seguente:
Teorema (10.4) (Smith e Tarski 1957)

Se A é&una m-algebra, J & oun ideale m'-completo ¥ m'< m, e :%
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soddisfa la considizione di m-catena, allora A

d!
¢ completo (cfr. (1] pag. 76).

Nel nostro caso essendo m solo una misura o & solo un ideale (non o -com

pleto, in generale). Definita m' <come in B) risulta m' wuna misura sull'

algebra ‘g—, finita e strett. positiva. Data la finitezza di m' e la stret-

A

ta positivita, non pud esistere un insieme §Ai, iel} ¢ 5 disgiunti

con card I >§40 (cfr. 1'osservazione (9.3)), quindi verifica la con-

SIES

dizione di o -catena e quindi per il Teor. (10.4) ?? e completa.

D) Ricordiamc che in uno sp. topologico X  si dice

A perfetto &= A =Dr.A ; A densoi%é &= A c Dr.

-/

3:'\:{ x

A in nessuna parte denso (o rarefatto) & A =0 { &= = X )

Se consideriamo I = § Ac X : A=0), Jeun ideale di O (X). Infatti
B

¥ ovvio che se B c A ei]o => B ¢ (]D. Osservato che A efjo &=3 A eijo

per provare che 50 @ chiuso per 1'unione, basta provarlo per i chiusi.

Siano A e B chiusi e ¢ 50, allora AUDB & un chiuso e se per assurdo

3 p#U aperto ¢ AUB allora questo non pud essere contenuto in uno

solo dei due, pertanto U - B # @, & un aperto ed & contenuto in A (con-
traddizione).

Un celebre-esempio di insieme perfetto in nessuna parte denso e 1'insieme

di Cantor C , che & di misura (di Lebesegue) zero (cfr. [3]' Cap. 6 pag. 5

oppure [ 7] pag. 85 e seguenti).

Un insieme N ¢ X si dice di prima categoria &= N = Uy I, ocon 1= P

Posto 251 ={NcX:N di 19 categoria} risulta DO C 31 e 31 e un

o-ideale di B (X).

Sorprendentemente se X =R e  n e la misura di Lebesgue:

(2) 3N ¢ 31 tale che p(-N) = 0 ed R =NU (-N)

. . . : . R . S :
cicé R e 1'unione di un insieme di 1 categoria ed uno di misura nulla.



At

Sia @ = {q1,q2, ..... ! e sia In o 1'intervallo aperto di centro
q_ ed ampiezza S . Posto G = U, I risulta G aperto,
n 2n+rn m n=1 "n,m m
G, 56, 3....50, e w(G) < —— . Pertanto se G = [ 1 Grisulta p (6)=0.
1 2 ’ tL m’ — 2m m=1 m &

fa N

i

Basta ora porre N = - G per avere 1'asserto, essendo N = J (-G ) e

. m=1 i
e ) —_—
G =-6 =-G =R =.
m m m

Kt

o

1

Ricordiamo ancora che la classe B degli insiemi di Borel & il piu

piccolo g -campo contenente tutti gli aperti di X, e che A c X si dice

che ha la proprieta diiBaire se G aperto di X tale che A4AGCc 31

Denotiamo con CB1 la classe di questiult'ultimi insiemi:

1_@1 e un o -campo. Infatti se A ¢ 181 e G & un aperto tale che

AdaG 651’ basta osservare che - G & aperto e risulta

(*) (-A) - (-G) =G -A=(aGUG) -Ac 26 UG-A eEH

o TN o

perché G—Aeﬂ1e 356 =96= GN-G=GN-G =6 ~-6-=

(G & aperto) =G - G =0 .

La (*) insieme alla -G - (-A)

1
I=
!
[ep]

S c A -G CJI, portano che - A eiBj.

Se po.r An € fB1 per n=1,2,.... se G & un aperto tale che

1]

A,aG €d,, posto G= U G ed A= U A, risulta
x ;
- - s G- - - —
Aee S (A -6)ed s G-Ac —(6 -A)ed, e quindi

AAGES1 e Ace _'131

Poiché se G & un aperto, evidentemente G ¢ B1 seque che

(3) B C‘B1
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Se denotiamo con J =3B nNJ per cui J & un c~ideale del

1 3
¢-campo B, risulta B/g una g-algebra per il teorema (10.3),

ma facciamo vedere che & addirittura un'algebra Booleana completa (discorso

analogo si pud fare per :Bi)'

C

Se B e3, allora (tenuto presente che B € :B1) G aperto tale che
BAG €J , o equivalentemente B &

(G-A,) UA

della f B
ella forma 1 5

i

con Ai’AZ eJ.

Pertanto [B]

[6] e quindi

B/3 ={L6] ; G aperto in X].

Consideriamo A£ = [Gt] , con G, aperto, per te Te Tarbitrario.

ct

jeremo che U an ;- a0 = . : inciamictica) o nans
ieT Ay € B/g. Sia G th&t (unione insiemistica) e noniamo

= [Gj. Faremo vedere che A' & 1'unione Booleana delle Ai. Per 1a a') e b') del

A
teorema (10.3) bastera far vedere che:

a') Gt -Ged ¥te T

b')A €B e 6, -A €3 V¥teT=> G-A ed.
0 0 0

t

La a') & ovvia in quanto Gt}“-G

p .

<3 e r = icheé 1 - = o n i -
Sia ora AO €eB e Gt AO edJ ¥ te T, poiché Ct AO (G AO) Gt ri

sulta Gt - AO aperto in G-AO, allora G-AO risultando unione di aperti (in
G—AC) di prima categoria & di prima categoria (cfr. per es. [61 pag. 201),
cice G-A e .
cicé Oe—J

Osserviamo che in prativa si & provato che

() W, Led =LY, 6]

ma questo non vuol dire che la (4) vale ¥ At eB (te 1), infatti {xt} e B

ma non & detto che sia
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th [;xt}] :lfth 1xt}] e questo perché potrebbe non essere
th { X3 €eB (3B non & completa in generale).

Dalla (4) passando ai complementari si ha se Ft sono chiusi:
- M =)
(4') (F3 [teT Ft]

Osservazione (10.2). Abbiamo visto (cfr. Osserv. (9. 0)) che se A ed A’

sono isomorf¢ ed A & m-completa (completa) allora tale & anche A', perd

-

se due algebre sono complete non & affatto detto che siano isomorfe. Si veda a

proposito il seguente esempio.

Esempio E). Sia B la g-algebra dei Boreliani di R , g la misura di Lebe-

. : _ _ _ . A :
sque su R CSO ={AeB : p(A) = 0} (j1 ={ A eB; Adi1° categoria} .
Le algebre Booleane vAo =1B/§j0 ed “Ai :IB/:)1 sono entrambe complete, per

quanto visto negli esempi B) e D), ma non sono isomorfe.

Premettiamo i1 seguente risultato:

Lemma (10.5)
‘e A ed A" sono e¢-algebre, h : A> A" & un isomorfismo surgettivo,
m' A" [0,+e2] e una ¢ -misura, o-finita e non identicamente nulla,

allora posto V¥A e A

m @ una o-misura, ¢-finita e non identicamente nulla.

(Basta tenere presente la prop. 6 del §3 e la (4) del §8).
Supponiamo quindi che siano “Ao ed LA1 isomorfe e sia h :UA1"UAO
un isomorfismo. Su “Ao’ ¢ induce una ¢ -misura, c-finita e non identi-

camente nulla, ponendo



- 36 -
m([AJ)) = ¢ (A) VA ¢ B
Tale misura & strettamente positiva. Posto VYA' e UA1

m'(A') = m(h(A"))
risulta che m' ha le stesse proprieta di m per i1 Lemma (10.5) m' induce

a sua volta su B una e¢-finita , o-misura ¥  ponendo

1

v(ﬁ\)=m‘([A]1) VA e B .

Tale misura sara nulla su < . Per i1 Teorema di Teoria della misura (cfr.

[1] pag. 77), analogo ad riultato (2), 3 AO e B con x)(AO) =0 ed 3 A1 € 211

t

2" R = AO U A1; ma questo porta che v e poi m' ed m sono identicamente

nulle (assurdo).

§11. - m-omomorfismi, atomi, ed interpretazione negli spazi di Stone.

DEF. Siano A ed A' due algebre Booleane ed h : A = A" un omomerfismo.

Supponiamo che esistano:

Da A, ¢ A segue che h(At) c h(A) e quindi tg;A h(At) ¢ h(A)

'rbene diremo che 1'omomorfismo h  preserva 1'unione Boolena (1) se esiste

la (2) e risulta:

I TS
(3) h(A) = U2 hia)

Analogamente si definisce un omomorfismo che preserva 1'intersezione

Diremo che h & un m-omomorfismo  se preserva tutte le unioni (1) (e quindi

tutte le intersezioni), con card T<m.

L'omemorfismo h si dice pol completo se & un m-omomorfismo ¥m.
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vanno
Le definizioni appena dateconfrontate con la (4) del § 8, precisamente se

h & un isomorfismo surgettivo allora & completo.

DEF. 2. 0 # a e A si dice atomo di A se non eiste B ¢ A - {0,a} con Bec 3.

Un'aloebra A si dice atomica <==> ¥Ae A -{0} ] un atomo a ¢ A .

La nozione di atomo per un'algebra Booleana & 1'analoga di quella di insieme
ridotto ad un sol punto (singoletto) per un campo.

Si vede facilmente che

(4) (a atomo di A) &= FE ={ReA :achl & un ultrafiltro.

PROP. (11.1). Sia A wun'algebra Booleana e poniamo YA e A
h(A) ={a e A : aatomo di A e ac A}.

Allora h @ un omomorfismo completo di A nel campo  &°(X) dove X = h(1)

e 1'insieme di tutti gli atomi di A: Se A & atomiallora h & un isomorfismo.

*

Se h & un isomorfismo di A sul campo A dei clopen dello spazio di

Stone X di A allora
a atomo di A <= h(a) & un singoletto di X
a atomo di A e h(a) euA* <= h(a) @& un punto isolato di X
A atomica <<= Y ={xe X : x isolato} , $_: X
A priva di atomi &= X & denso in sé, cioé non ha punti isolati.

: : s X Lo .
Evidentemente ogni algebra Booleana finita & atomica ed ha 2 elementi

se n & il numero degli atomi.

DEF. 3. - Sia X uno spazio topologico, C ¢ X, diremo che C & un m-chiuso

- . - M
(m-aperto) <= C = teT Pt (th At) con A, clopen e card T < m.

DEF. 4 - Se X & uno spazio topologico totalmente sconnesso diremo che e

estremamente sconnesso &= YA aperto : A aperto (<= ¥( chiuso C¢

chiuso).
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Orbene si ha il seguente

Teorema (11.2). Se A 2 un'algebra Booleana ed Xe¢ il suo spazio di Stone

s1 ha:

a) A m-completa <=> YA m-aperto di X: A & aperto

o

&= Y0 m-chiuso di X : C & chiuso

b) A completa &==> X @& estremamente sconnesso {cfr. [1] pag.85-86).
Col teorema di rappresentazione si & visto che ogni algebra Booleana & isomor
* *
fa ad un campo d'insiemi A . Se A & una m-algebra, anche A & una m-algebra,

ma in generale non & un m-campo (cfr. Osserv. (5.1) ed esempi A ecc.).

Ma addirittura & possibile provare che ¥ cardinale infinito.m esistono

algebre che non sono isomorfe ad alcun m-campo (cfr. (1] pag. 97).

Dal teorema di rappresentazione seque il seguente

Teorema (11.3). Se A & una m-algebra allora le sequenti condizioni sono

eauivalenti:

1) A @& isomorfa ad un m-campo d'insiemsi

2) ¥A e A - 10Y I un m-ultrafiltro f 5" Aeh

3) YA e A - 117 Jdun m-ideale massimale 3 Ae
4) ¥A e A - 10} Juna m-misura a 2 valori m 3 m(A) = 1
5) YA ¢ A - {0}y J un um-omomorfismo " h 3 h(A) =1 (e A)

(cfr. L11 pag.98).

Teorema (11.4)

A algebra Booleana completa & isomorfa ad un campo completo d'insiemi &= A
e atomica.
In tal caso A @ isomorfa a &(X) dove X & T'insieme degli atomi di
A
(cfr. T1] pag. 105).
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Teorema (11.5)

Per ogni ¢-algebra (A esiste un o -campo > ed un g-ideale J

tale che A @& isomorfa ad 3‘/3 .
Precisamente

Se X & lo spazio di Stone di A, sia J i pilt piccolo o -campo
*®

contenente A (1'insieme dei clopen di X), J.={Be3 : B di 18
categorial (& un o-ideale). Allora (A & isomorfa ad 3*/3 e precisamen

*
te se h : A=A & un isomorfismo surgettivo, allora
h(A) = [h(w)], VA € i

e un isomorfismo di A su 3/q

(Per la dim. cfr. [1]1 pag. 117).

IT teorema precedente non vale per m > ‘;40

§ 12 - Applicazioni alla teoria della misura.

Data una misura g su un campo J (cfr. §2 -c) non & sempre possibile esten
derla ad una ¢ -misura {’" sul  o-campo %' g-generato da F(3F & il pil

piccolo o -campo contenente ¢ ).

La condizione necessaria e sufficiente che permette tale estensione & la se-

guente:

disgiunti U A eF allors
(1) ¥ iAn,neN} c ¥ disgiunti, se nL=1 L€ allora

o

t(ngi An) - hzﬂ C((An)

Ricordato che se 3 & un campo perfetto, ogni unione numerabile di elementi

non vuoti e disgiunti di J* , non appartiene ad F (cfr. Prop. 15,§ 6), si ha:

Prop. (12.1). Ogni misura su un campo perfetto, pud essere estesa ad una

o -misura.
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D'altro canto ogni campo 3 di sottoinsiemi di X 2 isomorfo ad un campo
perfetto d'insiemi ¢', ottenuto aggiungendo ad X qualche punto (cfr. § 7

Esempio 6). Se h : * =3 & 1'isomorfismo (su) e si pone

(2) tfl(h(A)) = (A) VA ¢
altora ' & una misura su J' che verifica la (1) e quindi & una g-mi
sura.

*
In particolare si pud considerare come J' i1 campo F  dei clopen del-

To spazio di Stone [ &1 di e in tal caso scriveremo in Tuogo della
(2):
+* e
(2) (A = ¢ (A) VA e R

C'& un altro modo per ottenere ﬁ‘ (e-misura) da f senza passare attraver

so 1'isomorfismo h, occorre perdo che p sia finita.

Sia J={AeX : p(A) =0}, consideriamo A = F /3 e definiamo

1

(3) pUATg) = £ (R VA €t

© risulta una misura finita e strettamente positiva sull'algebra Booleana A,

ed induce una metrica su A, ponendo
(4) ¢ (A,B) = p(A=B) +p(B-A) =4 (A& B) VALB € A .
(A,¢) & uno spazio metrico, in generale non completo.

Se chiamiano _A' il completamento (Cantorianc) di A, risulta A = A'.

Poiché risulta che (4)

(5) [ (R) = p(B) 1 < g (AB)

la . ¢ continua su A e quindi pud essere estesa ad una funzicne reale

e continua @' su A'. Estendendo le operazioni Booleane di A su A,

A" diventa una «-algebra Booleana ed p'oeuna g-misura strettamente

positiva su A', isomorfa alla tt' definita dalle (2), nel senso che 3 h
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isomorfismodi &' su A' tale che

&%A)zt'h%M YA ¢ 3

Un'altra interessante applicazione & 1'interpretazione delle funzioni misu--

rabili nello spazio di Stone.

—

DEF. Sia & un ¢ -campo di sottoinsiemi di X ed f : X—K .

Si dice che f & J-misurabile = YacR :yxe X : f(x) <a} el.

Nel seguito scriveremo semplicemente §f < al} in Tuogo di §x e X : f(x)<a} .
Molto spesso conviene ijdentificare funzioni misurabili modulo un o -ideale J

di J« . Precisamente diremo che due funzioni f,.f

1°° 2
valenti = {x e X : f1(x) # fz(x)] e (Nella teoria della misura si

J-misurabili sono J-equi

identificano le funzioni misurabili, diverse solo su un insieme di misura nulla).

Denotiamo con M = M(X,A) 1!insieme delle funzioni reali A-misurabili,
dove A & un <& -campo di sottoinsiemi di X. Consideriamo Jo spazio di Stone
*
[Al di A esia h: A=A T1'isomorfismo introdotto nel Teorema 16 del § 7,

di cui conserviamo le notazioni.
Se f e allora per definizione
(6) V¥aeR :{f<ale A.
Se. Poe [A] allora Va e R, risultando {f < a}e A, deve essere

{f <alep oppure -{f <a}={f>a}ep il che porta che definjto

1}
Ry =f{acelR: $f>al ep;

(7)
R, ={acR: [f<aYep}

risulta (IR,l, ]R?) una partizione di IR . Osservato.che

a<b ==> ff>b} c §f>a} (bEIR,E:*')J“OO,b]CDH}

a<b ==> {f<cal c {f<b} (@ e R, ==> [a, +=[ cR,))
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si ha che GR1,H%) costituisce una coppia di insiemi separati e quindi contigui.

Se chiamiamo con £ 1'elemento separatore risulta

(8) supR, = £ = inf R

1 2’

Orbene definiamo

*

(9) Fp) = X ¥ p e [A]

Rcordiamo che se ¢ & un filtro di A ed f : X—=>R si definisce (cfr. ad
esempio [2])

mintim f = sup inf f{A) = £'

¢ Aey
max1im f = inf sup f(A) = £"

¢ Re &

Risulta
(11) inf f(X) < gt < gt < osup f(X)
se accade che £ro= g allora si definisce
(12) Tim f = 0" = £"
?

Orbene proviamo che, con le notazioni introdotte, si ha

*
(13) f(‘r:)=1?5m f vPeU\}
DIM .
*
Essendo f (p) 1'elemento separatore di R1 ed Rz, fissato & > 0O

Ja ¢ R, | beR 5 b -a g

Risulta A={f>al}ep , B={fdib} ep

Pertanto 3 AB e ¢ 3" a <inf f(A) e sup f(B) <b e poi
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sup f(B) -inffA) <b - a (&

cvd
*
Ci proponiamo di provare che 1'applicazione f :[ A]l-> R e continua.
A tal fine € utilissimo i1 sequente
Lemna (12.3)
Ya € R risulta
* *x *
(14) §f <al ¢ {f<al ¢ {f <a}
* J *
{f >a} c {f>al c{f >a}
(15) * * *
§f <al :bga{f<b} (= -4{f >al)
* Z*
{f >a} ‘bga{ff_bj
DIM.
* * 1 "
e - S S N
peif <Cal <=> f(p) <a ==>aeR == {fda}ep<=>peffda]

viceversa

Per provare la (15) basta osservare che

* *

f(P)<a<=ﬁ:3b 3! f(p)§b<:a<¢>"b<a 3! bch
_ _ *
¢=>db<a 2'f <b} ep <=>db a3 peif <bf

'

Analogamente si provanc le altre. cvd

Proposizione (12.4)
*
f definita dalla (13) se f e, & continua .

DIM.

.
Basta fare vedere che f 1(]a,b[) @ un aperto V¥Ya,b e R con a

s
o
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f*_1(la,b{) = {f* > a }r?{f* < b}, quindi per la (15) del Lemma (12.3)} poiché
per ogni C eR risulta §f <c},{f>cl e A e quindi gf > c}* e

if < c}* sono i clopen (edA*
e 1o stesso vale per {f* > a} (si ricordi che Lﬁi ¢ base per la topologia su

[A]l cfr. osserv.5§ 7).

*
) di [A] , risulta §f <b} un apertodi [ AJ

cvd

Denotiamo con C({AJ) 1'insieme delle funzioni reali continue su [ Al
*
L'isomorfismo h di A su A , come si & visto induce 1'applicazione

h, CMOGA) = CCAY) 5 h (f) = £

Osserviamo che  ¥x e X risulta
*
f = f

(16) ] (PX) I(X) .

Infatti detto T = 1im f, per definizione

Yy e>0 ﬂAcgsx ' ¥y e A [fly) -1l <¢
Poiché x e A VYA € Fx deve rsiultare |f(x) - 1V <& ¥ £> 0 e quindi
f(x) =1

Dalla (16) segue subito che

PROPOSIZIONE (12.5)

-1

h, & una bigezione la cui inversa hi' : CCAN =M g+TF & definita
da g(x) = g\F;) ¥x e X .
DIM
* * * *
La h1 & ingettiva in quanto se f = g deve anche essere f (jy) = g (Fn)

¥x ¢ X , cioé f =g per la (16).

La h, & surgettiva, infatti se ge C(LAT), posto g(x) = Q(Fk) Yx € X,
si prova che § : X-—>R & misurabile. A tale scopo proviamo a parte il

seguente



¥Ya,b e R con a<b 2 AeA tale che
(17) {§>b) cAcig>al

DIM.

~

Se g{x) >b>a allora g(ﬂ)_}_b)a:}&e{gib}c{g)a}.
Essendo g continua risulta § g > b} chiusoe §g>at apertoin [A] e
quindi (cfr. Tecrema 16 §7 e Teorema 13 §6) 3 %Ai; i€ 1} c A 3!

*

{525} ¢ fgral - U A

Per la compatezza di [ AJ e guindi di {g > b} =ZJ finito ¢ I tale che

*

1

{gzb} C igdAﬁ c {g>a}
A
i

Risulta, posto A = }.Léd

,AG,‘/:\ e

¥
fgq>bl c A cig>al.

(&
Da qui segue Ta (17) infatti
*
9(x) > b => Pefg> b} => pehA =>Aep =>xeh;
* . o o~
X € A :>Aefbx == F’XEA -———*>g(ff;<)>a—>g(x)>a.

cvd

Continuazione della dim. della Prop. (12.5)

Dal Lemma (12.6) seque che ¥a e R ¥n e N JA e A 3

-

$£9>al segue che Uy A ={g>a} il che pro-

Lyt
i

m_rv
e poiché ny §92 a4

S

R et
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Corollario (12.7)

Yg e C([AD) risulta G(X) = g(CLAJ) che & un compatto.

DIM.

Essendo{ AJ compatto, tale & anche g{(ctAl). Ricordato che {'F&; x e X} @
denso in [AJ segue

cvd

(Si ricordi che per le funzioni continue g(A) ¢ g(A))

Osservazione (12.1)

Da quanto detto seque che 1a funzione f : X i bﬂ-misurabilé (dove A &
una ¢ -algebra) corrispondono {mediante una bigezione) alle funzioni f* :{}ﬁ}%@
continue. Poiché se si considerano f* [Al— R allora f*Uﬁél) e limitato,
per quanto detto nel Corcllario (12.7) si ha che queste funzioni corrispondeono

{nella bigezione precedente) alle funzioni A-misurabili e Timitate.

Osservazione (12.2)

Nel caso in cui A & solo un'algebrae non una o -algebra, allora la
definizione di funzione A-misurabile data, non & pili soddisfacente. In topo-

logia non & piu vero che:
(18) (Ya eR : §f <ale A ) <=> (VB Boreliano di R : £ e A).

Anche se si da come definizione la proposizione a destra della (18), non si reai
stra un notevele miglioramento. In particolare la classe delle funzioni A-misu-

rabili potrebbe essere molto esigua, come mostrano i seguenti esempi.

ESEMPIO (12.1). Sia X wun insieme infinito ed JA 1*algebra dei suoi sottoinsie

mi finiti o cofiniti. Orbene se si usa la definizione

) . -1 ,
f i X->R  A-misurabile <=> V¥B Boreliano di R : f (B) e A si ot-

tiene che
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fe M =3 f(X) e finito

Infatti supposto f €M), se per assurdo i1 codominio f(X) & infinito, al
lora possiamo trovare due suoi sottoinsiemi numerabili e disgiunti A e B.

. .. . . -1
Poiché A e B sono Boreliani (perché numerabili) di R, deve essere f (A),

~1 - - . .
f (B) ¢ A. Necessariamente f 1(A) e f 1(B) sono cofiniti, ma cid & assurdo

in quanto da A ¢ R-B  segue che f 1(A) c - f”1(B) (i1 1° & infinito, mentre

il 2° & finito).

ESEMPIO (12.2). Sia X =R e sia A 1'algebra generata dagli intervalli di

R limitati o non, cioé

ncs

AeA<=> A = I con I, NI, =9 e I, dntervallo di R

k=1 "k h Tk k
(e 1'algebra dei plurintervalli finiti di R). Orbene si prova che

f : R®*R  A-misurabile => f(R) & al piu numerabile.

Osservazione (12.3)

Se (X,%) & uno spazio topologico, qual'eé la piu piccola o-algebra A che

rendevA-misurabi1¢ tutte le funzioni reali continue, cioé tale che

(19) COGR) ¢ M (X, A) Y

Poiché se f : X R & continua , YA aperto di R e ¥C chiuso di R,
risulta f_1(A) aperto di X ed f_g(C) chiuso di X, sicuramente la ¢ -algebra

B di Borel (di X) verifica la (19), ma non & la pil piccola possibile.

La ¢-algebra in oggetto & quella generata dai clopen di X e prende il nome

di o-algebra degli insiemi di Baire.

Se la denotiamo con EBO risulta JBO c B,

Osservazione (12.4)

Le considerazioni precedenti suggeriscono di definire Te funzioni reali A-

-misurabili, nel caso in cui A sia solo un'algebra, come le funzioni corrispon
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denti a C([AJ) mediante 1'applicazione definita da
g(x) = 9(f;) ¥x e X ¥g e C(CAT)

In tal caso tali funzioni godono delle proprieta (17) del Lemma (12.6).
Viceversa se f : X—= R & una funzione che verifica la (17) si pud provare

* *
che ¥ p e[A]l 3 l}p f e posto f (P} = 1}31f risulta f e C(CAI).

Pertanto la (17) pud essere assunta come definizione di funzione A-misura-

bife.

In [8] G. Greco da una definizione ancora pil generale e precisamente, se

Ac®((X) e pep, sidiceche

f @ X*IR & A-misurabile <==> ¥a,be¢R con b>a IAcA 3'

{f>b} cAci{f>a}.

Non si richiede cioé neanche che A sia un'algebra.

Denotato con 4H+ = ﬂ1+(xyﬁ)ﬂ [0,+aﬂx sempre in  [8] si prova i1 seguente
teorema.

Teorema (12.8)

1) fe M{ e a€[0,+a) => a.-f, f pa, (fra) - a e1ﬂf

2) f eﬁﬂf, Y [0,+%] — [0,+=] & cont. e crescente e (o) O=>y<f GWﬂf

+ n ) +

3) f eM e f—> f uniformemente => feM .

4) Se UA & un'algebra (¢ pil semplicemente un anellc) allora
fugefl => fag, fvag, f+g, f-ge M
5) Se A & una ¢-algebra allora
f JA—misurabi1e => YaeR:i{f <aj}e A

Osservazione (12.5) Se A & solo un'algebra ed f,g €¥ non & affatto detto

che sia f + g eﬂl_. Infatti se ad esempio A ={A cN; A finito o cofinito]
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dire che f :N IR sia SA-misurabile, equivale a dire che 31im f(n) € R
n

pertanto nel caso in cui 1im f(n)=+= e lim g{n)=-«= risultano f,gefLma non @
n n
affatto detto.-che sia f+g emm. Se A & invece una o-algebra allora M & chiu

sa rispetto alla somma.

Un particolare tipo di funzioni A misurabili sono le funzioni A-semplici
S = S{X,A) che sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche (FA con
A EJA. Orbene in [ 8] si prova che ogni funzione A-misurabile e i1 1 .mite uni-

forme di funzioni A-semplici.
In altre parole introdotta su WM la metrica (della converg-uniforme)
d(f,g) = sup {{arctg f(x) - arctang (x)| : x e R}
ﬁﬁ,d ) diventa uno spazio metrico ed S =M.

Denotato con ’W\b 1'insieme delle funzioni A-misurabili e limitate,
quest'insieme & invece un'algebra di funzioni isomorfe all'algebra delle funzio
ni continue e Timitate definite sullo spazio di Stone [ Al associato ad A

(cfr. Oss. (12.1) (12.4). e [8]).

Tra le tante consequenze del teorema di rappresentazione di Stone, segnalia -
mo la seguente proposizione che da utili informazioni sul codominic di una mi-

sura.

Proposizione (12.9) Se C' e una misura sull'algebra JA allora detto

R, = flf(A) s A e’A}- , risulta che R( & i1 codominio di una g-misura

su una o-algebra.

DIM.

* * *

Definita Er(A ) =+ (A) ¥A € A, per quanto visto H € una g-misura
*
sull'algebra Na (dei clopen di [ Al).

* * *
Denotata con S Ta s -algebra generata da A, # pud essere esteso
*

ad una o -misura E_ su  A_ . Risulta R& chiuso (questc & un risultato va-

1ido per Te o -misure su ¢-algebre, cfr. [9]) e da R,, ¢ Ry seque che

A
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. c RE . Viceversa se a ¢ RE' JA €JA2 tale che El(ﬁi = a. Ma
o * ~
A = ng1 An con An e A opportune e disgiunte e quindi a = ;EH éi(An) =
o0
- S et (A = Tin S pr (A, cios T = R
L'asserto ora segue dal fatto che sz = RC* cvd.

Osservazione (12.6) . In [10) si da un'altra definizione di funzioni misura-

bili. Se p & una misura sull'algebra A di parti di X, si definisce

[o @ (X) >R ponendo

L=

[ (A) = inf {p(8); B oA e BeA]

e
.

..._X X .
e se fn’ f el si dice che fn —>f se e solo se
f&

~

3 - F c].:
¥ £> 0 1;m He %}fn fl >e5=0.

Se S = S(Xaﬁ) @ al solito 1'insieme delle funzioni semplici, si dice che

f e gﬂ,[)—misurabi1e se e solo se 3 isn; n e m‘}c S tale che S S—

Questa definizione & ben diversa da quella data precedentemente, in guanto
qui interviene anche la misura & 5 & pertanto arduo legare in generale le due

definizioni.

Riportiamo qui alcuni esempi tratti da [11]}, che illustranc la differenza
delle due definizioni. Denoteremo con @nD 1'insieme delle funzioni [(A,p)-mi

surabili.
Esempio 1. Sia A 1'algebra generata dagli intervalli contenuti in [0,1] .
Le funzioni A-misurabili sono tutte le funzioni f : [0,1]>R tali che i se-

guenti 1imiti esistono in IR:

1' - . \ . . ; - '-
Y712m f(x) , 1im, f(x) ’xl;T fix), xl;@ fx) ¥y € 70,10
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Se ¢ ¢ 1la misura di Peano-Jordan su ,ﬂ una funzione f 1limitata e

gﬂ,f)—misurabile se e solo se & integrabile secondo Riemann.
Esempio 2.

See A=fAcNN ;A finito o cofinito} ed f : N>R risulta

fel <=> J 1im f(n) e R .
n

- A RS
Se  po > (N) »[0,1] & la misura definita da [*(A) neA  n

A cIN, risuita TYID :]R[N cioé Tﬂ C "mg .

Citiamo i1 seguente risultato (cfr. [111).

Proposizione (12.10)  Se [ & una misura sull'algebra A c §(X)

per ogni

risul ta

A=fHcX:¥e>0JABe A con AcHcB e p (8-R) <&£ 3} un'algebra

contenente A,

Si1 ha

f:X->R & SA’f) misurabile <{=> f éjﬂ-misurabile e

Tim beg ffi>n 1=0.

L
n ~b+o0
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