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RISOLUBILITA' DELLA (1) COL DATO CONTINUO

Ritornando alle precedenti considerazioni a),b),c) delle pagine 5 e
6, relative alla condizione geometrica, osserviamo che & la validita del
la sola b) ad essere fortemente dipendente dalla ipotesi che 1l'equazione
sia quella di Laplace. La b) discende infatti immediatamente dall'essere

funzione armonica ogni limite uniforme di funzioni armoniche.

L'estensione della validitda di questa proprietda ad equazioni piu generali

del tipo (1) ha un ovvio interesse ai fini di questa nostra trattazione.

Percio riscriviamo la (1) nella forma

(1%) . D.D.F(Du(x))D.D.,u(x) = 0,
1,3=1 1 ] 1]

e guardiamo ad essa come ad un'equazione lineare del 2° ordine per la fun

zione u con coefficienti a..(x) = DiD,F(Du(x)), 1 quali ovviamente
1]
. .. . C e e - g 2
soddisfano la condizione di ellitticitd (7), se F & di classe & e
strettamente convessa. I parametri di ellitticita T T, dipendono,

oltre che dalla F, dal sup|Du(x)]| .
X

Volendo allora stabilire proprietada per i1 limiti di successioni {uh}

di soluzioni di (1%) €& facilmente intuibile, dopo quanto giid esposto a

proposito della (6), 1'importanza della equilimitatezza dei gradienti,
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cioeé della condizione

(14) . Sup sup |Du {x)| < 4+ |
h
h x

L'ipotesi di convergenza uniforme per {uh] implicando

(15) sup sup |u (x)‘ < 4+ |,

h X h

c'interesseremo di stabilire condizioni sufficienti a garantire la validita
dell'implicazione (15) - (14), che chiameremo semplicemente STIMA DEL GRA-

DIENTE.
STIMA DEL GRADIENTE PER L'EQUAZIONE DELLE SUPERFICIE MINIME.

Nel caso particolare dell'equazione delle superficie minime, cioé nel

caso F(p) = /{+‘p|2 , vale, per un'opportuno c(n)ER ,

(16) |Du(xﬂ)| < ex c(n)d_lsup(u{x)-u(xﬂ))
|x-x I{d -
O
per ogni soluzione u di
(17) div Du (x) = 0 , ﬂH*‘x—xGI*id .
»[1+1Du(x) I"Z

Della dimostrazione di (16) mi limiterd a indicare un passo, che ga-
rantisco essere fondamentale, e che & possibile grazie a considerazioni

dello stesso tipo di quelle giad esposte per la risoluzione del problema
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della regolarizzazione. Il passo consiste nella dimostrazione della se-

. : 2,.-1/2 e
guente diseguaglianza: posto v = (1+|Dul ) / , dove u verifica
(17), e o(p,t) =H {A_ _} , dove A € la componente connessa conte-

n p,t P, T
nente (xﬂ,u(xﬂ)) della porzione di superficie S = graph u verificante

le lx-xﬂ|2+|u(x)-u[xa)|2{p2 , Vvi{x) <t , wvale

t-t

(18) al(p,t) _?_c:(n)pn (

Il
“’) ., ¥ telt ,11 .
t O

DIMOSTRAZIONE DELLA (18).

-1 . .
Posto Vv = (-—-Du,l)(/l+|Du|2) , 1l'equazione (17) pud scriversi nella

forma
n
(17%) L D,v, =0 |,
: 1 1
i=1
n+1
e quindi anche, con la posizione 51 = Di-vi )) vhtﬁl ’
h=1
n+1
(19) 2, 6.\}. = 0 ’
_ 1 1
i=1

da cui, applicando ﬁh e facendo qualche passaggio elementare, si ottiene

n+1 5 5 n+1 5
(20) Y 8.8.v. +¢c"™v. =0 , con c¢ = Y (S.v.) )

. i i h h D 17

i=1 i,3=1

La (20), per h = n+l , da un'equazione per v

(21) . &¢.8.v+cv=0 |,
. 1 1



- 14 -

da cui, per il fatto di essere v > 0 , discende

n+1
(22) L 6.6, v<O .
-, i1 —
i=1
n+1
Da questa diseguaglianza, di notevole interesse perché 1l'operatore L 6161
- i=1

€ l'operatore di Laplace sulla superficie S , segue con non grande diffi-

colta (18). INFATTI:

t -v sulla componente connessa di {v<t}An S contenente

I

sto
PO Vt

n+1 : (11
(x_,u(x)) e O altrove, ed essendo % : R + R di classe ©

nulla nei punti distanti da (xo,u(xn)) pitd di p , moltiplicando la (22)

2
per ¢ vt e integrando su S otteniamo,

2 2 2 ]
¢ v, Gitﬂiv dHn < O%Zij Eb (Giv) +2¢-v61¢a61v dHn <0 =>

|
“a(p,t) A(p,t)

2 2
____\_7 J E(ﬁi(cbv)) dHn < ng(aim dI—In .
A(p,t) A(p,t)

Da questa e da una diseguaglianza del tipo (10) si ha

2N n-2

J (¢v)n-2 dHn & < c(n) J v216¢|2dHn ;
A(p,t) A(p,t)

da cui, per ogni 0 € (0,p) , specializzando la scelta di ¢ , ricaviamo

n-2

——— n 2
J v dH_ < c(n) % alp,t) .
A(p-O,t) o
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Finalmente, per u < t ,

n-2
2 n £
(23) U a(p-0,t-y) < c(n) _E'a(ﬂ't)
O
k X t-t k .
Posto bk = al|p-p/2 - L 2_1, t - :EG .z 2% abbiamo, dalla (23),
i=1 i=1

n-2 n n \2 n \k ( n \2 n \k-1
— +— [ — —_— _ 4. A [—
NP 1 n-21-(n—2) +_._+(n_£) 4k+(k 1)~ 24—(k -2) 2) (n-Z)

!

Se questa vale per C abbastanza piccolo si ha bk -+ 0 , che & assurdo.
| 4

Ne ricaviamo che per tale C deve essere vera la (18)!
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