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l. L'azione come generatrice del moto.

La generatrice S(qq t) della trasformazione canonlca di Hamilton
o

Jacobi mette in relazione fra loro, come si è visto nei nn. precedenti,

le variabili q(t),p(t) relative ad un istante generico con le q po o

corrispondenti all 'istante iniziale. Stante l'arbitrarietà dell 'istan'te

iniziale si può anche dire che la funzione S mette in relazione i va

lori delle variabili canoniche relative a due istanti qualunque. Vi è

così una differenza sostanziale fra la teoria di Hamilton Jacobi e le

teorie lagrangiana o hamiltoniana le quali sono basate su equazioni dif

ferenziali, e quindi mettono in relazione fra loro i valori delle varia

bili relative a due istanti "infinitamente vicini" .
•

Ciò suggerisce l'idea che la teoria di Hamilton Jacobi possa consent~

re di determinare il moto del sistema meccanico quando siano assegnate le

configurazioni di queste relative a due istanti diversi t. e t
2

. Il pro

blema consiste quindi nel calcolare la funzione S.

Lungo il moto si ha

dS
dt =

aS . l

aqi q +
aS
at

. l
- p.q

l
- H - t

e quindi
•

Poiché, come Sl è visto nel nO 7 Cap. II se una trasformazione ha ge

neratrice S la trasformazione lnversa ha generatrice -S, si ha pure

dS(-t)
dt l

(l) Questo capitolo ha carattere prevalentemente descrittivo.
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e quindi ln generale

(lo 1)

La "azione" S è già stata incontrata nel n° 5 del Cap. IV.

Poiché nel membro destro non compaiono q1

re in evidenza che la espressione di Snella

e q2' è necessario mette

(l) va i ntesa nel senso che

l'integrale va calcolato lungo il moto effettivo

gli istanti t l
te relativamente

e t 2 e fra le configurazioni

a questi istanti.

che si svolge fra

e q(t2) assegn~

La funzione in (l) è determinata quando siano note le funzioni q(t)

nell'intervallo (t
l
,t

2
): ma le q(t) sono proprio le incognite del pro

blema. La difficoltà può essere superata se si riesce a determinare qual

che proprietà che caratterizzi l'integrale (l) lungo la effettiva solu

zione delle equazioni del moto, nella classe degli integrali calcolati

con funzioni q(t) arbitrarie.

Una caratterizzazione del genere viene data nel n° 3.

2. Alcuni spazi.

Si consideri un sistema meccanico ad n gradi di libertà.

E' conveniente introdurre alcuni spazi nei quali la descrizione del mo

to risulta particolarmente perspicua . A second'a degli aspetti che si

vogliono mettere in evidenza conviene di volta in volta scegliere uno spa

zio diverso.

Nel seguito si useranno i tre spazi seguenti:

l) 10 spazio delle configurazioni (spazio Q) avente dimensione n e nel

quale i punti sono contrassegnati dalle n coordinate lagrangiane del

sistema meccanico.

2) Lo spazio degli eventi (spazio QT) avente n+l dimensioni, ottenuto

dallo spazlo Q con l'aggiunta dell 'asse dei tempi.

3) Lo spazio delle fasi (spazio QP) avente 2n dimensioni, e nel quale 1
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•

punti sono contrassegnati dalle 2n coordinate canoniche del sistema mec-
•canl co.

Nello spazio ° ogni punto corrisponde ad una configurazione del si

stema meccanico e viceversa, ogni configurazione del sistema possiede un

punto rappresentativo in tale spazio.

Un moto del sistema è noto quando siano assegnate le coordinate lagran
• •

giane in funzione del tempo, ql = $l(t) e cioè quando sia assegnata nello

spazlo ° una curva, parametrizzata mediante t.

Per individuare un moto mediante le equazioni di Lagrange occorre asse

in corrispondenza ad un istante (iniziale) t,
. o

e ql(t): occorre cioè assegnare nello spazio
o

le

°
2n quantità

un punto 00

e il vettore tangente in 00 alla traiettoria che corrisponde al moto

cercato.

Nel problema che si vuole affrontare, data, come sempre, la funzione

lagrangiana, si assegnano i nvec" due pu nt i 01 e 02 dello spazio
°

e

due istanti t l e t 2 e Sl considera il moto ne l qua l e il punto rapprese~

tativo passa per °1 e °2 rispetto agli istanti t l e t 2·

3. Principi variazionali.

Si consideri due punti °1, 02 nello spazlo ° e una curva r che li

contenga. Si supponga che r sia la traiettoria(dello spazio O) corrl

spondente ad un moto effettivo

( 3 . l ) (i - 1. .. n)

Le (l) sono ovviamente le equazioni parametri che di r e, stante fa

e qutndi, det-O, Note le

scelta del parametro t, esse forniscono pure la legge di percorl'(~l1za( le.9.

ge oraria) del moto del punto che rappresenta il sistema meccanico nello
•

d l .
sono note anche le ~ = qlspazlo

ti t l e t 2 gli istanti nei quali tale punto transita per 01 e °2,'

l'integrale:
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t z
- f !(q ci t)dt
r tI

è noto su r. In partenza l'integrale (2) è quindi definito soltanto 1un

go l'effettiva soluzione (l) delle equazioni del moto.

Una volta definita la funzione S mediante l'integrale (2) è però po~

sibile svincolarsi dal moto effettivo del sistema meccanico dato.

Si considerino infatti fissi gli istanti t l t 2
, punti °1e e l e

-
°2

,
consideri t che , , punti

°1 °2'e S1 una nuova curva conglUnge l e

-E' possibile ideare un moto lungo r nel modo seguente.

Si una qualunque corrispondenza biunivoca e continua fra
,

punti diponga l
-r e di r, Poiché ad ogni punto di r corrisponde secondo le (l) un ben

determinato istante, la corrispondenza introdotta fra r e -r fa cor-
-rispondere ad ogni punto di r un ben determinato valore di t. In tal

-modo, anche se a priori non esiste una parametrizzazione di r mediante

il tempo, passando attraverso r

parametri che nella forma:

, ,
Sl possono scrlvere per -r , ,

equaZ10nl

,

ql_al(t)

o anche, introducendo il divario fra r e -r

(3.3)
,. ,

-l l l
q = $ (t) + B (t) .

Le considerazioni precedenti possono essere generalizzate ancora.

- -Siano assegnati due punti dello spazlo O, °1 e °2 distinti da

°1 e °2' Siano inoltre assegnati due i stanti t' e t' distinti dal 2 ,
t l e t 2 . Si indichino con O' e O' • punti di relativi ai valoril rl 2

t' t 2 rispetto del parametro t, cioé
,

punti
,

quali neJ' 1Il0J;p e.f-e l per ll

fettivo, il punto rappresentativo transita agli istanti

Assegnata una curva -r che passi per

t'
1

~.. v,
ponga una corrlspo~
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denza biunivoca fra l'arco di r connettente Ql e Q2 e l'arco di

r connettente Q' e Q2· Come nel caso precedente si può allora ass~ .l -gnare al detto arco su r una parametrizzazione del tipo(3') .

A seconda della corrispond~nza scelta fra r e -r Sl ottengono

diverse funzioni (3') e quind diverse leggi di percorrenza dell'arco di
- -r . In definitiva si ottengo IO su r infiniti moti (in generale fittizi).

Viceversa è ovvio che., a partire da r è possibile costruire una cur

va (3), assegna rido le funzioni S\t) cioé assegnando il vettore ir (t)

{~ corrispondenza ad ogni punto di r stessa.
-La velocità del punto rappresentativo su r è

•
• • • ds l-l $l (t)q - + dtossia •

• • dSl
(3.4)

~l . lq - q + dt

Indicata con 6f(t) la differenza dei
-

va l ori di una funzione f

calcolati su r e su r per lo stesso istante t( variazione sincrona),

si scrivano (3) e (4) nella forma:

(3.5)

(3.6)
•

. l
6 q

d i
dt 6 q •

Quest'ultima relazione si può scrivere

(3.6' ) 6

•. l
dq _ d i
dt dt 6 q

che mostra che le operazioni 6 e
d
dt sono commutabili.

La definizione dell'integrale (2) per moti "fittizi", permette di carat

terizzare tale integrale lungo i moti effettivi: tale caratterizzazione

si otterrà confrontanto il valore dell 'integrale (2) relativo al moto ef

fettivo con i valori dello stesso integrale relativi a tutti i possibili

moti fittizi che differiscono "di poco" da quelli effettivi. Con questa

ultima espressione si intende dire che i moti fittizi·di confronto vengono

,
•
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presi su curve r "infinitamente vicine" a

nitamente vicini" al moto(l).

e per moti (3) "infi-

-
- t

1
Pertanto saranno consider'ate infinitesime le quantità et

1
: ti

e &t 2 ; ti - t 2. Per eSem~1) ~er es~r1mere 1a c1asse de1le curve r

e i moti di esse, si può introdurre un parametro c, di cui si conside

rino solo valori tendenti a zero, in modo che si possa scrivere
•
1

B (t)
•
1

=(1)(t), dove
•
1

1e 1) sono funz10ni opportune.
• • •• • •

5i ha cos ì: Ci 1 (t) = q1 (t) + c 1) l (t); Ci (t) = ql (t) = c n1 (t: cioé
• • •
l l .1 .16q =(1);Oq =(1).

Nel seguito 51 continuerà però ad usare la notazione e

Si ha ora:
t' t
Z. 2

S~ - Sr =_f ~(Ci Ci t)dt - ) ~(q q t)dt =
. rt' rt. l . 1

l
q ,

. l6q .

t,
•

f ~(Ci
-

- q t)dt
rt l

. 1

. t 2 . t z
Ci t) dt +_f ~(Ci Ci t)dt - r ~(q q t)dt

rtz rt
1

•- -
~~ q q ~( q q t) dt +

r

t
2

6q)dt - f ~(q q t)dt
rt

1

•
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il terzo e il quinto

~ è cal'olata su

integrale. Nel primc di questi
-r (e non su r)o Inoltre sul-

le due curve si è stabilita Jna corrispondenza biunivoca che associa i

due punti (uso su r, l'alt -su r) corrispondenti allo stesso va-

lore di to Perciò l 'elemen o di r corrispondente ad ur· determinato

valore di t contribuisce nell 'ultimo integrale COn il termine -~(qqt)dt

e c'è un elemento di -r che contri bu i sce, medi ante il terzo i ntegra l e,

con il termine ~(q q t)dt relativo allo stesso valore d' t. Poiché
•

in entrambi gli integrali t varia fra gli stessi estrem'; t l e t
2

, ,

due integrali hanno somma nulla; in sostanza,in virtt del a cO'risponde~

-za scelta, nel terzo integrale sparisce ogni traccia dellil curia ro

Poiché considerazioni analoghe possano farsi per il quartI) integrale, si

ha:

S- - Sr r

t
l

- f-rt'
l

o- -qq qt)dt

t'
2

+ f
rt

2

o--
~(qqt)dt

a~

aq

•,
oq +

e con

I primi due integrali, poiché gli intervalli temporali ti' t l e

t' - t sono infinitesimi, possono essere sostituiti rispetto con - o t,
2 2

o t
2

. Nell'ultimo integrale si può eseguire una inteçrazione par

ziale del secondo termine:
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•,
.....::.d9.... dt =

dt

t 2 • • t
2

t
2 d •

f d~ d , ,
3~ dl ,

- • dt oq dt = oq - f dq'
oq dt

dq' dg' dt •

t l t l tI

Raccogliendo si ha:

•
d~ H(3.7) 5- 5 ~ot - ~otl

, ,
- - + oq - oq " +

r r 2 dg' dq't
2 tI

t 2 d •

+ f ( d~ d~
,

dq' - dq') oq dtdt •

rt l
•

Le variazioni
,

le differenze fra • valori d,~lle
l

cal-oq sono , q

colati nello stesso istante t.

Conviene introdurre le variazioni delle coordinate relative agli estre
- - -

mi °1,°1 e 02'02 dei due archi di r e di r. 5i ha per es. per il

primo estremo:

• •, -,
- q (tl ) - q (tI

• • •

- oq' (tl ) + (q' (tI) + oq' (tI) )otl •

Nei due estremi, quindi, trascurando gli infinitesimi di ordine superio

re, si· ha

• • • • •

6q'(t
2

) - q'(t
2

) - q'(t
2

) - Oq'(t
2

) + q'(t
2

)ot
2

(3.8 )

•,
q (t

l
) -

•,
oq (tI)
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La (7) si scrive allora, ponendo òS - Sr - Sr

d
dt

a.Q,. )
. laq

•

oqldt + ~ot2 - 20t l

•
l

+ [p. (òq
l

•
l[p. (òq

l

dove si è posto, al solito,

niana h =
•

. lp,q - 2
l

Introducendo la funzione hamilto-
si ha infine:

(3.9) d a~ i- -=:-:- --"-7. . )oq dtdt aq l

•
l

+ J .òq
l

- --In particolare, se r e r hanno glistessi estremi Ql - Ql e Q2=Q2'

s i ha:

(3.10) H . -aql
d 32 i
dt aql )oq dt

La (10) fornisce una possibile caratterizzazione dell 'integrale (2)

relativo ai moti effettivi. Infatti se il moto su r è un moto effettivo

le quantità in parentesi sono nulle in virtù delle equazioni di Lagrange

e quindi si ha:

(3.11) òS = O
r

La (11) esprime la stazionarietà dell'integrale (2). Il risultato si

può esprimere nel modo s.eguente:

L'azione S è stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estremi

fissi.

,
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L'enunciato precedente va sotto il nome di-rrincipio di Hami1ton(1).

Tornando alla (9) si vede che se r è una traiettoria sulla quale so

no soddisfatte le equazioni di Lagrange, si ha:

(3.12)

Le derivate di S sono quindi

aS
aq l 1

aS
at

- - p.
1 1

1 - h 1

•,

•,

L'ultima di queste e l'equazione di Hami1ton-Jacobi

(3.13)
aSh+-=-=- =0at

E' immediato riconoscere che la trattazione precedente può essere

fatta anche nello spazio QT: in questo spazio, come è ovvio, la para

metrizzazione di una curva r mediante t non richiede alcuna preci

sazi one, ed è soggetta alle so l ite condi zi oni che i ntervengono quando

si parametrizza una curva mediante una coordinata.

Le (1) in questo caso rappresentano le equazioni parametri che della

proiezione della curva r nello spazio Q; interpretate nello spazio

(1) Si può riottenere la meccanica hamiltoniana assumendo il princi
pio di Hami1ton come punto di partenza. La variazione di S fra
estremi fissi è data dalla (10). Postu1ando che per i moti effet
fivi sia ~S = O si ha:

t2 a~ d a~ i
J ( aql - dt aqi)oq dt = O
t

1
In base a11enma fondamentale del calcolo delle,

es. [1]Vo1., I pago 185 nelle ipotesi poste per
1ano le quantfta' irfparentesi é ci6e sliss'istono
grange.

variazioni (v.per
•

le oql, si annu1-
le equazioni 'di La
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Qr sono invece direttamente le equazioni 'parametri che della curva.

Una trattazione analoga può essere fatta nello spazio delle fasi,

come ora si accennerà rapidamente.

L'integrale (2) nello spazio delle fasi va scritto:

t 2 .
Vr = f [Pi q' -h(qp )Jdt

rt
1

dove r è una curva nello spazio QP.

Per variazioni delle variabili indipendenti qp, si ottiene una
-

6q)dt
ah

6p ap . i,-. i
+ p .6q,

nuova curva r percorsa con legge oraria dipendente dalle variazioni

assegnate.

Risulta, con calcoli analoghi ai precedenti:
t2· t2·

6V=V-V = f (p.q' - h)dt - f (p.q' - h)dt -r r, ,
rt

1
rt

1

t 2 .
- f (q'6P.,
rt

1

•, ,
+ IP.6q,

•

(
.,

+ p.q,

t 2 .
_ f l(q'

rt
1

t
1i)6t 2_

t
1

~h ah i
)6p -(p .,. ~")6q Idt+

~p. i i aq',

t 2 .
, ah' ah i- f I(q - ~!-)6p.+(p.+ --i )6q Idtap. , , aq

t 1 '

dove le 6q sono definite dalle (8).

t 2+ I(p.l,q. - h6t), ,

Come si vede, il sussistere delle equazioni di Hami1ton riduce la

variazione di V alla variazione fra gli estremi data dall'ultimo ter

m,ne.

D'altra parte le equazioni di Hami1ton conducono al seguente princ~

pio:1'azione V è stazionaria rispetto a variazioni sincrone fra estre

mi fissi.
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Viceversa, postulando che l'azione, calcolata fra estremi fissi, sia

stazionaria e valendosi del lemma fondamentale del calcolo delle va

riazioni, si ottengono le equazioni di Hamilton.

4. Estremali. Estremali trasverse a una famiglia di superfici.

D'ora in poi ci si ~orrà sistematicamente nello spazio OT. Le cur

ve di questo spazio sulle quali si annulla l'integrale ·;3.9) sono det

te estremali dal problema variazionale.

Va ricordato che l'espressione integrale (1.1) di 5 è da intender

si nel senso che l'integrale è calcolato su una curva congiungente 01

e 02 e corrispondente all 'effettivo moto del sistema: in altri ter

mini, l'integrale è calcolato su un arco di estremale congiungente 01

e 02' Anche la variazione (3.12) va intesa come varia;:ione di 5

quando ci si sposti da un arco di estremale ad un altro i CU1 estremi

sono legati agli estremi del primo arco dai differenzia"li che figurano

1n detta formula.

Nel seguito si assumerà l'ipotesi aggiuntiva che ogni coppia di pu~

le. Ciò vuol dire che assegnati

ti condizioni iniziali del moto per

li uscenti da res tan

esiste

so l a es trema
n.. estrema

modi di assegnare le
•

e cioé le ci l (t
A
))

l ... n) fra l e

congi unta da unaOT possa essere
.'
1< ( itAqA -

nA (corrispondenti agli ..

nello spazioA, Bti

una e una sola estremale passante per il punto, pure assegnato, B e

cioé esiste uno e un solo moto per il quale il sistema partendo dalle

configurazioni qA all'istante t A, raggiunge la configurazione qB

all' istante t
B

.

Il valore di 5(AB) verrà detto distanza geodetica fea A e B.

5i osservi ancora che, la funzione 5 è soluzione de11 'equazione

e quind"j le soluzioni

ha forma canon i ca, sono curve caratteri sti che della stes,;a

di Hamilton-Jacobi come è espresso dalla (3.13)
•

q1(A) del sistema caratteristico associato, che in questo caso (I n° 5)

equazione(3.13).
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La"inc1inazione"della generica estremale è datjl. in ogni punto. dalle
. .'

<i' calcolate in quel punto.t.'inc-linezionedelle estremali può pure e~

sere data assegnando le p.• che. in virtù delle (1.4) e (1.3') Cap.!!!
1 .

sono legate biunivocamente alle <i'. Perciò tanto le soluzioni delle

equazioni di Lagrange. quando le soluzioni delle equazioni di Hamilton

possono essere usate. COMe è ovvio. per individuare una generica estre

male.

Si torni a prendere in esame una coppia di punti A.B appartenen

ti allo spazio QT.

Sia una superficie passante per A e si considerino tutte le

estremali congiungenti B con i punti di E. E' possibile definire

una distanza geodetica di B da come si è definita la distanza
-geodetica di B da A. Sia A e E un punto tale che la distanza

-geodetica S(PB) sia stazionaria in A al variare di P sulla super

ficie in un intorno di A.

Sia S(PB) stazionaria in A quando B è fisso; allora nella

(3.12) scritta nella forma:

•,
( P.lIq,

-e quindi si ha per P = A

bisogna porre IIS = O
,

IIq /B - O •

(4. l ) h(q P t)lIt - - O •

D'altra parte se

(4.2) X(q t) - O

e l'equazione di E. si ha pure

(4.3)
•,

IIq + aX IIt _ O
at •

..
Nella (l) gli n+1 differenziali non sono indipendenti perché deb-
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bono soddisfare alla (3) che esprime l'appartenenza del punto alla

superifi ci e E.

Moltiplicando la (3) per un fattore À indeterminato e somman

dola alla (l) si ha

(h + À
ax)
at

•,
t.. q •

Se si sceglie in modo che uno dei coefficienti dei differen-

ziali sia nullo, a sinistra resta una combinazione lineare di n dif

ferenziali indipendenti, i cui coefficienti debbono quindi essere nu1

l i .

Si hanno così le condizioni:

(4.4)

o anche in termini

h _ -Pj
ax aX~
dt aq i

del lagrangiano
• al

1
.,- q aq' -Pi

(4.5) -aX aX
at ;qr

le (4) (o le (5) costituiscono le cosiddette condizioni di trasver

sa1ità de11 'estrema1e rispetto alla superficie L. l'estrema1e che sod

disfa tali condizioni si chiama "trasversa" rispetto a L. Il valore
-

di S(B A) si dice distanza geodetica di B dalla superficie L o icona1e:

l'icona1e misura quindi la distanza geodetica stazionaria di B dalla

superficie E.

Se per ogni punto di una regione intorno alla superficie si può

portare un'estrema1e trasversa, si dice che si ha un canpo di estrema

li. Allora ad ogni punto B, di questa regione corrisponde uno e un sol

punto di e cioé quello dal quale esce l 'estrema1e trasvers6 passa~

te per B.

In particolare un campo di estrema1i associa ad ogni punto della re

gione considerata un vettore p..,
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Se, lasciando fissi A e B, si considera una nuova ~uperficie,

ancora passante per A, ma distinta da L, la distanza gwdetica di

B da questa nuova superfic'e, sarà in generale diversa calla prece

dente e sarà differente l'e' tremale per B sulla quale t.ale distanza

è stazionaria: si ottiene c<sì un nuovo campo di estremali e preclsa

mente il campo delle estremali trasversealla nuova superficie.

Così proseguendo si vede che ogni estremale per B è trasversà ad

una certa superficie passante per A: se si cambia la dit'ezione del

l'estremale passante per B si trova, mediante la corrhpondenza in

dividuata dalla trasversalità, una superficie passante per A e vice

versa, se si prendono superfici diverse passanti per A si trovano

estremali diverse, ad esse trasverse e passanti per B(s'j confronti col

n° 4 del Cap. II).

In conclusione si riconosce che nello spazio QT

campi di estrema l i: ad ogni estrema l e per B corri sponde una superfi

cie alla quale l'estremale stessa è trasversa e alla quale sono tra

verse tutte certe estremal i "parallele" a quella passant~ per B.

In corrispondenza ad ogni estremale passante per B 5i ha perciò

un campo di estremali diverso.

Un particolare campo di estremali può essere assegnat) quindi dan

do una superificie alla quale esso è trasverso.

Naturalmente, in modo equivalente, un campo di estremlli puo essere

dato assegnando un campo di vettori covarian~

opportune condizioni che assicurino la validità

Jacobi (v. n° 7).

p. soddisfacenti ad
1

dell'equazione di Hamilton

nDa quanto precede si riconosce che esistono 00 campi di estremali

e infatti esse sono le soluzioni del si

ed ogni campo

li sono quindi

è costituito a
- 2n

in totale 00

sua volta da n
00 estremali: le estrema

stema hamiltoniano. In sostanza un campo di estremali è costituito dal

complesso delle soluzioni del sistema canonico ottenute prendendo "tut

te le possibili q, corrispondenti ad un ben determinato campo di vet

tori P.,
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Poiché un campo di estrema1i è costituito da una famiglia di

curve, esso è rappresentato parametricamente dalle equazioni

n
~

(4.6)
• •

q1 _ ~ 1 (t; Cl'" cn)

sono i paran tri della famiglia.dove cl ... cn

Si consideri una superfi :ie che possegga un campo di estremal;

trasverse. A partire da ogni punto della superficie, sulla estremale

trasversa passante per il punto, si riporti, sempre dalla stessa par

te rispetto alla superficie L, una distanza geodetica assegnata ~

S=fLdt=Q.....

L'insieme dei punti B così ottenuti forma una superficie che Sl

dice parallela a L. La superficie di partenza e la distanza assegn~

ta individuano univocamente la nuova superficie.

L'equazione della nuova superficie è proprio

S = Q..,

mentre l'equazione di e ovviamente

S = O •

E' facile dimostrare il fatto prevedibi1e che le estremali trasver

se a sono trasverse a tutte le superfici che sono ad essa paralle

le secondo la definizione ora data.

Siano infatti LI e L2 due superfici parallele.

Ciò vuo1 dire che S(A
l

A2) = K

dove K è costante quando Al

varia arbitrariamente in LI e A2
il punto di L2 appartenente al-

•
Sla

l'es trema l e trasvers a a LI e uscen Al

te da Al .

Se B e un il 'tt~o punto sulla estre

male per Al e A2 si ha
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B A2 B B
f ~ d t - f ~ d t + f ~ d t - K + f ~ d t .

Al Al A2
A2

ossia

S(A1B) = K + S(A2B) •

Poiché l'estremale A1B è trasversa, • ha oS(A1B) O.Sl -
D'altra parte K è costante e quindi • ha:Sl

che mostra che l'estremale A
2
B,(cioé A1B) è trasversa pure a E2 •

Il differenziale della distanza geodetica fra due punti (ossia del

la distanza misurata lungo la estremale che li congiunge) è espressa

dalla (3.12). Nel caso della distanza geodetica di un punto da una s~

perficie, il differenziale di S ha un significato diverso dal prece

dente. Infatti nel caso di due punti A,B le coordinate t A qA' tBqB

possono essere variate arbitrariamente: per es. uno dei due punti può

essere tenuto fisso e si può far variare solo l'altro.

Nel caso della distanza di un punto da una superficie la situazione

e diversa. Riprendendo la notazione precedente, se B ~ E, a B cor-
-risponde un ben determinato punto A € E e cioè quelle appartenente

all'estremale per B trasversa a E. Di conseguenza qlando si varia

B vi sono due possibil ità: se B viene spostato lunge· la stessa estre
-male trasversa, il punto A corrispondente non varia. Se B v1ene

spostato invece al di fuori di questa estremale, occorre spostare anche
- -A: la nuova posizione di A è l'intersezione di c(ln la estremale

trasversa passante per la nuova posizione di B. In entrambi i casi il

contributo portato alla variazione di S dello spostamento di -
A -e

nullo. Ciò nel primo caso è banale, mentre nel secondo caso è conseguen

za del fatto che ci si sposta da un'estrema1e trasversa a E ad un al

tra pur essa trasversa a L Il contributo dato dallo ~;postamento di
-
A è

h d t- - P -
A iA

•
ld q- - O
A
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•

perché il vettore (-d ql ' d tAl tangente a

tore (h,p.) per la condizione (4.1).
1

è tra;verso al vet-

Il differenziale dell' icona1e è quindi

(4.6)
•,

dS = - h d t + p.d q
1

•

Dalla (6) si ricava che le derivate dell 'icona1e son·)

(4.7)
aS

•

aq 1
= p. ;

1

aS
~:-=-h

at

come nel caso della distanza geodetica fra due punti. Si vede così che

l'icona1e soddisfa all'equazione di Hami1ton-Jacobi.

Sussiste anche la proprietà reciproca: se S(q·t) è una soluzione

dell'equazione di Hami1ton-Jacobi, esiste un campo di estrema1i tutte

trasverse alle superfici S = costo

In questo caso S denota la distanza geodetica dalla superficie

iniziale in questo campo di estrema1i.

Per dimostrare l'affermazione fatta, si parta da una soluzione S

dell'equazione di Hami1ton Jacobi e si definisca

•(4.8)
aS

p. =
1 aq 1

Inoltre dalla stessa equazione S1 ha

(4.9) h(pqt)-- aS
at •

Si consideri il sistema differenziale
•

• 1
q

sostituendo i n h 1e (8)

ah
ap.

1

1n luogo delle p.: con ciò i secondi membri
1

diventano funzioni di q e t soltanto.

La soluzione generale del sistema (10) consiste in Lna famiglia di
n

~ curve. Lungo queste curve le

parametro t e si ha:

p.
1

sono allora funzioni del solo

(4.11) p. 
1
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Derivando la (9) si ha poi

ah -2.El _ o
aPk aq1

e usando le (8) e le (10)

_----=-a;..;..h,- .k+ + q
1dq

d 2 S
--'---:k'---:-i - O

aq dq
•

Confrontando con le (11) si ha infine:

(4.12) • ah
p. = -

dq11

che con le (10) caratterizzano la famiglia di curve considerata, co-

me una famiglia a n parametri di estremali.

Si osservi che si ha una famiglia ad n parametri e non a 2n pa

rametri (come ci si potrebbe aspettare dato che il sistema (4.10),

(4.12) è il sistema canonico), perchè ci si è limitati al solo campo

di estrema1i individuato dalla famiglia S = costo

Si vede pur immediatamente che le estremali trovate sono trasverse

rispetto alle superfici S.

5. Cenno sulla costruzione di HUYGENS.

Anche se in questa esposizione non Sl trattano problemi di ottica,

la costruzione di Huygens è tanto vicina al1 'argomento svolto, che non

si può fare a meno di dare un breve cenno.

Nel n° precedente, sfruttando il concetto di campo di (~n) estrema1i

trasverse ad una superficie assegnata Sl sono definite le superfici

parallele a come quelle che hanno 1n comune con 10 stesso cam

po di estrema1i traeverse.ln questo n° Sl considera il problema duale

del precedente.

Scambiando i termini della questione, si considerino tutte le estre

mali passanti per uno stesso punto B e si prenda su ogniestrema1e, a

partire da B la stessa distanza geodetica a. Si ottiene così una
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superficie che ha come "centro" B e che é spontaneo definire "sfera

geodetica" di raggio a. Al variare di a, le superfici S = a sono

le sfere geodetiche di centro B.

Le estremali uscenti da B appartengono a campi tutt"i diversi fra

loro, perché ognuna di tali estremali é trasversa ad una diversa fami

glia di superfici (va ricordato che data una superficie !lenerica, da

B esce una sola estremale trasversa ad essa). In particolare i campi

p. sono tutti diversi fra loro sulle diverse estremali che irradiano
1

da B.

As segnata una qua l unque superfi ci e L, S i a Bl il punto

in cui essa é incontrata dalla estremale trasversa uscen':e da B. Sia

poi a la distanza geodetica B Bl e si consideri la ~;fera geodet.!.
•ca e ragglo a.

Si riconosce subito che le due superfici L e so110 tangenti in

Bl . Che Bl € Q é evidente perchè é il luogo dei pUlIti aventi da

B distanza geodetica a. Inoltre l'estremale B B
l

, ch,! per ipotesi

é trasversa a L ( e che quindi soddisfa su tale superfi,:ie alla cond.!.

zione di trasversalità) é ovviamente trasversa anche ad perché que

sta é una sfera e qui ndi l a di stanza da B di tutti i slloi punti é

stazionaria. Le due superfici avendo lo stesso raggio.tr'lsverso in Bl
1sono ivi tangenti, perchè per entrambe il vettore oq ,o': é trasverso

allo stesso vettore p.,-h.
1

Si consideri ora una famiglia di superfici parallele ,! cioè aventi

lo stesso campo di estremali trasverse.

Fissate due superfici LI e L2 della famiglia, di eqlJazioni rispet

Lo
•

Sl

geo

detiche aventi l centri

nei punti di L l e rag-
• PerglO comune a2-al'

• punto B € LI laOg01

tive S = a , S = a
l 2

considerino le sfere
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relativa sfera geodetica è tangente a L2 nel punto in cui questa

superficie è incontrata dall 'estremale uscente da B e trasversa al,

la famiglia.

La superficie L2 è quindi l 'inviluppo delle sfere çreodetiche aven

ti i centri in LI e raggio pari alla distanza geodeti(:a fra LI e :2

(costruzione di Huygens).

(Il breve cenno dato mette in evidenza che in certi c1.si le estre-

ma l i uscenti da un punto B possono appartenere in rea·, tà tutte ad uno

stesso campo ed essere tutte trasverse ad una stessa superficie.

Questo fatto è fondamentale nella teoria dell'ottica ondulatoria.)

(i - 1., .n)(6 . l )

6. Integrale invariante di Hilbert.

L'espressione delle derivate di S permette di riconoscere che

l'iconale è l'integrale di un differenziale esatto.

Nello spazio QT si connetta un punto (fisso) A con un punto

(variabile) B, mediante una curva regolare "€. Si intro,luca la coord.!.

nata t come parametro su ~, e siano:

i i
q =n (t)

le equazioni parametri che di ~.

Sia inoltre dato un campo di estremali

• •

(6.2)
l l ... c )q = <P (t Cl n

(v. (4.6)).

Per ogni funz ione F della poslzlone B sussiste l~ espress lOne:

dove la curva sulla quale si e arbitraria.

aF
at dt)

•
ldq +

aF
aql

B
+ J (

A
integra da A a B

F(B) = F(A)(6.3)

Per l'i cona l e S è quindi indipendente dal canmlno l'espressione

B aS • aSS(B) = StA) + j( dql dt)• +aql atA
Utilizzando le (4.7) e integrando sulla curva (l) si ha:
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B •
1

S(B) - S(A) + I (p. da dt - hdt) -
€A. 1

dt

B •

da' •

S(A) + I ( ai . 1
H )dt- • - p. <Paql dt ,

-eA
e infine B

S(B) = S(A) +oe! Ci +(

Questo integrale non dipende dalla

da l ..,)
- <Pdt

curva C

H.)dt
aql

e viene detto integra-

le invariante di Hilbert.

e

ri SPI!tto a t ca 1co

E' usuale scriverla ponendo

cando per ogni. punto P, con un

dal
dt
apice la derivata

• 1
~

•
. 1

- q e cioè indi

lata lungo la curva C, e con un punto sovrapposto la derivata rispet

to a t, calcolata lungo l'estremale del campo scelto, passante per P.

Si ha così:

e B,

•

•
• 1

- q )
",

+ (q a i Jdt
aq 1

de1 campo congi ung,!nte A

B
S(B) = S(A) + f[i

~A

particolare C è l'estremale
i I • i

q = q e quindi

Se i n

si ha

B
S(B) = S(A) + I i d t

A

e Sl riottiene la definizione di S.

Le considerazioni precedenti si possono compendiare nella proposizione:

Se si costruisce un campo di estremali trasverse rispetto ad una supe~

1ficie ~ di equazioni IL d t = a e se u sono le loro pendenze,

definite dalle equazioni
•

d ' •

(6.4) CL=
,

u
dt •

A11 ora l'integrale

B
•

u') a~']dt(6.5) ,€IA[ _(q" - au'

è indipendente dalla curva e che porta da A aB.
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sono le derivate delle
•,

q 1ungo C.

tale che l'integr~lep. ,,campo di vettori
A

S = I(p.q'i - h)dt
B '

(6.6)

. ,
Le q' ovvti!f1J,ente

Se viceversa, è dato un

sono le quantità di campo di un campo di estrema1i e

B, le funzionisiaindipendente dalla curva che connette A e p.
l

l'integrale for-

nisce la distanza geodetica. in questo campo, fra A e B.

Infatti se l'integrale non dipende ~a1 cammino, tenendo fisso A

s i ha i n B:
aS aS

--=-~ = p. ; = -haq' , at
e pertanto S, come funzione dell'estremo superiore dell'integrale

(6) soddisfa l'equazione di Hami1ton-Jacobi.

Ma ogni soluzione di tale equazione è la distanza gecdetica in un

campo di estrema1i (n° 4) e quindi si ha la proposizioT,e,inversa del

la precedente:

Se le funzioni

. mi no, 1e equazi oni

u(t) rendono l' integra1e (5) i nd i pendente da l cam
. n

(4) hanno come soluzioni un, sistema di ~ estre-

mali che soddisfano alla condizione di trasversalità ri!petto alle su

perfici S(qt) = costo

7. Il ruolo dell'equazione di H-J.

Nella trattazione precedente si è visto che il sussi:;tere della equa

zione di H J è una condizione necessaria e sufficiente perché un cam

po di vettori covariante (p., .. -h) nello spazio QT dl:scrivè un siste,
ma meccanico di hami1toniano h.

La necessarietà della condizione e stata data in var·.e forme e, 'in

particolare, nell 'ultimo teorema del n° precedente; la ,;ufficienza del

la condizione è conseguenza immediata del fatto che il :;istema caratte

ristico associato alla equazione ·di H J ha forma canon' ca.

E' ovvio, quindi, che un campo di vettori assegnato .Id arbitrio nel

10 spazio QT non descrive un sistema meccanico perché in generale non
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soddisfa all'equazione di H - J.

Tuttavia non è difficile riconoscere, almeno in term-ni qua1itativi,

che, sotto condizioni molto genera1 i ad un campo di vettori nello spa

zio QT si può associare un sistema meccànico.

Sia data la varietà

(7.1 )

ne11 o spazi o

1 n n+1
F(q ... q q P1 ... Pn) - O

2n+1 _
R • All' equazlOne (1) si puo associare un'equazione

a derivate parziali del primo ordine

(7.2)
1 n

F(q ... q u P1" .Pn) (p. =
l

au
aq )

e questa equazione, a sua volta, può essere ridotta (I 'l0 5) alla

forma di H-J.

(7.3)
l n+1

pn+1 + h(q ... q P1... pn) = O •

Ciò può essere espresso dicendo che ogni equazione a derivate par

zia1 i del primo ordine descrive un sistema meccanico. ,\nzi, se si

può risolvere la (2) rispetto a più di una delle p, si ottengono al

trettanti sistemi meccanici relativi alla stessa equazione (2). Natural.

mente questi sistemi sono distinti fra loro per il di/erso significa

to assunto di volta

(2) rispetto a Pk'

che la funzione h

in volta dalle variabili: infatti s~ si risolve la
ksarà q ad avere il ruolo di temp,). Inoltre an

nella (3) sarà di volta in volta differente. E'

chiaro però che, una volta scelta la variabile che deve avere il ruolo

di tempo, l'equazione (2) individua un unico sistema me:canico.

In conclusione si può dire che ogni volta che si ass?gna nello spa

zio QT un campo di vettori e una relazione (1) alla ~ua1e questo

campo deve soddisfare, si ottiene un sistema meccanico.

Se si parte da un principio vari azionale nello
•

of(p.dql - h d t ) = O
l

•spazlo QT,
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assegnando il campo (p. - h) è ancora necessario aggiungere una
1

relazione di tipo(l), la quale. assicuri che sussista 1',!quazione di

H - J.

I principi variaziona1i ai quali si è accennato nel n° 3 non hanno

invece richiesto alCuna relazione di tipo (1). Negli SpilZl Q e PQ

sono infatti state assegnate le funzioni I(q ~ t) e ri;pett. h(q p t),

le quali forniscono le limitazioni necessarle ad assicu"are la validi

ti de11 'equazione di H-J.

In sostanza, quindi, per ottenere un sistema meccanico da un princ~

pio variaziona1e:occorre

1) o assegnare un 1agrangiano

2) o assegnare un hami1toniano

3) o assegnare un campo di vettori ed insieme una equazione di tipo (1)

che equivalga alla equazione di H-J.

In quest'ultimo caso si segue una strada inversa di quella che si

segue nei primi due casi: nei casi a) e b), infatti si parte dalle

equazioni del moto e, in particolare dalle equazioni canoniche; nel

secondo caso si perviene alle equazioni canoniche come passo finale,

rtcavando1e come sistema caratteristico dell'equazione di H-J.

o o O o O o O o O


