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CAPITOLO II

1. Premesse.

n+ |

Sia q1...qr ., un sistema di coo dinate nello spazio R e s1a

-

(1.7} Q| (qz) 7 = 6(qz)

una trasformaz one invert bile.

(qozo) un punto di una superficie regolare

1

' ' P
Sia poi -

n . . .
S di equazione cartesiana

(1.2) f(qz) = 0

La relazione

.E
1.3 - p.dq =
(1.3) dz - p.dq =0 p. 7 //

esprime 1'ortogonaiita fra lo spostamento (dg,dz) tangente alla super-

Ticie e il vettore (pi,—]).
La relazione /2), scritta nella forma:

3t K 3f
~— dq + —— dz = 0
3gK | 32

(1.37)

sotto la trasformazione (1), che porta la (2) nella
(2") f (QZ) = 0

(dove f (QZ) = f q(oZ), z(¢Z)),).

diventa
- r - - r -
f 5 () f - L K 3f 1 () f 7 ~
% qqk‘*‘—*é_'fziﬂ da” + (or S " . dz = 0



(1.4) o dQ + 7 dz = 0
3 f 5 f
0 anche,posto: Pi = - 30{ 7
(3") d7 - P_id(f = 0
Inoltre, se
| g(qz) = 0
. . . . n N n
& ]'equazione di una seconda superficie - , ele S e I  sono tangen
ti in Po’ C10€ se
B S T 1 B O UL A .1 N B
Pi T Tqilp ! 3q1 (P N L | TY: P P
0 0 0 0
dalle relazioni
- -I 1
o . of _ 3f 3q  af sz _ . ’q , . 3Z
"k T 30K T Taql 30F T 5z a0k T Pi ook TP gk

e analoghe, si ha, con notazioni ovvie:

D = 3P’ : P = )P
< Tk

L . = =N 1
e quindi le superfici trasformate S e [ sono pur esse tangenti fra

loro.

2. Trasformazioni di contatto.

Ci si pud porre un problema piu generale del precedente. 5ia dato in

+1 . . . . :
Rn un camno di vettori covarianti pi = pi(qz) (i = 1...n), p = -1

Sia assegnata,P0l la trasformazione, niil generale, della (1).

t

‘“1.( qQ 2z p)
(2.1)

S
JQ]=¢1(QZD) ; P
)

i = ¢(q z p) (1 = 1...n)
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S1 vuole sapere sotto quali condizioni la relazione

(2.2) dz - pidql = 0
implica necessariemente la relazione
(2.3) dzZ - PidQ1 =0 .

In forza della (1) il primo membro della (3) & della forma:
(2.4) dz - Pid01 -adz + biqu + Cpoi

dove le a,b,c sono funzioni di z,qp.

In virta della (2), la (4) S1 pud scrivere

i i ]
- P =
dZ 'idQ (api+bi)dq + C dpi

che, stante 1'indipendenza delle qu, dpi’ e nulla se e solo se
i
ap. + bi = 0 c =0

La (4) si riduce quindi:
(2.5) dZ - PidQ1 - a(dz - pidq1)

(sostanzialmente a @ un moltiplicatore di Lagrange).

Af
Se ps = o dove f e una funzione delle qT.,.qn, le (2) rappre-

sentano 1'ortogonalita fra 1o spostamento tangente alla superficie S di

equazione z = f(q) e il vettore (pj,-i) .

Le p.  sono allora funzioni di q,z e sostituendo queste funzioni

1 .. . . :
nelle » , » ed eliminando le q si ottiene una equazione Z = F(Q).

Le Pi‘ in virth delle (3), sono ortogonali a questa superficie. E' evidente

che due superfici, tangenti nella rappresentazione qz, si mantengono tan

genti nella rappresentazione (Z.
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Una trasformazione (1), per la quale sussista la (5), & detta tra-

sformazione di contatto non omogenea.

Se nello spazio Rn+] si trattano tutte le n+l1 wvariabili simmetri

camente, conviene scrivere le (1) nella forma:

] i . .
(2.'") Q = ¢ (gp) ; i ?i(qp) i = 1...n+]
. neG :
introducerdo uno (n+1) componente # -1 del vettore covariante p.
In questo caso il procedimerto gia seguito porta a scrivere la (5) nel-

la forma:
p_dq1 = a Pi dQ]

-

e in questa conviene prendere a = 1, cambiando per 2s. la scala cder vet
tori Pi'

Una trac<formazione (1') che soddisfi “a relazione

(2.0) Di dq1 = Didﬂj

e detta trasformazione di contatto omogenea.

La trasformazione non omogenea puld pure essere caratterizzate a2 4

’5) nella quale si divida ner a, e Si ponga

S L P i, n+1
1 a P a L=
Con c10 s1 ha: : . _
~d0 = -dg - pdq (v = 1...n)
i p

Sostanzialmente non vi e quindil differenza fra trasformaziony d-

contatto omogenee e quelle non omogenee: si tratta di due descriziony d»

verse della stessa situazione, dove, nel primo caso, le variabili sono trat
tate simmetricamente, mentre nel secondo caso, una variabile viene 1sc.ate
dalle altre. Tuttavia e conveniente trattare separatamente le due forme

della trasformazione perché ie trasformazioni omogenee Si prestano a una
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trattazione piu semplice che pud essere utilizzata per le trasformazioni

non omogenee.

3. Trasformazioni di contatto omogenee.

51 consideri la trasformazione (2.1)

] i ,
(3.1) Q=9 (an) ; .= r.ap)
per la quale sussista la (2.6)
i ]
(3.2) ?idQ = pidq
Esplicitando mediante le (1) si ha
”ﬁk 1 “¢k 1
, ¢ 39 d¢ _
(3.3) fk( ) dq + o dDi) pidq

;
e C - ] . .y
Per 1'1ndipendenza dei differenziali dq ’dpi S1 ha come condizione

necessaria e sufficiente per la validita di (3)

a¢k “¢k
3.4 Y oe—= = p. ; — =
{ ) k 3aq] P lyk ?pi 0
. L
Se le ¢ non sono tutte nulle, la matrice | —— | & singolare.
3
P,
. . k .
Sia n-r 11 suo rango. Allora fra le ¢ , considerate come funzioni
delle p, sussistono r vrelazioni non contenenti queste variabili. Talx
relazioni dipendono invece in generale, come & ovvio, dalle q.
] n ] n
F (g q . ¢ ...0 ) =0 (v = T...r)
0 anche
] n ] n
(3.5) Flg...a50Q...0) =0
- . . D ' K
In base alla (2} 1 2n differenzialj dq1. dQ non sonc indipendent

[T numero dei aifferenziali indipendentt si ricava dal numero delle F .
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Differenziando le (5) si ha

3F ] d i
—
(3.6) —Eaﬁb dg +-—5€% dQ 0

La (2) & consequenza delle (6)e costituisce con queste un sistema
algebrico di r+1 equazioni nelle 2Zn 1incognite dq1,dQ1. Fsiste

dunque una combinazione lineare nulla delle righe della matrice del si-

stema:
(3.7) Pico Sgt =05 - -0 = 0

Queste relazioni esprimono i1 vettori p,P come trasformati 1'uno
dell'altro.

Si consideri 11 sistema di n equazioni lineari nelle r incognite

oF 4 o
— -
(3'8) aq] o pi
I1 suo rango € r. Infatti il rango della matrice ig%T’ e r in virtd

del secondo sistema (3.4) e quindi il primo sistema (7) ammette r solu-
indipendenti sono in numero di r anche

L
3q7 |

[

zioni indipendenti o'. Le

LY

per il secondo sistema se e solo se é anch'essa di rango r.

Risolvendo allora r equazioni del sistema (8) corrispondenti ad
un minore non singolare di ordine r , si ricavano le o° che sono quin
di funzioni lineari di r delle p. Introducendo poi queste espressioni
nelle restanti equazioni del sistema (8) si ottengono n-r relazioni
fra e qQp, lineari e omogenee nelle p. Accoppiando queste n-r rela

zioni alle r relazioni (5) e risolvendo questo complesso di n equazio

ni rispetto alle Q1, s1 ottengono le o' . Ma poiché le n-r -equazioni

: , _ ;
(5) coinvolte contengono le pss 1N forma lineare e omogenea, le Q con

tengono le pi solo per 11 tramite dei rapporti di queste ultime: le -1
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sono quindi omogenee di grado zero nelle p e cioé

.i
d ¢

(3.9) P\ ap = 0 (1 = 1...n)
k
Inoltre dal primo sistema (7): Pi = gu-—%%$ - poiché le p sono

5 . . .
contenute solo nelle o e vi1 sono contenute linearmente, si1 vede che

le v.(=P.) sono lineari omogenee nelle p. -

it
"‘m¢]1
Perché 11 sistema ¥, ;qk = p, ammetta soluzione unica la matrice
. 1,
| d ¢ .
|l—=| deve avere rango massimo.
- 9qQ"

Sotto questa i1potesi ricavando le v dal primo sistema (4,

a |
BT .ma i BCLIRP I tui
<|-§%i indica che la 1 colonna della matrice {ﬂgﬁl e steta sostitun

ta con la colonna delle pi) e ponendole nel secondo si ha

5l
a¢1 ' 2q .
9P, 1%
0
0SS1a . .
1 | 1
3¢ o -0
3p, 199

e questo & lo sviluppo,secondo la prima riga, del determinante .
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™ 1 a n
a¢ ¢ 0
| apk apk
30! 3"
3Q 3q1 P
|
= 0
1
3¢ 54"
- 3qn 5q" ’n
D1 conseguenza si ha:
. J
6 kr 3¢ kr
3.9 - : -
(3-9) 3P, ! 5q" AP =0
IT sistema differenziale
J J
(3.10) de° _kr e
9Py oq
é integrabile se e solo se le hkr sono simmetriche negli indici.

dimostrazione viene lasciata come esercizio).

2

Moltiplicando allora per %%E“ s1 ha

507 3¢ Cokm 36”80
—_— - = A
0P, 3K 5q"  agX
e analogamente
E‘( oy i
a¢J 3 ¢ K m a¢3 a¢£

K ap, T sqK o

Per la simmetria delle 2 si ha sommando

J R B

Jj 2 3¢ 3¢ ¢~ d¢
3.11 = - —— = (
SIS K TR T Tagk sy

che sono ancora condizioni di integrabilita del sistema (10). Le |-

sono dette parentesi di Poisson (PP).

f
\

La
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Siano date, viceversa, n funzioni ¢(qp). Si riconosce che esse in
dividuano una trasformazione di contatto omogenea se soddisfano Te tre

condizioni:

J
a) le ¢ <sono omogenee di grado zero nelle p: P %%— =0
]
. LT .
b) Ta matrice | ga € non singolare
c) le PP delle ¢ sono nulle.
Siano infatti w]...wn n soluzioni del sistema
a¢k /| a¢ki
allora, essendo per le c¢)
1" 1
v (s 6 ) = 0
si ha, usando le condizioni d) e a) e la (4):
Bq:ai qu{i Ei¢-i ﬁd?g ﬂfili
. ' b o
V., = o =Y. o = p, =0
1 agk 5Q 1 3Q P, K ”Dk
0SS14a .
8u1:1 Eﬁnbﬂ
v, — = (
i) R

La condizione b) assicura che questo sistema possiede solo la solu-

zione nulla, 3
v 2¢ = 0
J Dk

e quindi le Vv soddisfano anche la seconda delle condizioni (3.4).

Si ha cosi:
Condizione necessaria e sufficiente perché un sistema di funzioni
determini una trasformazione di contatto omogenea per la quale le + siano

univocamente determinate & che siano soddisfatte le condizioni a)b)c)
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4. Interpretazione geometrica.

Si consideri il caso in cui esiste una sola equazione (3.5)

(4.1) F(q,0) =0
, . . N | =N n
E' conveniente introdur-e gl spazi R ed R dove A(3) € R
-~ =N
e A(Q) € R .
pla _ . . n
Assegnata una n di valori q0 delle g, Ci0€ un punto AOeR,
la (1) & 1'equazione di una varieta (n-1) dimensionale EA c R
0
tuttl 1 punti di corrispondono, mediante la (1), a P. Volendo
Ao
scegliere, fra i punti di 7 un punto determinato, € necessario as-

Ao

. —
sociare al punto Ao un vettore p0 :

Questo si pud vedere 1in base alla discussione fatta nel n°® preceden

te direttamente dalle (2.1'). Le relazioni (2.1")

{ Oi ¢i(qp)
(4.2) <
|
|

P.
;

Wi(qp)

quando sussiste la (2.6), implicano la (4.1). Cid vuol dire che, posto

q = q° nelle (4.2), al variare delle p, le prime n delle (4.2) for

. - 1a . . L s -
niscono la ° , mentre la seconda np fornisce certi vettori P applicat:

g:

AO. Un punto particolare AD sulla varieta EAD S1 ot-

tiene introducendo nelle (4.2) accanto alle qo, le componenti di un

nei punti di

—3

vettore po (applicato in Ab}' In forza delle (3.7), che ora si riduco

no a

(4.3) D. = = o —: 3 P = f——.
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—

11 vettore Po(qopo) é ortogonale a %xo nel punto AD(qO,pO).
In tal modo le (4.2) fanno corrispondere all'elemento (n-1) dimen
sionale (q,p) = V cRn, 1'elemento (n-1) dimensionale (CP)EQ c -

n-1 n-1 A

—

D'altra perte 1a (1) fa cor~ispondere a A, una superficie iﬁ ;
i 0
ovviamente nassante per ;% e se in A, si applica proprio il vetto

—

re P0 nrecedentemente considerato, mediante le (2) si risale, oltre

-

che al punto AD € 7 , anche al vettore pO precedentemente conside-
A
0

rato, 17 quale. in virta delle (3) € ortogonale a EE n ﬁo.
0

Un altro punto A'e T da luogo, mediante la (1), ad una superficie
A%

Z-  pur essa contenente A e diversa da =£- . La superficie <©:, ha
A 0 A, a
I

n AO una normale covariante n' che e legata dalle (2) alla normale

t—

portata a EA in A'.

0

Cosi per PO passano infinite superfici date dalla (1)ognuna corri

spondente ad un diverso punto di ., ed aventi in A normali diverse.

A 0
E’' ovvio viceversa che, ad es., per AO passano infinite superfici,
ognuna corrispondente ad un diverso punto di - e aventi normali
: L Au
covarianti diverse.
) D ;
v 0 g A
AI ¢ n O —
0 P
0
g
Ao
AI
0
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(vedere 1'identica discussione nel n° 5 del Cap. VI: tale discussione
poggia sulla (3.12) dello stesso capitolo e questa formula & analoga

alla (2.6) del capitolo presentej.

N

Sia assegnita ora in R una superficie S di equazione f(q) = 0.
. .. =n ..
Ad ogni punto AO e S la (1) associa in R una superficie EA . Co-
| 0
me si & visto or ora, per individuare,mediante le (1) un punzo partico
lare in EA occorre dare un vettore Eo' S1 scelga 11 vettore
0
_ ., of,
SRR
e sia ﬂo 11 punto dji EA corrispondente a Eo' A ﬁo corrisponde
| 0
. n .. s
in R una superficie Eﬂ con la sequente proprieta: 1a normale a
0
Eﬂ in AO ha la direzione di Eo e quindi e normale ad S.
0
In tal modo che (2) associano al punto AO € S una superficie della
famiglia (1) che é tangente ad S in A _. Poiché cid si pud ripetere

0
per tutti 1 punti di S, si conclude che dalla famiglia (1), riguarda
ta come una famiglia di superfici negli n parametri Q, si pud estrar
re una famiglia parziale della quale ogni membro € tangente ad S in

un punto. La superficie S @& quindi 1'inviluppo di questa famiglia

parziale.
. af . .
Le component ps = A —EET- delle normali ad S sono funzioni delle
coordinate del punto di applicazione: p. = p.{(q). Introducendo queste

1 1 ,
funzioni nelle (2) si ottengono le n funzioni Q' = ¢ [q,0(q) . Al

=

variare di A su S si ottiene allora una superficie S la quale,

essendo le a vincolate dalla relazione f(q) = 0, € la trasformata

di S. Se ¢1 si sposta su S si ha

: 1
T, 30 9¢ _9Pp. K
W = (Gqk * ~op. gk ) @

K . .
dove le dg sono prese lungo S, e cioé sono tali che
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o f k
G dg =0 .
Moltiplicando le precedenti per Pi S1 ha
: i K 36 9Py , K
i 3¢ dgq + P. 1 dq
P =
1dQ P'i —'551( 1 Bpr aQ
aqai dd
- p = - -
Ma per le (3.4) ¢ & apr 0 3 Pi —EEE- Dk
e quindil
] ]
(4.4) PidQ = pidq = 0

Detta ?(Q) = 0 1'equazione di S, poiché le ko sono spostamenti

tangenti a S, le Pi che per le (4) sono ad essi normali, sono del tipo

> f

P, = u —;

i 3Q
Si scelga ora su S un punto Ao e sia EA la solita superficie in
=n .. - : -0 - f
R". Si prenda ancora su I il punto 4 corrispondente a p, = 1. —;|_ .

Ao 0 i gl P
Allora all'elemento di S (AO, %iT ) corrisponde su T , come si

T Ao
of

& detto in precedenza 1'elemento (ﬁO,Pi = |\ gaﬁ). Percio le normali a

ead S in AO sono parallele e le due superfici sono tangenti in

i

A
0

An. Ripetendo ci0 per tutti 1 punti di S, si vede che questa superficie

é inviluppo di una famiglia parziale di superfici =3 e ﬁn, appartenente
alla famiglia di superfici (1) negli n parametri q.

E' evidente la simmetria fra gli spazi R" & ﬁn.

Se le equazioni (3.5) sono in numero di r, esse definiscono una varie
- : . . n
ta ad n-r dimensioni. Quindi un punto A € R ha come trasformato un

- n . - . . -— .
R tutta una varietd (n-r) dimensionale :_(n-r). Preso in A un

o
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. L. 1 1 C. .

vettore covariante pi’ le n equazioni Q = ¢ (gqp) individuano su

- n-r , - : L.

Eﬁ un punto determinato A. Le restanti equazioni Pi = ff(qp) as
: . - : - n-r . . .

sociano in A una normale covariante a ZP cinfatti ogni spostamento
- nN-r . - ‘ . oF : .

U T, in A soddisfa alla relazione 01 dQ' = 0 ossia

o oF . , . ] .

0" 55%—-d0 = 0; di consequenza per le (3.7) & PidQ = 0. Percid
A . - n-r

Pi e, come s1 & detto, normale a EP

Come per il caso rzl, assegnata una superficie f(q) = 0 e deter

minata la sua trasformata f(q) = 0 (dove nelle Q.I = ¢1(qp), in luo
go delle p si pongano le —EgT' calcolate su S), la S, in ogni Suo

n=r

punto, e tangente ad una 7 in un punto opportuno di questa.

Infine una discussione analoga si pud fare partendo, anziché da una

superficie S assegnata dv equazione f(q) = 0, da una varieta ad un

numero minore di dimensioni, dato da s equazioni

f.(q) = 0 (i =1...5 < n)

In tutta la discussione precedente & fondamentale i1 fatto che le
by come funzioni delle p, siano fra loro dipendenti: tale dipendenza
implica che, fissate le q1 nelle (2), al variare delle p si ottengo

‘ ] : : .
no punti Q non arbitrari, ma appartenenti ad una I.

5. Proprieta delle trasformazioni di contatto omogenee.

La discussione precedente pud essere invertita: si riconcsce in tal
modo che 1'esistenza delle varieta F del n® precedente ha un ruolo
X

di condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza di una trasforma

zione di contatto omogenea.

Siano assegnate r equazioni:

(5.1) Fu(qQ) = ( (0 = 1...1)
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e s1 supponga che le F, come funzioni delle g, siano indipendenti, e

cioge il rango della matrice nggﬂ sia r.

: . la . :
In corrispondenza ad ogni nP di valori delle Q, le (1) sono le
equazioni di una varieta ad n-r dimensioni. Per individuare ie norma-
. .. : . . ‘ i :
11 a tale varieta, si osservi che, indicando con dgq (i = 1....n)

uno spostamento tangente a queste varieta, la normale deve soddisfare

alla relazione:
(5.2) pidq1 = 0

In altri termini il vettore di componenti p. deve essere normale

al vettore di componenti clq1 tutte le volte che questo ultimo soddi-

sfa alle relazioni (1), ossia alle relazioni

(5.3) v dq =0 (0 = 1...r)

0 ancora sotto la condizione che le dq1 siano legate dalle (3). Appli
cando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si vede che 1 vettori nor
mali alla varietd sono tutti e soli della forma:
| 3F
5.4 ., = A —%
( ) p'l o Q]!
Le n+r equazioni (1) e (4) costituiscono un sistema nelle n+r

incognite Q]...Qn, A1...Ar. Poiché valori arbitrari delle » forniscono

sempre normali alle varieta (1) & chiaro che tali parametri non hanno
un particolare interesse e conviene eliminarli fin dall'inizio. In effet
ti 11 sistema (4) é equivalente al sistema di equazioni ottenute ugqua-

gliando a zero 1 minori di ordine r+1 della matrice
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aF1 aFT
] n
| 3Q 5Q
|
- oF oF
i "'“'_'T‘ ' s n
- 9Q 0 Q
| |
i |
n

Naturalmente delle  ({ ) equazioni che in tal modo si cttengono

r+]
interessano unicamente quelle alle quali si1 perviene uguagliando a ze-

ro i soli n-r minori contenenti un minore di rango r della matrice

EiZ?J : tali equazioni sono, con notazione ovvia, della forma:

; BF] aFl BiL
i i ”
} iq 3 " 3Q
!
JELN oF 5F

(5.5) — - —| =0 (K #10p01)
ng ] nq T K ] r
 9Q dq 30
F
{
A P Pk

] r |

e sono pertanto lineari omogenee nelle p. 0Ogni eventuale soluzione
+1(gp) ...¢n(qp) e quindi omogenea di grado zero nelle p.

Il sistema (1) (5) e risolubile rispetto alle (Q se le FW SONO

indipendenti come funzioni di tali variabili cioé se la matrice

¥ | ha rango r. Queste soluzioni siano:

t

|
|

-M.....-
3]

(5.6) Q' = 5 (qp)
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Riintroducendo le (6) nelle (1) si ottengono delle identi=a. Deri-
vando queste identita si ha:

. ; K ko
(5.7) 2y e 20 gy Ha B

5q] 50K 3q! ~ 77 aQk  ap

Sostituendo le (6) nelle (4) si ricavano certe funzioni . . Posto

(X

(5.8) vo= -3 g

] o 3Q7
si vede che Je Y in virtu delle (7) soddisfano le seconde delle
.I

(3.4) e quindi le funzioni ¢ Wi individuano una trasformazione di con

tatto omogenea.
La condizione sufficiente perché ci10 avvenga € che il sistema (1)

(4) sia risolubile rispetto al complesso delle variabili Q,x, cioé

che la matrice
5F 5F 1

1 2 0 ... 0 |
] n
50 2Q
ok oF |
4 0 . 0
] n
3 () 5 Q
3°F “?F F
(5.9) . T o, o,

A T e Aﬂ — e T = A
. 3q 3Q 3q 29 3Q 3Q '
F 32F oF oF
A & ce s A > ] s I
( c n

3q 3Q 5q 3(Q) 3Q

abbia rango n+r (per ogni valore delle A, i cui valori numerici

. L. . ) : uplta . . .
come si1 e detto, sono irrilevanti, perché ogni loro r P individua
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una normale alla varieta (1)). D'altra parte come si vede da uno svi-
luppo esplicito, i1 non annullarsi della matrice (9) implica che le matrici

; o
|k I = I_
'3q 5

a .
P abbiano entrambre rango r.

In conclusione:
o , L e 1 i . .
Date r funzioni F di 2n wvariabili Q e g tali che 1la matri
N il

ce A data della (9) sia non singolare sulla varieta F =0 per
X

tutti 1 valor® delle >, le equazioni (6) e (8), individuano una tra-

sformazione di contatto omogenea.

Per una trasformazione di contatto (2.1') le condizioni precedenti,
relative alle (3.5) sono necessariamente soddisfatte. Dalla simmetria
della matrice (9) segue che, scambiando il ruolo delle q e delle (
nella discussione del presente numero si ottiene una trasformazione di
contatto

i - -

(5.10) g = o(QP) ; p. = ¥.(QP) .

Questa trasformazione & 1'inversa della (2.1'), come é evidente.

Inoltre orese due trasformazioni di contatto

]

5 (QP) p. = v_(QP)

q = - j
] i
s = 7T (qp) s ﬁi = Ei(qp)
dalle relazioni
i i i 1
p.dq’ = P.dQ e n.dg = p.dq
seque ; ;
PidQ = nid £

e quindi anche la trasformazione PQ - £ n € una trasformazione di con-

tatto.
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Poiché la trasformazione identica Qi = qi; Pi = pi e certamen-
te una trasformazione di contatto omogenea, il complesso delle tra-
sformazioni d- contatto omogenee ha le proprieta:

1) la composi:ione di due trasformazioni di contatto & una trasforma
zione di cntatto

2) ogni trasformazione di contatto ammette una trasformazione inversa,
che e pur 2ssa una trasformazione di contatto

3) esiste la :rasformazione di contatto identica.

Di conseguenza i1 complesso delle trasformazioni di conta<to omo-

genee in 2n variabili costituisce un gruppo.

Naturalmen:e per la trasformazione (10) si hanno le analoghe delle

(3.4)

9 0
(5.11) 0, “"'%E =p, 3 Py —p— =0

Derivando le prime rispetto a QJ S1 ha

.i
P 9 9P, 9q

aQJ 3Q 3Q) 5Q"

0» indicando il primo membro con {Qj. Qk}
AL
(5.12) (07,0} = 0

L 'espressione {QJ,QK} e detta 1la parentesi di Lagrange (PL) delle

quantita QJ,Qk.

Dalle seconde delle (11) si ha analogamente:

(5.13) (PiP) =0

Infine derivando le nrime rispetto alle Pj e le seconde rispetto

alle Qk sottraendo (1)_

(1) osservare che nelle equazioni delle PL la covarianza & rovesciata.
Infatti 1e PL sono soltanto dei simboli.
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K k
5.14 {P.,Q} = ¢,
( ) 3 3
o 2n C . : :
Per 2Zn funzioni u ...u fra loro indipendenti, si hanno le
relazioni
a . Q
3 i ;
.q; 'EER = § 5 fEPT °u 6% ;
Ju 3Q k U apk 1
] o) | o
99 38U _ 5. 2P U
3u P, su® 5K

e analogamente

o - a
3u 3 U 3

ou qe + ng__ - 5{1
3Q° JU ap U

Usando queste relazioni & facile ricavare la relazione che sussizte fra

le PL e 1e PP dalle 2n funzioni wu. Si ha, scrivendo esplicitamente

le somme:
N 3
) (uuu ){u u'} =
{1——
= 1 | iﬂj _QUB _du’ BEEJ( 9Pg 39" _ _9Pg 3q° ) =
K0 B3Py 5K ~ 3gK ap, ' au* auY ouY  aux
oo v 09 <, 3P, ou” I
o aqk ou’ ¢ ouY qu ! Y
cioé
(5.15) (u*® )y - af
3 8 Y Y

Se per es. st ha u =0Q , u =0Q , la somma precedente vale

2[(0%,0%)10%,0"y + (P ,0%)1P Q3] = &
o Q Y

Analogamente per uB QB . u' = Py e per ua =P , u

S

H
LD
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ha rispett.

[(Q%,0%)1Q%,Pyi+ (P ,Q°)(P ,P }] = O
3/ 0 N

¥

~ -f\" O.;j_, T} " P ,P p ,OYI' -~
L(Q,P,)107,0 (P 2P )P_,07H] = 6

Utilizzando 12 (12),(13) 2 (14), le ultime tre relazioni diventano

) =05 (P,Q°) =6

Q

HB_‘
(5.16) (Q,Q) =03 (Pa,PB

Queste relazioni, assieme alle (12),(13 e (14) sono fondamentali:
esse non sonc perd caratteristiche delle trasformazioni di contatto

omogenee (vecere il n. 7).

La PP goce di una proprietda notevole e di grande utilita. Date
tre funzioni f ¢ h delle q, p sussiste 1'identita, detta iden

~

tita di Jacoti:
(f(g h)) + (h(f g)) + (g(h f) =0

che si pud d-mostrare con un caicolo diretto.

Infine € -mportante la sequente proprieta delle PP: 1la PP di una
generica coppia di funzioni & invariante sotto trasformazioni di con-
tatto omogenee(anche per questa proprieta v. ne 7): infatt se u(gp),
v(gp) sono due funzioni delle gq,p, si indichino con u(QP) v{Q P)

e loro trasformate sotto la trasformazione di contatto qp - QP e

cioé le funzioni

u(q(QP),p(QP)] = u(QP); v[q(QP).p(QP)] = v(QP)
Allora é
(i - 3BV 3U 9V U _Agq U Epy
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che prova 1'af‘fermazione fatta.

Come uitime conseguenze delia invarianza della PP sotto TC convie
ne menzionare alcune semplici relazioni che sono utili in dinamica.
Le uquaglianz¢
1k

a1k
(O »{ )qp - (Q qd )QP

in termini espliciti si scrivono

: K : ’

20 3q_ _ _ _aQ 3q

3D 3q° 30> P

S S

e infine

] k
(5.17) L gg
Py 1‘

In modo analogo si riconosce che sussistono le relazioni

k i
o, 5 P 3Q 3P ; 3p 5Q ip
_._J. - _— * = - - e _._k
(5-177) 5Py, 3Q! aqﬁ SQE > 3gK aPi

6. Trasformazioni di contatto non omogenee.
Come s1 e visto nel n® 2, se nella relazione
] ]
(2.6) Pidq = pidq
S1 pone = -]
g P+
si ottiene una trasformazione non omogenea

1 1, | n+1
Q =¢(q'*'q ;p]**'p)

P

]

._E.
——

O

O

=

S
L

i
|

(6.1) < 1 n+l
IS TR A

\
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caratterizzata dalla relazione pfaffiana.

i n+1 i=]...n+]
(6.2) P dQ' = p do® - dq ( )

Dalle (1) si ha:

i i ]
3 T 3¢ a3 ] o
y ( —1 dqg 4+ —dg + —d - - da  +
: ol 99 * T dd op_ P ) q  + p_dq
da cui
a¢1 a«i ﬁ¢1
J = - . / hs = . < 7 —
(6.3) Y —'éa'ﬁ'.;:] 13 Y. >0 P 5 7, 3D 0
o
Queste equazioni si possono ottenere dalle (3.4) ponendo Pri1 * -1:

cid prova esplicitamente che una trasformazione di contatto non omogenea
si pu® ottenere da una trasformazione di contatto omogenea ponendo
n+1

D1 T -1. Geometricamente la variabile g e trattata diversamente

dalle altre, ccme nel caso in cuil si scrive, ad es. 1'equazione di una

superficie nella forma z = f(xy) anziché nella forma f(xyz) = 0 .
Viceversa, se nelle (3) si pone

(6.4) p. = = P, /P

si ha indicando con o'i(gp') la funzione ¢ (gp)

1 . 1

'FJ . f A j:

(6.5) ~5$, = _SE_ apT (non sommare sSu a)= L -
P Dm P P P

e, usando quest'ultima:

r'i - ! I L
(6.5) —i— = - e = 2 (R o - Ba 2

L Py ?Pna o P T Prs1 P
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Moltiplicando la prima delle (3) per —pé+] e osservando che e

-i .
3¢ 3¢ .
—B—q—k- = ac:ﬂ( , S1 ha
(6.6) -p’ 00

11f i
Y . = D
n+171 5gNth T Tt

Moltiplicanco poi per -DH+1 le seconde delle (3) st ha, usando le (4)

. N L AL
(6.6") Pre1’i T5q¢ T Py

Moltiplicanco infine per -p%+1 le ultime delle (3). Oppure usando le

le ultime delle (5) si ha

(6-67) Prali g0

Infine dalle seconde delie (5) si ha

, g ] 5o "]

Dn+] 3D ¥ 3
P P

e moltiplicando per

3 .
T a{]} i qu:t.l
. = Y — = |
(6.6 ) C Dn 1 3D pn+1 wi A
o n+ |

Introducendo te funzioni
01qp') = -p' v (q...q" g - 2] - Pn )
' RS .. : ) L ‘

le (6),(6'),(6"),(E"""7 si possono scrivere



3¢ ! o
6.7 ' — = p' ;9 = 0
( ) 1 3Q k 1 3D
. : » 1 IR
Le (7) mostreno che la trasformazione di contatto g , p% MR

e omogenea .

E' ovvio che se si passa dalla trasformazione omogenea ad una non omoge

nea, col proced -mento ora descritto si ottiene la trasformazione omogenea

d1 nartenza.

Data 0 -F2° ianc
1 N+ | :
-.d0 = -dq + P dg
moltiplicandclc er-p' ., si ha
nﬂr-]
1 n+1 .
-7 e = p .dg - D .Dpd

p-10 400 n+ | Ppe1 P01

e questo pfafficno e relativo a una trasformazione di contatto omogenea

0 = :""aqn) 5 PT = v, (gp) =
Naturaimente é
L A L A T
*d?"1 ,qk |
e deve essere pure |
! ’ fj:- | -i | -~
o £ C
Tk

La dimostraz one di questa ultima proprieta

Conviene ora
non omogeneo. A

analoghe:

scrivere le (5.12),(5.13).(5.14)

viene lasciata come esercizio.

esplicitamente per 17 caso

tale scopo basta utilizzare sistematicamente le (5 e le
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p
Y 3 (p _ . oYy 9Py -
) - - ! P q_r) = =Y - p (- j )"-
+
P apn+] n+1 i n+1 n+1 apa OP 41
- A
(6‘8)< “n+1 7Py ap
; 3?|1 _ ] 3?1 o
oP a Dn+1 apu
|
\
Servendosi di queste, si trova:
ok 56'1  a¢'K 36" 50!
0 = (¢’ ¢ ) G | T aml B i} o =
qp P, 99 9 Py
AT " 30" 3¢ 'K 39" 1 39K 5y 39 'K
- T apt ' n+l = o VT n+ | n !
op' - 3qe 3P, 1 39 3Q p' e P

Utilizzando le (5), tenendo presente che pﬁ+] £ 0 e definendo una

nuova parentesi, s1 ha:

: " k K 1 i
Toria KT 09 9% ———-|8$ ). 29 9 09 -
K 3P ( ap ! pl sqnt ) op ( oq ' pﬂ BQ”+T ) y
0 anche
1k 1 K 3¢i a¢k a¢k a¢1
r _ | i A - -
(6.9) foo'] = (e07) #p (=0~ w1 = 5, “ygne1) = O
0t o
Analogamente
| Y 3Y 2% ] IV 1
(wiw!) | o=(- v, 4 —Lp ) ho —K (— ) -
i k’gp i Bpﬂ o’ 8qQ ap pn+] Bpu
Yy 3Y 4 3¥n+l ] oYy
- (-v =D ) =t
k n+ | ol '
Bpu o 3( 9q P 41 Bpu

ossia applicando la definizione data dalla parentesi | |

_ oYk oYy
(6.10) [v.v ] = v, STl T Y TgneT
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e analogamente

L] # 1-
. i 3¢
(6.11) ka¢ ] = S, t ¥ Ui

. .. . 1 .
Come per 11 caso omogeneo, si riconosce che n+l funzioni ¢  soddi-

sfacenti ad oppirtune condizioni, individuano una trasformazione di con

tatto non omogenea.

-.E

Siano ¢ +1  funzioni soddisfacenti le sequenti condizioni
00§ |
a) qu £ 0
-1k
b) (66 ] =0 (eqq. (9)) .

S1 risolva il sistema di equazioni

.i
J¢
(6.12)
.i'
o _
wi 3 po ) pu

Questo sistema lineare di n+l equazioni nelle n+l incognite Y

o

per a) €& risolubile con la regola di Cramer.
L'unica soluzione di (12) soddisfa inoltre alle ultime delle (3).
a¢1

(6.13) v = 0
i 3P
!

Infatti, poiché le ¢1 soddisfano le (9), moltiplicando queste ultime
ner Y. e sommando su i Si ha:
ik k K 1'

1
J¢ J¢ 3¢

Y s —= + - . * =0 .

i op ' aqe T Pa aqnel) T Tap g gt * Py Yy et ) 7 O

o

L'ultima parentesi & nulla per le (12). Resta quindi:
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i .k K
3¢ 0 3 i
(6.14) v > ( EEE‘+ P aqn+|) 0
{:1 "
;
Questo € ur sistema di n+l equazioni nelle n 1incognite: i 2§
o

e basta dimostrare che esiste un sistema di n equazioni estratte da

(14) aventi la sola soluzione nulla per concludere che le (13), cioé le
ultime delle (3), sono soddisfatte. (Ovviamente valori tutti nulli delle
Ci0 equivale a trovare,

incognite sodcisfano anche 1'ultima equazione).

y .
. . 3¢ 3 ! ,
nella matrice a n+l righe ed n colonne e + pu Yicam un
minore di ordine n non nullo.
Risolvendo Te prime n+l1 delle (3) si ha:
[ ] k-1 k4] 2™
-5 ad 3¢ 3¢ “ . Bql
1 3q! """ sq! 3q ]
- [ k-1 K+ ] n+1
(6 ]E) ; Eﬂi v o (-T)k . ] ko) 3¢r B¢r
YL agl Tk P, =7 T a¢? 3G2 3q°
aq
] k- k+ n+
_'l ':irD C}{D ) a¢ | a¢’
aqn+] aqn+ aqn+ Bqﬂ+
ﬁ ]
Ponendo mj = gﬁg' si hay,sviluppando 11 membro destro dell'ultima

riga ((k) indica 1'assenza della colonna delle o)

1 n

lea..cbl
1

¢ﬁ+f )

+]

n+]

n+1

(%)

=

n+]

..'(1;1

n+1
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r ] 3 n_J_'lli(k} | n+] '(k) | 1 2 n+] (k}
-p-l ¢‘1 ‘I’]_ (b]_ "'¢’1 'i}l p1¢n+'| ¢’1 ¢’1
2
t b, + = | + -
(6.16) . y Nt ! n+1 1 2 n+1
S PRI i LS PO On et
] Z 3 n+1 (k)
- +
: 2 : n+1
¢n ﬂn % ¢n ¢n

S1 pud notare che questa & una somma di matrici di ordine n aventi a
due a due n-1 colonne uguali: le colonne diverse contengono(tranne che
per 1a prima matrice) le p]...pn. Per es. le prime due matrici hanno solo

la prima colonna diversa. Sommandole si ha:

1 L 2 n+1
by + p1¢n+] dp - 0y
¢1 v pon 2 n+1

n o Pn®n+ fno 9

Questa matrice differisce ora dalla terza matrice che compare nella (16)

per le sole prime due colonne. Si pud perd osservare che, se si scrive

] 1 2 Z 3 n+'|

(6.17) e e
e p s 2 N 2 3 N+

r$” pn'n+3 ¢n Dn¢n+1 EIJn qjn l
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si ottiene effettivamente 1a somma delle prime tre matrici nell'ultimo
membro della (16). Infatti scrivendo la (17) come somma di matrici, si

ottengono, oltre alle prime tre matrici (16), anche la matrice

d:'r+1 n+1

che ha determinante nullo p2rché ha due colonne uguali.

E' chiaro allora che, se si procede in questo modo, la somma delle

n+1 matrici (16) pub essere scritta come un'‘unica matrice

2

R L
¢ 3¢

|
(6.18) ;;

2

Le matrici a destra nella (15) non sono quindi riducibili alle tra-
sposte dei minori di ordine n delle matrici del sistema (14).
Fra le soluzioni v, del sistema(12) date dalle(15), una almeno, sia

;
essa Vv , e diversa da zero e quindi la corrispondente matrice a destra

nella (TS) é diversa da zero. Di conseguenza una almeno delle matrici (18)
e diversa da zero e cioé uno almeno dei sistemi di ordine n estratti da
(14) ha determinante non nullo. Percid sussistono le (13).

Si conclude che se le ¢i soddisfano le condizioni a) e b) esse indi
viduano una trasformazione di contatto non omogenea.

Appendice al n. 6.

Nel caso in cui la (6.2) sia data esplicitamente nella forma (2.5)
(6.19) dZ - PidQ1 = a(dz - pidq1) (i =1...n)
ci si riconduce alla (6.2) scrivendo:

- 47+ —didQ =-dz+p. dg’
a T oa R T

dove ora z ha il ruolo della qn+} nella (5.2).



Posto

si ha Ta forma '2).

2

-

Le (9),(10)

Per Q,Z si he direttamen
70
boiché le funzioni o ,o

tipo del caso precedente.

t

o

=[Q" q

8-..

0

——
Sl

|
l

(11) si tr ducon> facilmente in termini delle ZQP.

che compaiono nelle (2.1) sono della stesso

Analogamente usando le (10) si ha:

- -y Yo oo- 1 - - v - ]
;Pqpmj: {-ufl ? W.Q Tyl quwBJ T EFL__Lyu W ]
o n+l ‘n+] N+ ‘n+] ‘n+l

T, 5 Y Y W Y
“(per le (10))= ——(y 8 -y Say o g (y 2NFL
¥n+1 o o2 B dZ W £ o 92
v, a¥n oV
- (v ——B -y =Ly L
Y n+1 3Z R 5Z
N+ ]
_ . n+1
dove z ha il ruolo di g
[Inoltre:
- B~ Yo 3" ] ‘ 37 : S
L e B et LA ey e SR U
| ‘n+1 n+!1 n+1
¥ B8
|
+ TEQ“'(ﬁ + YL
I EN - T e M !
v o y N+
n+1  ° n+ 1
- B
se af 8 e & #n+l  risulta PO =0
9 -
Se a=8 # n+l si1 ha:
- ]
POl=--—- =a
Y '{J

+._i1_ iy
';.U' -
n+1 n+1
n+l ¥z
5
- _L_ (611_". _:}Q
?ﬂ+] 0 r ol
5Q° -
ol
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Se, infine, a#B8 = n+l Si ha

-
S

R
"

P 7] = —9— = ar
. n+1

Raccogliendc

-

(6.20) ¢

/. Trasformazioni di contatto non omogenee ristrette.(Trasformazioni

canoniche).
: n+l n+ 1 n+1 n+1 ] n
Se la funzione ¢ e della forma ¢ -+ Q t ¢ (9 -..q D]---Pn)
o n+1

e le ¢ non contengono q , la trasformazione di contatto & detta "ri

stretta”.
Sono di questo tipo le trasformazioni canoniche della meccanica anali-

tica. In seqguito si usera sistematicamente 1'espressione trasformazioni

canoniche (T C )

La relazione (6.3)

., 00 ¢ d¢
6.3 . = - =P ; =
(6.3) i 3qn+l ' i aq% Pa’ 7 3P 0
o
Si scrivono per ¢n+1 N qn+1 - $n+1 ('qT...qn...p]. p )
n
n+1
Y 99 = - ] C10€é Y = - ]
n+l  5q! n+1 )
R n+]
v o Y o¢ =p Cioé vy 3¢8 = -y a¢ﬂ+]
3 3qe  n+l ago x 8 3q%  Pu T Tn+l aq@
B n+1 8 n+1
3¢ 3¢ . 3¢ 3¢
y  — 4y = 0 cloé ¢ — = -
3 3p n+l 3p B 3D Tn+] 3P
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0 infine

R
% ., 39 3¢

’ T——

(7.1) y = -1 359 - =p + 3 Bpﬁ >

a

i . ]
Da questa segue che le v sono indipendenti da qn+

Le (5.9) si scrivono

k & kK 2 “¢k a¢£ a¢£ a¢k
r 1 = 7 - . ~
4 o (0 ¢ )+Da( Bpﬂ 3qn+T apu yqn+] ) =0
a¢k’£
Per k,2 # n+tl @& —gaﬁ;T-= 0 e quindi le precedenti si riducono alle
relazioni:
k ¢
(96 ) =0
S1 ha inoltre
f n+1 6] _ ( n+1 ¢6) ) ( 3¢n+1 a¢8 _ 3¢n+] 3¢8 ) = 0
9 s ¢ = (¢ ’ pﬂ 3D aqn+T ﬁ‘l— 3D N
»! 5

a¢8 a¢n+l n+] & a¢ﬁ

ed essendo 3q”+1 =0 3q1 =1, resta (¢ ¢ ) = pﬁ 3pu

Dalle (6.10) segque

vy ] =y, —K_— _y ch NS
T T T T Y T
C 1 n+1 C .

essendo le v indipendenti da q . Poiché inoltre
- _ L dY A SA R AV k
) = (g e (=0 gl T el Top )

Qo a
si ha infine

(w1¥k) = 0

Dalle (6.11) si ha poi,come sopra:



. i. i 1 3¢ i .
. - = =6 I"H‘]
Yol = (o) =8 H Y ol = 6 (i # ntl)
n+ 1 n+1
- — +
(wk¢ ) 6k (1 n+1)
e quindi
n+1 n+ 1 QY a¢n+] oY a¢n+]
[ - Q. - Q -
Fof ] (wu¢ ) * DB( 3P, aqn+] 5qn+1 P )
n+|
_ 6n+1 . 3¢ -
g a oaqnt Q
e infine
(v ,¢n+]) =Y -Dp 2o
L 8 Eﬁ dp
R
Raccogliendo
B B
(0707) =0 = (¥ ,¥,) 5 (¥ ,07) = ¢
(7.2)
n+l B 3¢
( -
b 59 ) P T
o
n+]1 oV
— - Sl & A
(Wa’$ ) wa DB BDH
|

Sicché per le TC le (6.9),(6.10),(6.11) si riducono alle (7.2). La prima
riga di queste relazioni coincide con le (5.16) e mostra che le piu ge-
nerali trasformazioni di contatto, per le quali sussistono le relazioni

di commutazione, sono le TC. Si riconosce facilmente che anche 1'invarian
za delle PP di due funzioni sotto TC sussiste come per le trasformazio

ni omogenee.
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Ricalcando il procedimento del n® 3 si riconosce che:

o

Se le ¢ (a = 1...n) sono n funzioni, fra loro indipendenti,
delle q]...qn,p]...pn, soddisfacenti le relazioni:
o
(¢ 56 ) = 0
n+1 . . ] n :
e ¢ una qualunque funzione di q ...qg Py---P soddisfacente le
relazioni :
( n+1 B) _ 3¢
¢ o ) = Dﬂ 55——
8
le equazioni
n+ 1 n+1 n+1 (
(7.3) Q = q t o, Q =03 Pu =¥

dove le V¥ sono univocamente determinate dalle (6.3), determinano una

TC per la quale

g dQn+1 + P dQt = - dqn+1 b dqu
n+ 1 9 o
cioé, essendo P = -]
| n+1
dQn+1 b dQﬂ _ dqn+] - dqﬂ
X L
e Infine
(7.4) P dg® = p dg® + de™
A 8

Questa relazione caratterizza le TC.

Viceversa, essendo ¢n+1 funzione delle variabili qup , S1 ha dalla
x
(7.4):
n+1 Y
ad ¢
- - + —
aq“ pﬂ PY Qe
+
3¢ﬂ ] L 8¢Y
ap y op
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e da queste si ricavano le ultime due righe delle (2).

X

E' facile riconoscere, infine, che se sono date 2n funzioni ¢ ,V
vl

soddisfacenti le relazioni che compaiono nella prima riga delle (2) é
n+1

possibile determinare una funzione ¢ che soddisfi le restanti rela
zioni (2).
Dalle (6.3) si ha infatti:
n+1 n+1
7.5) 20 o 30 L 3¢
' 3qQ v 3q“ o 3p_ y 3P

X . - . . .
Se le ¢, ¥ sono date, si pud dimostrare che le condizioni espres
A _—

se dalla prima riga della (2) assicurano che i secondi membri delle (5)

. : . . . +] . .
siano le derivate di un'unica funzione, ¢n e cioé che le (5) sussisto-
no. S1 ha infatti con calcolo diretto:

3 3®V s ¥y 3¢ 82¢Y
Y - = — + vy .
BQB ( y 3q“ pa) an aqQ© Y BqﬂBqB
¥ P
5, 3¢ 3V, 90 3¢
“1" -~ = v .|.1+F
3qQ° ( y aqFf DB) 5q%* 23qB y  3qog8

e sottraendo

J d
o () -

essendo {qB,qu1 la PL delle g rispetto alle ov.

Analogamente si ha

5 3¢ 3 d¢

1Y - Wy = }:0
T T R L

o) g
e infine

5 3¢ 3y 36 37 0Y -
3 (q'r u-p)=__¥h — + o B
P Y 3Q ot ape 3 Qe Y apBaq



o 2913 B L IV L S 00
3q% 3 - aq@ a 3D 5Q%
q Y DB q DB Y DB q
e sottraendo
f[’) nr;r, v 6 _ 8 _ (58 - O
o) B o oL

(Le PL sono nulle in virtd dell'ipotesi che si annullino le P.P.).
+
Esiste quindi una funzione ¢n ] soddisfacente le (5): in definitiva

tutte le (2) sono soddisfatte e pertanto le 2n funzioni ¢u Yy soddi
. 2

sfacenti le relazioni canoniche delle PP, individuano una TC.
Questo risultato sara usato a proposito dei gruppi di funzioni e, in par
ticolare, nel caso degli integrali primi del moto.

Se le ¢B sono omogenee di grado zero, nelle p si deve ottenere

a
una trasformazione omogenea. Infatti si consideri il sistema :

Date le ¢B questo € un sistema differenziale lineare e la identi
ta di Jacobi mostra che esso € completo: esso possiede quindi 2n-n = n

inteqrali indipendenti. Ma le ¢B sono gia n integrali in virtd delle

C . . L +1 :
relazioni di commutazione. Quindi ¢n é funzione delle . Le (4) dan
no in questo caso
3 n+ | B n+1
, 3¢ ) 30 3¢ - p ;¥ a¢3 ~ 3¢ 3¢8 ,
Yo . 3 a’ B 3p YL 3D
a 9] QL
0ssia
acpn+] " ﬁ¢n+1 a¢8
s - d
iy - - : y = - =
( 3 36" ) 5q0 .3 | B 348 ) 3p 0
o

Queste relazioni sono le (3.4) quando si ponga
n+1

v sy - 20
R R 3¢ °

e quindi la trasformazione & omogenea.
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o
Si torni ora alle (3). Se ?2 '% 0 eliminando le pB dalle re-
o i
o |
. 1 .
lazioni Q =4 e sostituendole nella Qn+] = qn+ + ¢n+1 si1 ha
n+1 n+ | n+1 ] n 1 n
(7.6) ¢ =Q -9 =FQq...q,Q...0) ;
questa funzione in dinamica & detta generatrice della TC.
e
Pid in generale se il rango della matrice f; f e n-r esistono,
g
L ] n .1 n
oltre alla (6) altre r-1 funzioni F (q ...q s Q ...Q) (a = 2...r)
9
tali che le equazionj
(7.7) Fk(qQ) =0 (k = 1...r)
ar.bB
sono conseguenza dell'annullarsi di | o0

Come nel caso omogeneo si ricavano le relazioni:

F 5 5F.
L L L L
o 3Q@ 3% o 3q+ 3 qa

che si riducono alle (3.7).

oF o F
(?.8) P-{}; = EQCL E pu = - aqu

se la matrice ha rango massimo.

Come nel caso omogeneo e nel caso non omogeneo generale, le trasforma
zioni non omogenee ristrette formano gruppo.

Siano allora qgo - on e QP - gp due TC. Dalle relazioni

i
d z
"

i
P_|

.1'

p.d q +dWw, (qge)
.i

pid q +d wz(qQ)

Sottraendo a m a m si ha

iy

.i
P.d Q = ”id +dw, - w,).

Detta quindi w la generatrice della trasformazione £&£n -PQ, si ha
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(7.9) W=W,5 "W,

dove naturalmente la funziore w va espressa nelle variabili ¢,Q.

A tale scopo, poiché w, dipende dalle g e dalle Q, mentre w,

dipende dalle ¢ e dalle q, basta esprimere le q 1in funzione delle

¢ e delle Q.

A

Dalla TC di generatrice w,

i
-
-

3
—

q = a (DT"'I) D'i -ilk‘h_ .
e dalla TC di generatrice w,

i i
Q = c (qp) , P

di(qp)

si ottiene per semplice sostituzione la TC 1individuata da W=

. 3 .
Q.l = C (on) Pi 1

| . ‘ _ 1. L
Invertendo le prime n di queste si ottengono le (pQ ) che sostitul

1
.
e

O

3
i

te nelle ai(;q) forniscono le q1 in funzione delle §&Qt
Come caso narticolare della discussione ora fatta, e come del resto e
ovvio dalla (4), se una TC ha generatrice w, la TC 1inversa ha genera

trice - w.

In dinamica hanno un ruolo fondamentale le famiglie ad un parametro
di TC. In generale una famiglia ad un parametro di trasformazioni di
contatto

(7.10) Q' =$1(QDt) ;P =‘+'1.(qpt)

e una famiglia di trasformazioni tali che per ogni vealore di t (in un interval
1o opportuno)la trasformazione precedente € @i contatto. In partico-

lare se le (10) sono trasformazioni canoniche, per ogni valore di t

esiste una funzione generatrice della corrispondente trasformazione. Esi-

ste dunque una famiglia di generatrici, ossia una funzione F(q Q t). Poiche



- 71 -

per ogni t = to la trasformazione & canonica, sussiste la relazione

P.dQ' = pidq1 + dF

] /t=1t
O OF i 8TF L

nella quale dF/t=t0 denota 1'espressione q dq + 0 dQ

. 3F ] . . .
Aggiungendo e togliendo ft dt () si pud scrivere

Q
1 1 sF
PidQ = pidq " TNy dt + dF

dove ora dF 1indica il differenziale totale di F nelle 2Z2n+l variabili

qQt. Questa relazione & fondamentale in dinamica.

8. Trasformazioni di contatto infinitesime.

S1 consideri ancora la famiglia ad un parametro (7.10).

1 caso pit interessante & quello in cui (7.10) costituiscano un grup
po ad un parametro (nel parametro t): sia t = 0 il valore del parametr:
corrispondente alla identita, cioé:

q' =<' (qp0) ; p.= v.;(qp0)

La trasformazione corrispondente ad un valore &t piccolo del para-

metro é:
1 i ]
(8.1) Q =q +£58t ;3 P.=op.+ 6t .

S1 cominci col caso in cui le trasformazioni siano omogenee. Introdu-

cendo Te (1) nella (2.6) si ha:

8.2 n., + 95 = 0 o¢ = (.
( | 1 pk _EEE pk apk 0
Se s1 introduce la funzione

K
(8.3) C = pkE

(7) Si suppone F di classe opportuna in tutti i suoi argomenti.
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si ha, utilizzando le (2)

(8.5) c = p,

e quindi ¢ e omogenea di primo grade nelle p.

C10 s1 vede anche utilizzando la (3.9) che in questo caso si scrive

i o . L
Le ¢ sono ci10€ omogenee di grado zero nelle p e quindi, per la

(3), ¢ € omogenea di grado uno in queste variabili.
Viceversa, assegnata una funzione ¢ delle q e delle p, omogenea
di grado uno nelle p, le 2z e le n definite dalle (4) soddisfano le

(2). Infatti si ha

K 2
, 80 _ ; 3 C
K api K dDide

S

e questa € nulla perché ¢ € omogenea di grado uno nelle p. Inoltre in
virta della (5)

gl 5°C aC

qK "] ’p.aqX 5gK

g T e T

e quindi sussistono entrambe le (2).

In conclusione
Ogni trasformazione di contatto omogenea infinitesima e definita da equa
zione del tipo

] 1 acC dC
— T mm—— ;I P . : . -— —_—
. a7 3. ot i TP 5q! ot

dove ¢ €& omogenea di primo grado nelle p. Inoltre ogni funzione di que

sto tipo genera una trasformazione di contatto omogenea infinitesima.
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Se Ta trasformazione non € omogenea, preso P i1 T -1 le (6.3) si
SCrivono:
; N+ | 351 3;”+] BQB
: , = 2 4 =0 ; — - = ( 3 = 2
(8.6) ' 3q ! Pa 391 Je P2 ap (28 "
L 8!
e se S1 pone
F - oo i& . £ﬂ+1
1
S1 pud scrivere infine:
_oF a3k rn+1 ) oF .
i 31 = T TGp 0 C - Py Tap
A Q
. . . ] n+1
Viceversa per ogni funzione F delle q ...g ’pl"'pn le (6) sono

soddisfatte e quindi la piu generale TC non omogenea infinitesima e de

finita da equazioni della forma:

n+ 1 3F Y 3F 3F

17 6 -— ; !: . > )

(8.7) 9 (p, =55 - Flets sa >p ; v
a

i
>
c+
-

o
|
I
-
-

con F arbitraria.

Queste ultime relazioni sussistono nella stessa forma anche se la TC

e ristretta.

9. Notazione compatta.

Nel sequito sara conveniente, in qualche caso, disporre di una notazio

ne compatta che renda pid spediti 1 calcoli.

Denotando per comodita le variabili q}..,qn, Py-- P rispett. coﬁ

) n+}

« 4L

.2N e introducendo la matrice antisimmetrica di ordine 2n:

(9.1) a8 10 11

-1 0

(dove 0 e [ denotano rispett. la matrice nulla e la matrice unita

: ‘ . : . d : :
entrambe di ordine n), e 1 simboli 3§ = ~— 5, S1 posSsSono scrivere le

L AIR
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PP nella forma:

aB
€

(9.2) (fg) = ¢ f5 g

B

mentre le condizioni di canonicita di una trasformazione w - @ si espri-

mono nella forma:

(9.3) (0" oy = &

"

Questa notazione compatta rende molto spediti i calcoli. A titolo dj

esempio si pud calcolare il commutatore di due operatori lineari x]...xz
del tipo
af 3 f 3
X = > — T - “ghﬁv 2 = gusa f 5 (s=1,2)
S 9P 3Q 5Qq 1 Bpi a S B

Risulta per una generica funzione ¢

(X.,%X.)a = Ewaif 3 (e a f

Ya=- 9 o - a d =
1277 a )g-e 3f Uﬁ(a d1f1dk)g

1 k r 2 4 re 2

cne mostra il fatto ben noto che il commutatore di X] e X2 € un opera
tore lineare del primo ordine.
D'altra parte si ha pure
1K r, .
(f](fzg)) = € aif1ak(5 arfzdﬁg)

e confrontando col secondo membro della (3) si vede che si pud scrivere:
(X,X,)9 = (F,(f,9)) - (f,(f.q))

e, per 1'identita di Jacobi
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(9.4) (X X)9 = (9(F,F,)) = %o (F.f,)3 g.

In particolare la (4) permette di controllare con facilita se un si-

stema del tipo:

(9.5) X.f = (f, f) =0 (i =1...r < 2n)

S,

e complieto 0 no. Per es. se nella (4) risulta (v.III n° 1) per ogni i e k:

) = e '
(f1 k) Fik(f] Fr) s ha
(X X) = B Flg o= B 2Pk 4oy o
1 2 8 1k o ) 3t B 0 a
) aij
) 3f X{’:
g

Poiché 1 commutatori degli operatori X sono combinazioni lineari de-
gli operatori stessi un sistema di  tipo (5) € completo (CAP.I n. 5)
Nel seguito, a seconda della convenienza, si usera la notazione compat

ta 0 la notazione esplicite q p.



