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CAPITOLO I

DISTANZE INVARIANTI E METRICHE DIFFERENZIALI INVARIANTI.

§ 1.1. IL GRUPPO DEGLI AUTOMORFISMI OLOMORFI DEL DISCO.

Sia A i1 disco aperto unitario di ¢, &4 = {¢eq : |g| <1},

e Hol(a,A) 1'insieme delle applicazioni olomorfe di A 1in sé.

LEMMA DI SCHWARZ - Sia 4§ € Hol(a,A) con 4(0) = 0, allona:

1) |4g)] < £ | per ogni  Eeh, se vale L segno di uguaglianza
pesL unc go e AN{0} 4§ ¢ una notazione, ci0? esiste un 6eR Za

Le che 4(g) = QLBE pen ogni  EeA

2) |4'(0)|<1, se vale L segno di uguaglianza § @ una rotazio

ne.

: : f . :
Dimostrazione - La funzione g : g ég) é olomorfa in A.

Per 0 <r<1 e |g] =r, & |g(g)| <= . Per il principio del

]
r
massimo risulita allora

]

- per ogni |&| < r .

()<

Facendo tendere r a 1 si ottiene

lg(g)] < 1 per ogni £ € A, (1.1.1)
la prima parte di 1).
Se lf(go)[ = [gol, la funzione [g| raggiunge il suo massimo, 1,
16

in A, e quindi esiste un 6 € R tale che f(g) =e & per ogn

&£ € A.

Poiché ¢g(0) = f'(0), 2) seque dalla (1.1.1) e dal principio del



massimo.
C.V.D.

Sia _Aut(a) i1 gruppo degli automorfismi olomorfi di A cioé

Aut(a) = {f : A — A biolomorfe} .

[T lemma di Schwarz permette di determinare il gruppo Aut(a).

Per go eA e 06 € R, 1la funzione

é olomorfa su A. Poiché

2 2
(1-lg [ )1 - gl )
1 - Ih(g)l2 = 2 — > 0 per g e A,
1 - £l

h(a) e o . Le funzioni h si chiamano trasformazioni di Moebius.

Sia G 1l'insieme delle trasformazioni di Moebius. Poiché

16

h(0) = - e go, G opera transitivamente su A .
Inoltre, posto ‘ : 4 emE
-18 0
I +e g¢

risulta h o k = k © h = id. Dunque le trasformazioni di Moebius
sono automorfismi olomorfi e 1'inversa di una trasformazione di

Moebius & ancora di Moebius.

Se f e Aut A e tale che f(0) = 0, dal Temma di Schwarz seque

che esiste 6 € R tale che
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Dato g e Aut A, esiste una h e G, tale che h(0) = g(0); pertan

to h_] o g (0) = 0, e quindi h-]n g (&) = e‘eg per un opportuno

: 16 . : .
6 € R ed ogni & € A. Ne seque che g =h e ed in conclusione ri-

sulta Aut(a) = G.

OSSERVAZIONE 1. Come abbiamo gia notato,il gruppo G opera transi-

vamente su A, e quindi A €& omogeneo rispetto a @G.

Esaminiamo i1 gruppo Aut(A) da un altro punto di vista.

Consideriamo i1 gruppo

a b)  Yfab)[10}fab) [1 0
UL T) ={{c g) +bsc.ded, [c dJ( 0*]]lc d] =[0 -1]’

I

( ) ) ( ) 2 2
det ’a b = 1t = ? ? :a,be I, |al - |b] =11 ,
C dj b a

e definiamo un omomorfismo surgettivo

o+ SUCT,T)— Aut(a) associando a
[ )
i ? e SU(1,1) 1'applicazione g : g— —2T E
hbﬁj b £ + 2
r 3
Per rendersi conto che per |° ? e SU(1,1) 1la g : £—> f ¢+ ?
baJ bz + a

é un elemento di Aut(a), basta osservare che, essendo a # 0, essa

pud scriversi nella forma

'l

b

d

g(g) = — -
L

G |



e che 1 - | —| = 5 > 0
El

Viceversa, data la trasformazione di Moebius

: E = &
:
> @ _q con ¢ es e oeR
1 - g8
. 2 ] a i6
scegliendo a taleche 1 - |g | = >~ e—— =¢€e ,eb=-£a,
0 - 0
al 2
risulta
16 © " % _ar+b

1 - gog b + a

Dunque ¢(SU(1,1)) = Aut(a) . In fine si verifica facilmente che ¢ €

un omomorfismo di gruppi e che Ker ¢ ={ + J] 0]}= centro di SU(1.1) .
\0 1

5 1.2. METRICA DI POINCARE NEL DISCO.

Proviamo intanto 11

LEMMA DI SCHWARZ-PICK. Per ogne 4 € HolL(a,A), rsulda

5(521 - 6(5,) £

') < per tutti gli &.,¢ €l
——— £ &

] - [;1) 5(&2) r- .




