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I NT R O D U Z I O NE

Nei 7921 CalUtthéod4'!.y .i.ntlwdUC& to. ~eudo-dillta.nza di CaJta:thf.Ddolty

pe!L dom.<.n.i di a2
• Recentemente una I!U.Ova ~eudo-dill.ta.nza .inVIVÙ/ln-

te è ~>tata intMdotta. da KobatJMru ~u viVUe:tà compteMe [4J.

Entltambe quute ~eudo-dilltanze pOMono de6~rWto~ anche peJL do

~ni V di uno ~ paz~o vet:to1LUtte tapa.tog~co comptu~o .toc.a.tmente

conVUM e di HaMdaJL66 [74J.

Nei Ca~.to I, dopa aVeJL u~nata .u gitUppa degli autamaJL6~-

~~ o.e.omaJL6~ dei dillco uni.taJùo apeJLta t. e iUclUamata. to. me.tM.
+

ca di Po.i.nc.aJté nei dillco t. e nei ~ ~p~na ~up~Jte TT, ~~ -4:!
tJtoducono .te ~eudo-dilltanze ~nv~nti di CalUtthéod4'!.y e di Koba

YMru .in un do~nia V. V~ quute ~eudo-dilltanze.inv~ ~~ m~

tono .in ev~enza ~nteJtu~anti pJtOpiUetà, e alcune .tOltO ~uggutive

ap~a:Uoni a quutioni di a~~ comp./'.u~a e di a~~ 6unz.io

nale ([13], [14J, [4] l .

SempJte nei Ca~./'.o I , ~~ danna ~n6.ine alcune notevoli pJtopiUe

tà delle me.tM.che di66eJtenz~ ,(.nv~nti di KobaYMru e di CMa

théod4'!.y [74J.

Nei Ca~./'.o II ~~ de6~cona deUe dilltanze "tipo-kobayMru" e

"tipo - CalUtthéodo Ity" ~n un ca no canvUM apeJLta n di una ~pa.U..a

vetta1LUtte Jtea.f.e .e.oc.a.tmente convUM di HaMdoJt66, con appticaz-i.ani

al Calla ~n CM n è.u cona convUM apeJLta degli eiement-i. heJl.m-i.

Uani ~tJtetta.mente po~~v~.

L'~enta, neUo ~c.!UveJte quuta quadeJtna, è queUo di pJtuenta

Jte ~n 60JUna "~emplice" gli aJtgomenti ~uddetti evUando cU.mol>tJta~

ni che iUc.h,(.edono COIU~eJLaZ~oni deUcate e .e..uru:.tandol>~ '<'n ta.t ~
M M./'.ta.nta a enun~ e a concetti 6ondamentaU.

VU~eJLo iUngJta.U.aJte .u Plt06. E. Vuentini peJL gli uUU l>ugge

Jt-i.menU iUcevuU duJtante to. comp.il.a.uone di quute nate.

Vomen.<.c.o PERRONE
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C A P I T O L O I

DISTANZE INVARIANTI E METRICHE DIFFERENZIALI INVARIANTI.

§ 1.1. IL GRUPPO DEGLI AUTOMORFISMI OLOMORFI DEL DISCO.

Sia /1 il disco aperto unitario di tr, /1 : {~e q I~I <l},

e Hol(/1,/1) l'insieme delle applicazioni olomorfe di /1 in sé.

LEMMA DI SCHWARZ - S~ 6 e Hotl/1,/1) eon 6(0) ; O, ateOka:

1) 16(~J 1 ~ I~I pen og~ ~e/1, ~e vaie il ~egno ~ uguag~nza

te che

~ e/1,,{O}
a

).e
61~) ; e ~

6 è una Jtotaz).one, uoé u~.te un eeR ta

2) 16 I (O) I:: 1, ~ e vaie il Hgno ~ uguaguanza 6 è una Jtotaz;.o

ne.

Dimostrazione - La funzione g: ~ -+ f(~) è olomorfa in /1.
~

Per 0< r < l e I~I: r, è Ig(~)I:: ~ . Per il principio del

massimo risulta allora

l
Ig(~)k-r per ogni I~I:: r .

Facendo tendere r a l si ottiene

la prima parte di l).

Ig(~) 1 :: l per ogni ~ e /1, (1.1.1)

Se If(~o)l: I~ol, la funzione Igi raggiunge il suo massimo, l,

in /1, e quindi esiste un e e R tale che
ie

f(~) : e ~ per ogni

Poiché g(O): f'(O), 2) segue dalla (1.1.1) e dal principio del
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massimo.

C.V.D.

Sia Aut(~) il gruppo degli automorfismi olomorfi di ~ cioé

Aut(~) = {f : ~ -- ~ biolomorfe}

Il lemma di Schwarz permette di determinare il gruppo Aut(~).

Per t e ~ e e e R, la funzioneo

h
- t to

è olomorfa su ~. Poiché

2
1- !h(t)1 =

2 2
(l-Itol )(1 - 1tl )

_ 2

Il - totl
> O per ~ e ~ ,

h(~) c ~ . Le funzioni h si chiamano trasformazioni di Moebius.

Sia G l'insieme delle trasformazioni di Moebius. Poiché

ie
h(O) = - e t, G opera transitivamente su ~ .

o

ie
t + e t o-ie

= eK(t)

Inoltre, posto

le
1 + e t to

risulta h o k = k o h = id. Dunque le trasformazioni di Moebius

sono automorfismi olomorfi e l'inversa di una trasformazione di

Moebius è ancora di Moebius.

Se f e Aut ~ è tale che f(O) = O, dal lemma di Schwarz segue

che esiste e € R tale che

f(t)
ie

= e t (t € ~) •
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Dato 9 e Aut ~, esiste una h e G, tale che h(O) = g(O); perta~

to h-l o 9 (O) -- O . d·, e qUln 1 -1 i e
h o 9 (~) = e ~ per un opportuno

e e R ed ogni ~

su1ta Aut(~) = Go

iee ~o Ne segue che 9 = h e ed in conclusione ri-

OSSERVAZIONE lo Come abbiamo già notato,i1 gruppo G opera transi

vamente su ~,e quindi ~ è omogeneo rispetto a Go

Esaminiamo il gruppo Aut(~) da un altro punto di vista.

Consideriamo il gruppo

SU(l,l) =((~~) : a,b,c,d eQ,

det

e definiamo un omomorfismo surgettivo

4> SU(l,1)- Aut(~) associando a

(~ ~J e SU(l, 1) l'applicazione 9 ~-- a ~ + b
-
b ~ + a

Per rendersi conto che per ra b]lb a e SU(l,l) la 9
a ~ + b

b ~ + a

è un elemento di Aut(~), basta osservare che, essendo a F O, essa

può scriversi nella forma

9( i;)

b
~ +-

= _a_o __a..
a l + ~ ~

a
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l
--'----z > O

Ia I

Viceversa, data la trasformazione di Moebius

i8
~t-+ e

l - ~ ~o

con ~o € 6 e 8 € R

scegliendo a tale che

ri sulta

i 8
e

2
l - I~ I =o 2

Ia I

a~ + b

a i 8
e - = e

a
e b = -c a

~o '

-
l - t ~ b~ + ao

Dunque ~(SU(l,l)) = Aut(6) . In fine si verifica facilmente che ~ è

un omomorfismo di gruppi e che Ker ~ = { ± (~ ~JJ=

,
§ 1.2. METRICA DI POINCARE NEL DISCO.

Proviamo intanto il

centro di SU(l.l) .

LEMMA DI SCHWARZ-PICK. p~ og~ 6 € Hot(6,6i, ~uLta

7)
6(~z) - 6{~li

l - 6TZ;""l 6(~zl

~z - ~1

1 - ~ ~
1 Z
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Se 6 e Aut(LÌI vale d ~egno cU uguag-Uanza. V'<:ceviVL6a ~e vale d ~egno

cU uguagU-a.nza -<:Il due pu.nt.i. 1;1 I 1;2 cU LÌ, è 6 e AlLt(LÌ) .

2) -----~

2
1- If(F;)1

2
1 - II; I

per ogni I;e LÌ.

Se 6 e AlLt(LÌ) vale L'uguagU-a.nza '<:n ogn-<: I; e LÌ .

V'<:ceviVL6a. ~e vale L'uquagU-a.nza '<:n uno I; e LÌ , è 6 e AlLt(LÌI• o
Dimostrazione. Data f e Hol(ò,ò) ,la g e Hol(LÌ,ò) definita

dalla

g(l;) =

verifica la g(O) =

f(l;) - f(O)

1 - f(O) f(l;)

O. Quindi per il lemma di Schwarz si ha:

Ig(l;) I =
f{1;) - f(O)

1 - f(O) f(l;)
per ogni I; e LÌ, (1.2.1)

Se vale l'uguaglianza per uno I; f O è i8
g(n = e I; per un

opportuno 8 e R e per tutti gli I; e ò • pertanto

f(l;)
i8

= e
I; +f(O)e' i8

-i8
+ f(O)e I;

cioè f è una trasformazione di Moebius. Per completare la dimostra

zione della l) basta sostituire, nella (1.2.1), alla f(l;) la fun

zione definita dalla

fl I; + 1;1 l
\ l + 1;11;1

Proviamo la 2), applicando la 2) del lemma di Schwarz alla g(l;)

s i ha:

Ig'(O)[ o cioè
1f' (O) I

----02- ~ l • se vale l'uguaglianza
-lf(O)1

g è una rotazione e quindi f una trasformazione di Moebius.Sostituendo
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alla f la funzione definita dalla

dimostrazione della 2).

si completa la

C.V.D.

La metrica di Poincaré su ~ é la metrica riemanniana espressa

dall a 2
d~1

ds 2 = ---------~--- = g(~, c) dcdc
(l _lcI 2

)2

La curvatura Gaussiana di tale metrica è costante ed è uguale a -4.

In generale, la curvatura Gaussiana della metrica 2hdcdc è da

ta da
2 _

-(l/h)·(a log h/acac)

OSSERVAZIONE 2. Dal lemma di Schwarz-Pick segue che gli automor

fismi olomorfi sono isometrie per la metrica di Poincaré.

Indichiamo con

IxI
per e x e <I

la lunghezza del vettore x, rispetto alla metrica di Poincaré, in C.

La 2) del lemma di Schwarz-Pickdiventa

<, <l>
C

per ogni

se vale l'uguaglianza in un punto c e ~

ogni c, ed f e Aut(~)

si ha uguaglianza per

Distanza per "la metrica di Poincaré. Sia w: ~ X ~ ---+ R la funzio
"+

ne distanza definita dalla metrica di Poincaré:
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b

w(~I'~2) = inf f <a'ItI >a(t)dt
a

per ogni ~ I '~2 e t,

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le curve <1: [a,b] .. t,

differen2iabili a tratti che congiungono ~l e ~2 in t, .

con t e IR

w (o,t)

Calcoliamo prima w(O,t)

(t

= l _---"-ds.:..,,- _ l l og l +t

J
2 -"2

l-s l-t
o

chiaramente

Poiché w è invariante per Aut(t,),

risulta per ~ e t,

t
•

r
l~ I

ds
= --2

)o l-s

l
="2 log (1.2.2)

Utilizzando ancora l 'invarianza di w rispetto a Aut(t,), calcoliamo

w(~1'~2) per ~1'~2 et,.

Preso f e Aut(t,) tale che f(~l) = O, si ha

l= w(0,f(~2)) = "2 log
l+lf(UI

1-lf(~2)1

l
="2 log
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1+1
S2-s 1

sJ
2n+l

l l-sI +<o l S2 - S1
= - log =l; 2n+l2 -

S2- S1
n=o l -s1 s2

1-
1-~IS2

Possiamo rienunciare il lemma di Schwarz-Pick, come segue:

(1.2.3)

se feAut(l'» vale l'uguaglianza. Se vale l'uguaglianza in due pu.!:1.

ti dustinti SI e S2 di l'> è feAut l'>

OSSERVAZIONE 3 . Dalla (1.2.2) segue che le geodetiche della m~

trica di Poincaré passanti per il centro O di l'> sono tutti e

soli i raggi del cerchio. Per conseguenza, dato un qualsiasi

s e l'> ,{Ol, esiste una ed una sola geodetica passante per O e per

s' Quindi, in virtù dell 'omogeneità di 1'>, per due punti distinti

qualsiasi di l'> passa una ed una sola geodetica della metrica di

Poincaré. Tenuto conto che Aut(l'» é il gruppo delle trasformazio

ni di Mobius, un semplice calcolo conduce al seguente risultato.

Le geodetiche della metrica di Poincaré sono i diametri del cer

chio 11 e le intersezioni di l'> con le circonferenze che incontra

no ortogonalmente 111.

NOTA. Per le nozioni precedenti rinviamo il lettore, ad esempio,

a L. Bianchi [2J .
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§ 1.3. ~1ETRICA DI POINCARE' NEL SEMIPIANO.

Accenniamo brevemente al modo in cui le considerazioni precede~

ti possano formularsi per il semipiano superiore n+ di [

(per ulteriori dettagli si veda, ad esempio, [l1J) .

L'applicazione C n+ ~ LI definita dalla t; >-+ t;-

t; + i

è una applicazione biolomorfa di +n su lI(trasformazione di Cayley).

Quindi si può determinare mediante +C il gruppo Aut(n) cioè

+ -l
Aut(n ) = {C .f" C :fe Aut(lI)l.

D'altronde si può procedere direttamente come segue.

Consideriamo anzitutto il gruppo

SL(2, m) = ([: :]: a,b,c,d e R , det [ : :] =

Si verifica facilmente che, per ogni matrice

)

J

(a b) e SL (2, IR) ,
c d

l'applicazione at; + b

ct; + d

definisce un automorfismo olomorfo di n+ e che l'applicazione

+
~' : SL(2, IR) -> Aut(n )

( ab]l c d
>--> g

defi ni ta dalla

è un omomorfismo surgettivo di
+SL(2, R) su Aut( n )



- 10 -

il cui nu1eo è Ker$' = f±[~ ~}} = centro di SL(2, IR) o

--, Aut(ò)

Poiché +Aut(rr ) ~ Aut(ò)

$ : S U(l, l)

gli omomorfismi surgettivi

con ker$ = ker$'

e
+$': S L(2, lR) -->(Aut(rr )

1 O
= {±(O l)} , definiscono un isomorfismo:

S U(l,l)

O 1
!H 1 O)}

S L(2, IR)

1 O
{±(O 1)l

Questo isomorfismo si può rialzare in un isomorfismo

'l' : S U(1 ,1) -> S L(2, IR) ne 1 modo seguen te:

Il 1

1
']pos to j = li , ad ogni matrice h € S U(ì,l) associamo la

. h .-1g = J o o J Si verifica facilmente che l'applicazione

h~> johoj-l definisce appunto un isomorfismo di

su S L(2, IR) compatibile con gli omomorfismi

SU(l,l) ->Aut(ò) e SL(2,lR)--~Aut(rr+)o

S U(l,l)

Indichiamo ora un'altra presentazione di S L( 2, ~)

Ad ogni 3
p € Il p = (t,T\.6), associamo la matrice hermitiana

(6 t~inlj
h = l t-in u
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9 e 5 U(l,l), la matrice h ' h t; g' . 9 è hermitiana.

D,'fatt,' th-' t( h t-l t h- L h t- h'.; g.. 9 ; g. . 9 ; g.. 9 ;

Posto quindi
~'+in' )

I

o 'J
e detto p' = (~',n'. o'),

ad ogni 9 e 5 U(l,l) possiamo associare l'applicazione

T(g) : R3
-----> R3

tale che p ~--oo p' .

L'applicazione T(g) è invertibi1e, con inversa
-1

T(g ),qui~

di T(g) e G L(3,R). Inoltre T(g) e G' gruppo delle trasformazio

ni di R
3

che lasciano invariato il cono in figura

2 2 2
Oo ~ n ;

'I

" . \

.( )-, / \- -
Infatti 0,2 ~,2 ,2

det(h' )
t- 2 2 2- - n = ; det(g·h. g) ; o - ~ - n

L'applicazione T: 5 U(l, 1) ---<>, G' definita dalla 9 - T(g)

-- f± f
0

1
0
1

ì)1 }è un omomorfismo, il cui nucleo è ker T l l

L'immagine di T è 50(2,1) gruppo delle matrici reali 3x3,

2 2 2
con determinante 1, che lasciano invariato il cono o -~ - n = O

(detto il gruppo di Lorentz reale).
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Si verifica che S L(2,R) è il rivestimento a due fogli del

gruppo S 0(2,1).

,
§ 1.4. PSEUDO-DISTANZE DI KOBAYASHI E DI CORATHEODORY

Indicheremo con D indifferentemente o una varietà complessa

connessa, o una spazio analitico complesso, o un dominio (i.e.

un aperto connesso) di [n, o infine un dominio di uno spazio vet

toriale topologico complesso localmente convesso e di Hausdorff E.

Se D è un dominio di E ed El è un altro spazio dello stesso

tipo di E, una applicazione olomorfa F D > El e per

definizione una applicazione continua di D in El ta le che, per

ogni (x,y) e Dx(E ,(Ol) e per ogni forma lineare continua '1 su

El' la funzione a valori complessi

sull 'aperto (~e [ : x+~y e Dl di [.

Se 01 è un dominio di El' con Hol(D,Dl ) denoteremo l'insie

me di tutte le applicazioni olomorfe F

F(D) c 0
1

.

D ------> El tale che

Per fissare le idee, nel seguito ci riferiremo pre-valentemente

al caso in cui D è un dominio, lasciando al lettore di adattare

le nostre considerazioni agli altri casi sopra indicati.

La pseudo-distanza di Carathèodory in D, si indica con CD,ed è

definita nel modo seguente:
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CD(x,y) = 5up{w(f(x) ,f(y)) : f e Ho1 (D,LI)} per ogni x,ye D.

Una volta provato che < 00 è chiaro che CD è una

pseudo-distanza cioé verifica

e

La pseudo-distanza di Carathéodory fu introdotta da Carathéodo

ry nel 1927 per domini di ~2. Per provare che CD(x,y) < 00 egli

fece ricorso alla teoria delle famiglie normali.

Difatti può scriversi CD(x,y) = lim w(f (x),f (y))n n n

con f e Hol(D,L1). Dalla teoria delle famiglie normali segue che
n

esiste una sottosuccessione

patti di D C ~2.

( ) h .ftef. c e converge unl -
nJ

sui com-

Proveremo che CD(x,y) < 00, costruendo in D la pseudo-dista~

za di Kobayashi dO e provando che CD ~ do

La speudo-distanza di Kobayashi dD(x,y) tra due punti x e y in

D è definita come segue.

Una catena analitica in D, congiungente due punti x e y di

D, consiste di un numero finito v di funzioni f. e Hol(L1,D)
J

e di 2\1 punti ... ,V,C E LI, tale che
v \I

La somma
v
" «' ,<".)·"lw,. ,

J= J J
è detta lunghezza della catena analitica.

Essendo D connesso, l'esistenza di catene analitiche congiunge~

ti x e y in D è assicurata.
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La pseudo-distanza di Kobayashi dD(x,y) è, per definizione,

v
d ( ) . f (' ")
D x,y ;1n .Llw~.,~.

J; J J

dove l'estremo inferiore è preso su tutte le catene analitiche

che congiungono x e y in D. Dalla definizione segue che

dD è una pseudo-distanza.

ESEMPIO 1.4.1.

(x,y e 6)

Dimostrazione. Prendendo v; l, f
l

: ~ ---?~, si ottiene

d
6

(x,y) ~ w(x,y). D'altra parte, per una catena analitica qualsi~

si facendo ricorso alla (1.2.3) ed alla disuguaglianza triangol~

re, si ha

v
r ( .. , <"). 'lw ~.,~. ~J; J J

v
.Llw(f .(~~) ,f.(~'~)) ~
J; J J J J

; w(x,y). Quindi d (x,y) ; w(x,y) .
6

C.V.D.

LEt+lA 1.4. l. Le. appUc.az.wI'Ù o./'.omoJt6e. c.orLtJta.ggono .la. lU,e.wio-d:!:.

4ta.nza cU. KobaYMiU., e..wé pe.Jt ogI'Ù FeHoi. (O, Ol' wu.Ua

pe.Jt ogI'Ù x,Y e O.

Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione di pseudo-d~

stanza di Kobayashi, tenendo conto che ogni catena analitica in D

che congiunge x e y, definisce una catena analitica in Dl che

congiunge F(x) e F(y).
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In particolare si ha che:

a) ogni diffeomorfismo bio10morfo di D in D1, è una isometria

per entrambe le pseudo-distanze d
D

e dD1

b) Ogni F e Aut(D) è una isometria per dD

c) Se D ~----:> D1, d
D

(x,y) ~ dD(x,y),,
per ogni x,y e D.

COROLLARIO 1.4.1.

p~ ogni x,lj e V.

Dimostrazione. Sia f e Ho1(D,II). Dal 1el1l11a 1.4.1 segue che

per ogni x,y e D.

D'altronde dall'esempio 1.4.1

dll(f(x),f(y)) = w(f(x),f(y)), perciò

w(f(x),f(y) ~ dD(x,y) per ogni x,y e D.

Ciò implica che Sup{w(f(x),f(y)) f e Ho1(D,II)1 ~ dD(x,y) ,

ossia per ogni x,y e D.

Per conseguenza risulta

per ogni x,y e D.

C.V.D.

La pseudo distanza di kobayashi è estremale, nel senso precisato

da l seguente
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LEI+lA 1.4.2. Se. d' è. una. p6 eudo c:U6ta.YlZa 411 V :tale. che.

Dimostrazione. Sia (f.) '-1 e Ho1(4,D) una qualsiasi catena
J J - •... v

analitica congiungente due punti x e y di D.

Applicando la disuguaglianza triangolare e l'ipotesi del 1ef1111a,

si ha
v v

dO(x,y) ~ .1:
1

dO(f.(I;~),f.(I;'~)) ~ .1:
1

w(I;~.I;'~ ).
J= J J J J - J= J J

Pertanto dO (x,y) ~ dD(x,y).

C.V.D.

ESEMPIO 1.4.1 0.

Dimostrazione. Prendendo f: I; ---> I; risulta

(x,y e 4) .

D'altronde

LEI+lA 1.4.3. Le. app.U.c.a.z.w1Ù ol.omolt6e. c.ontJta.ggOYlO .e.a p6eudo c:U6ta.Ylza

cf.{. CaJta.:théodolty, uoé pe.Jt oglÙ F e Hol.IV,V
j

, iU..6u.e.ta.

pe.Jt oglÙ "1.., y e V.

Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione di pseudo distanza di

Carathéodory, tenendo conto che ogni f e Ho1(D1,4) definisce una

f' = f o F e Ho1(D,4).



- 17 -

In particolare risulta:

a) Ogni diffeomorfismo biolomorfo di D in 01, è una isome

tria per entrambe le pseudo distanze Co e CD'
l -----'=--

b) Ogni F e Aut(o) è una isometria per CD'

c) Se D \ > per ogni x,y e D

Anche la pseudo distanza di Carathéodory è estramale nel senso

precisato dal seguente

LEMMA 1.4.4. Se C' è u.na. pllem:lo-dM,to.nza..6u. V :t.a1.e che

C'(x,q) ~ w{6(x),6{q)J p~ ogni 6 e Hol(V,~1 e p~ ogni x,q e V.

Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione di CO'

ESEMPIO 1.4.2. Sia p una seminorma continua su E, e sia

B = (x e E : p(x) < l}. Per ogni x e B risulta
p p

CB (O,x)
p

= dB (O,x) = w(O,p(x))
p

Dimostrazione.

l o caso. Sia x e B con p(x) > O.p

La funzione olomorfa ~ .....---... ~x applica ~
p(x)

i n B ,
p

O t-----e> O e p(x) ,0---> X Perciò

CB (O,x)
p

~ dB (O,x) ~ w(O,p(x))
p
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Resta da provare che w(O,p(x)) ~ CB (D,x). Per il teorema
p

di Hahn-Banach, esiste una forma lineare continua À su E

tale che À(x) = p(x) e IÀ(y)l~p(y) per ogni yeE.

Perciò À applica B in ~ ,ossia À e Hol(B ,~) Ne segue
p p

che w(O,p(x)) =W(À(OlÀ(x) ) ~ CB (D,x)
p

2° caso. Sia x e B ,,{O} con p(x)=O.p

Per ogni t > l , consideriamo la funzione olomorfa

f t ~ ......, -..... t~· x

Questa funzione applica ~ in B
p

inoltre ft(O) = ° e

d
B

(D,x)
p

= dB (ft(O), f t ( : )) ~
p

l
w(O't ) =

l
= 2' log

l
+

t

l
t

---<>p ° per t --~p + 00 • Pertanto

CB (D,x)
p

= dB (D,x) = °= w(O,p(x))
p C.V.D.

Più in generale abbiamo

ESEMPIO 1.4.2'. Sia r > ° e sia B (x ,r) ={xeE p(x-x )<r) .
p o o

Per ogni xeB(x,r)
p o ri sulta
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CB ( )(x ,x)x,r o
p o

punti di D, si ha

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui ~l = ~2 = O.

Sia p: ( x ~ ------> R la norma definita dalla

O=6X6=B
P

1.4.2 abbiamo

2
= (y e ~ p(y) < l l, perciò applicando l'esempio

, ,
= max{w(O'~l)' w(O'~2)l. La conclusione, per il caso in cui

x = (~l'~2) ~ (0,0), segue dal fatto che il gruppo Aut(6) x Aut (6)

opera transitivamente su D lasciando invarianti CD e dO'

C.V.O,

PROPOSIZIONE 1.4.1. Le 6unzio~ CV: V X V ----->R
+

e
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Dimostrazione. Sia p una semi-norma continua su E.

Dato Xo e D, essendo D aperto, esiste l" > O tale che

B (x ,1") C D.
P o

Dal Corollario 1.4.1' e dal Lemma 1.4.1 segue che

:: dD(xo'x) :: dB ( )(x ,x)p xo,r o

d I altronde da Il' esempi o 1.4.2 I segue che

p(x -x)
d
B

(' )(x ,x) = w(O, _-=-0_.) . Pertanto le funzioni
x ,l" o l"

'p o

sono continue.

Inoltre per x ,y ,x,y
o o

in D si ha:

analogamente

in definitiva concludere affermando che le funzioni CD e d
D

so

no conti nuesu D x D.

C.V.D.

LEMMA 1.4.5. Se V ~ un dombuc l.<mUa..to cU E, a.Uo/ta Cv
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e dv de6.uw,c.ono la V la topo.tog.ia Jte1.a.tiva.

Dimostrazione. Sia x e De, per s > O, sia
o

Per provare il lemma 1.4.5 riferito a

che per ogni intorno U di x
o

dD' è sufficiente

in D esiste un s > O

provare

tale che

S(Xo' s) cV. Sia p una semi-norma continua su E e sia r > O

tale che B (x ,r) c U. Essendo D limitato, esiste R > O tale
p o

che D C B (x ,R). Dal lemma 1.4.1. e dall 'esempio 1.4.2' segue che:
p o

p(x-x )
dD(xo'x) ~ dB (x R)(xo'x) ; w(O, o

;

R
D o'

( ( ))2n+1 p(x-x )+00
l D x-x

=1: ' o o
>

n=O 2n+1 R . - R

Per ogni x e S(xo,s), con s = i ' risulta quindi

cioè S(x ,s) c: B (x ,r)o p o

con B (x ,r) C U. In modo analogo si opera per CD'
p o

C.V.D.

COROLLARIO 1.4.2. Softo.te UeJ.><le J..,rJo:J:.eJ.>J.. del. .temma 7.4.5.,

e.ntllambe .te ~eudo dJ..<\:J:.anze Cv e dV Mno dJ..<\:J:.anze.

DEFINIZIONE 1.4.1. Se dD è una distanza, D si dice iperbo1ico.
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PROPOSIZIONE 1.4.2. SeV è una vcuUwT c.ompfe6M o uno .6paZ-<'O

/l.I'la.U..Uco, ,(,pvtbo.uco, ci<. cUmeM.wne MiU..ta., aUOM. la. .tDpolog-i.a.

de6~ da dV è eqtÙvalerite aUa .tDpolog-i.a. Itet.a.tiva ci<. V.

Questo risultato è dovuto a Barth ( per la dimostrazione si può·

consul tare [lJ ).

ESEMPIO 1.4.4.

d = C = OE E

Dimostrazione. Considerando la semi norma p = O, si ha

Bp = E e quindi dall 'esempio 1.4.2 segue che dE = CE= O .

ESEMPIO 1.4.5. Se M è varietà complessa sulla quale opera

transitivamente un gruppo di Lie complesso G, allora dM = O (e

quindi CM = O) .

Dimostrazione. Per ogni p e M, consideriamo U intorno di p

tale ogni q e U stà nell 'orbita passante per p di un sottogru~

po complesso ad un parametro di G. Segue che per ogni q e U, esi

ste una F e Hol (~,M) con p/q e F([). Quindi

Siccome ogni coppia di punti p,q e M possono essere congiunti

con una catena di intorni del tipo U, applicando la disuguaglia~

za triangolare segue che dM(p,q) = O per tutti i p,q e M.

C.V.D.

OSSERVAZIONE 4.

Da un classico teorema di Bochner e Montgomery segue pertanto
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d = O per ogni varietà complessa compatta omogenea. Ad ese~.
M
d~l = O se ~1 è uno spazio proiettivo complesso o un toro

complesso.

Per trovare esempi in cui dO f CD consideriamo il caso in

cui D è una varietà complessa (di dimensione finita), ed esa

miniamo i rivestimenti (per le nozioni concernenti i rivestimen

ti cfr., ad esempio, [12J).

'"Sia rr: D------> D un rivestimento di D.

'"rr (xl = x . RUuUa.

LEMMA 1.4.6. S-Ulno '" '"x,y e D, ~ceg~o un x e D tale che

'"y e rr
_I

(y) }

Dimostrazione. Intanto, siccome rr è una applicazione che con
'"trae le distanze di D in D, risulta

'"y e rr
_I

(y) }

Supponiamo che esista una € > O tale che

'" '\" '" _l
dD(x,y) + € < inf{dÒ(x,y) y e rr (y)} (1.4.1 )

Dalla definizione di dO segue che esiste una catena analitica

congiungente x e y in D, la cui lunghezza è minore di

dD(x,y) + €, cioè esistono
l Il I II

~1'~1' ... ,~,~ e t.,
\) \)

f l , ... f e Ho1(t.,D)
\)

tale che "x,f.(C) =
J J

(j = 1, ••• \)-1) ,f (~") = Y
\) \)
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v
e .E l w (~~,(:) < dD(x,y) + E:. Poiché n é un omomorfismo 10-

J= J J

cale, scegliendo opportunamente la catena, possiamo definire una
'"catena analitica in D in guisa tale che

'" '" '" '" '"f. € Hol (6,0) (j = ... , v ) nO f. = fj,fl(~;) : X,
J J

'" '"
fj(~j) = f j +l (~j+l) (j=1,2, ... ,v-l) '"f(~")=y

v v
. Pertanto

(1.4.1) .

in contraddizione con la

C.V.D.

OSSERVAZIONE 5. Il lemma 1.4.6. non vale per Co

LEMMA l 4.7. Se V ha ~e~~ne 6~nita, altona V è ~p~bo-

'"Uc.o <I e, e 6O./'.0 <I e, V è ~p~bouc.o.

'"Dimostrazione. Sia D iperbolico, x,y € D tale che dD(x,y)=O.

'" _ l
Preso x € rr (X); per il lemma 1.4.6 esiste una successione

tale che lim d"'D(Y ,~) = O. Quindiv v
'"{y }

v
converge

'"
a x (infatti essendo dim D < 00, basta applicare la proposizione

1.4.2). Ne segue che

D é iperbolico.

'"X = rr(x) '"= lim rr(y) = limy =y.
v

Perciò

'" '" '"Sia ora D iperbolico, e siano x,y € D tale che dÒ(k,y) = O .
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"-e y = 7T (y) , è

Poiché 7T '" 'V 'V '" '"contrae le distanze, dD(7T(x),7T(y)) ~ dD(x,y) = O .

Siccome D è iperbolico, è x = y, ossia "- ."-x e y si trovano

sulla stessa fibra di 7T.

Tenendo conto della proposizione 1.4.2, consideriamo un intor

no U di x in D tale che 7T sia un diffeomorfismo di U su

"- "-
7T(U), con 7T(U) E-intorno di x in D rispetto a d

D
cioé

"- "- "-
7T(U) = {z e D : dD(x,z) < d. Essendo 7T(X) = 7T (y) , per provare

"- "- "- "-
dD(~'Y) = O, esisteche x = y basta provare che y e U. Essendo

"- "- "-
una catena analitica da x a y in D la cui lunghezza è minore

di E. Cioé esistono

~

~; ~" ... ,t; l C e 11 e f I ... , f e Hol (I1,D), tale cheI ' , ,v v v

fl(~;
"- f. (~':) =f. l (~~ l)

"-= x (j =1,2, ... ,v-l), f (C) = YJ J J+ J+ v v

v

e .El w(~ '. , ~ ':) < E. Si a t.
J= J J J

l'arco di geodetica da ~ '.
J

a c", .
J

"-
in 11 per ogni j = l, ... ,v. Indichiamo con t l'arco di curva

da
"- 'C
x a y in

"-
D, ottenuto dalle curve

Siccome t. (j = l, ... ,v) sono geodetiche in 11 e 7T o
J

sono applicazioni che contraggono le distanze, per ogni

f.(j=l, ... v)
J

"- "
z e t:

"- "- v
~ d"-D(x,z) ~ .Elw(~~,~~) < c.

J= J J
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~ ~

Quindi l = .(l) è contenuta nell 'E-intorno .(U) di x, e quindi

l è contenuta in
~ ~ ~

U. Pertanto y e U.
C.V.D.

ESEMPIO 1.4.6. a) Se D è un toro complesso di dimensione n,

il rivestimento universale di D è in. Quindi d
D

= CD = O .

b) Se O è una superficie di Riemann compatta

di genere ~ 2, il rivestimento universale di D è 6. Quindi

D è iperbolica.

c) Se D è la sfera di Riemann pl(~), è

dD = CD = O, come abbiamo già osservato.

d) Se D è una varietà compatta, CD = O per il

principio del massimo.

Vogliamo costruire ora esempi in cui O f CD f dD .

OEFINIZIONE 1.4.2. Sia D iperbolico. O lo diremo completo se

è completo rispetto a dD' cioé se per ogni x e D e per ogni

r > O la palla chiusa di centro x e raggio r è un sottoinsie

me compatto di D.

Ad esempio, la distanza di Poincaré in 6(0 in .+) è completa.

La definizione data è equivalente a quella usuale in termini

di successioni di Cauchy, ciò però non vale in generale per una di

stanza qualsiasi.

PROPOSIZIONE 1.4.3. Se V ha ~ené~one 6~~. allo~ V
~

è ~peJtbol-i.co COMpleto, <I e e oolo <I e, V è -i.peJtbol-i.co completo.

~

Dimostrazione. Sia D iperbolico completo. Dal lemma 1.4.7. D
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è iperbo1ico e per la proposizione 1.4.2 la topo1ogia definita

da do è equivalente a quella relativa di D.

Fi ssa to '" '"xeD,sia '" '" '" "'('" "')Br = {y e D : dO x,y ~ r} la palla di

'"centro x e raggio r. Sia B
r

la palla di centro '"x=n(x)eD

e raggio r per dO' Dal lemma 1.4.6, '"abbiamo B C TI(B ) perr r+E

E > O. D'altronde essendo '"D completo, Br+E
sarà compatta per

cui la palla chiusa B sarà pure compatta. Pertanto
r

D è completo.

Sia ora D iperbo1ico completo. Proveremo che D è completo

in termini di successioni di Cauchy. Consideriamo dunque una succe~

sione '"{x.} di Cauchy in
l

'"D. Poiché n contrae le distanze,

allora '"(n(x.)} è una successione di Cauchy in D, e quindi
l

'"(n(x.)} converge a un punto x e D. Sia U un 2 E-intorno di
l

X in D con E > O sufficientemente oicco10, allora TI induce
_1

un omeomorfismo di ogni componente connessa di n (U) in U •

Sia N un intero tale che per ogni i > N, ove

U' è l'E-intorno'di x in D, ne segue che ogni punto fuori di U

è almeno a distanza E da '"n(x.) . Indichiamo con U. la compone~
l l

_1
te connessa di TI (U) contenente ~i' Facciamo vedere che per

ogni i > N,le pa11 e sono contenute negli

'" '" '" '" '"U. . Sia Yo e D con di)(x i ,yo) < E, allora esiste una catena
l

• '" '"ana 1iti ca { ~1' ... , f } da x. a Yo di lunghezza minore di E ,
v l
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\l

" (c' c")'"lWS.,S. <E.
J = J J

Indichiamo con i.
J

l'arco geo-

'" '" '"de ti co da ~ ~ a .; I~ e con i la curva da x. a Yo ottenuta
J J l

-dalle curve f l (il) . . . f (i ) in D. Dalla costruzione fatta
\! \!

'"
segue che i = rr(~)

"in U. Pertanto i

è contenuta nell 'E-intorno di

è contenuta in U. e quindi
l

e qui ndi

Ora

'" '" '" '"detto x i l punto di U. con rr (x) = x, la successione {x. }
l l

'"converge a x
C.V.D.

ESEMPIO 1.4.7. Sia
,.

= Ll'IO}. Per il teorema di estensioneLl

di Riemann C • = CLl Qui ndi C ,. non è completa.Ll Ll

D'altronde
,.

iperbolico completo. Infatti l'applicazioneLl è

+ ,.
p : rr ---> Ll +rr come

rivestimento a infiniti fogli di

Siccome +rr è iperbolico completo, per la proposizione 1.4.3.
,.

Ll è iperbolico completo.

In definitiva +Ll è un esempio per cui:

EsnlPIO 1.4.8. Per a,b in Il, a f b, Il \la,b} è iperbolico

completo, (cfr. [4J pago 61)

TEORE'1A 1.4. l. S.w. D un domù'lio .i'..ùnUIU:o d..i. E !>pa.zio d..i. Banaeh

eomp~eMo. Se D è omogeneo (-i. e. Au.t{D) è -Vul11!>-U<.vo) a.U.('J[a. Cv
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Questo risultato dovuto a J.P.Vegué (cfr. D~ pago 279) vale

anche per domini limitati in spazi vettoriali complessi di

Hausdorff, localmente convessi, localmente limitati e completi

per successioni (cfr. [14J prop. 2.4.) .

§ 1.5. APPLICAZIONI.

Le distanze di Carathéadory e di Kobayashi hanno suggestive

applicazioni a11 'analisi complessa ed a11 'analisi funzionale. Ne

indichiamo alcune, rinviando per maggiori dettagli, nonché per

altre applicazioni, a [13J , [14J ,[4J .

I) TEOREMA DI PICARD. Og~ app~caz~one olomo~oa o ~ ~ ~ '{a,bi

con a,b e ~, a I b, è una app~caz~one co~tante.

Dimostrazione. Sia D = [ .... (a,b}, e sia f e Hol([,D)

Dal lemma 1.4.1 segue che, per x,ye [,

dO(f(x),f(y)) ~ dd(x,y) = O . Poiché D é iperbolico (esempio 1.4.8)

risulta f(x) = f(y) per ogni x,y e [ e quindi f é costante.

Questo é il cosiddetto "piccolo" Teorema di Picard.

GRANDE TEOREMA DI PICARD. Se 6 è una appLi-caz.i-one o/'.omMOa eLi

: O < Ii; I l
(i; e li < R) --<> l' (<I:) {3 pu.~}, aLl'.oita 6 può eMeJte

~.t~a a una app~.caz~one otomoitna ~ (i; e ~ Ii; I < R) --> pl II!' I .

Questo teorema può essere dimostrato ancora mediante le distan

ze di Kobayashi. Si veda in proposito la monografia [4J
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Tale teorema è un caso particolare del seguente problema generale:

S-Ù! X una vaJUe.tà c.omptu/.)a e Y una /.)OUovaJUe.tà .{.pVtbouc.a !t~

fativamefrte c.ompaUa. va.ta 6 e Hot ({E: e lÌ : O < IE: I < Rl, Yl , è

po/.)/.).{.b.{..te u~endVte 6 .{.n un e.temefrto d.{. Hot({E: e [ lE:I < R},XI?

La risposta è affermativa solo in casi particolari. Si veda in prl!.

posito la monografia [4J .

II) AUTOMORFISf11 DEL DISCO UNITA' IN CERTI SPAZI DI BANACH.

Sia (M,=,~) uno spazio di misura. Cioè M sia un insieme, _

una a-algebra di sottoinsiemi di M, e ~ una misura positiva

su

Sia l
E=L(M,=,~)e B la palla unitaria aperta

B = {x e E : Il x Il = f Ix Id~ < l}
M

Se ~~ = {a}, E può essere identificato col piano complesso.

E può essere ident~

?
B = ((E: 1 ,E: 2 ) e [- : lE:ll + IE::!I ' 1)

Se M= (a, b) con ~ (a) = ~ (b) = l, a11 ora

2ficato con ([ e la palla

TEOREMA 1.5.1. Se d.{.maE> 1, ogn.{. a~mo!t6.{./.)mo otomo!t6o d

cii. B .tMc.-Ùl 6.{./.)!.>a t' oJt.{.g.{.ne (e quÙtd.{. , pVt .{..t ~eo!tema d.{. H. CM

~n. 6 è ta !tu~z.{.one a B d.{. una .{./.)omeJ:JUa uneMe d.{. E /.)u

d.{. /.)é).

Il teorema 1.5.1. trovasi in [13J

Per M= {a,b} e quindi per

to provato da Kritikos nel 1927.

2E = lì il teorema 1.5.1 è sta
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I l ri sultato de l teorema 1.5. l è conseguenza di al cune prQ

prietà per le distanze di Kobayashi e di Carathéadory in do

mini di spazi di Banach complessi. Nella dimostrazione si uti

lizza la nozione di curva geodetica complessa in B: sia

g : ò

ra

.. B una applicazione olomorfa tale che g(O) = x ,
o

allo

se vale l'uguale Der ogni ~ e ò,

geodetica complessa per x
o

per ogni

y = g(ò) si dice curva

Per ogni x e B, x f. O, l'immagine di ò per l'applicazione

l i neare • --'~~ X

Il xIl
è l'unica curva geodetica com

plessa per O contenente x.

Il teorema 1.5.1 vale anche per

Per p = 2 il teorema non vale in quanto il disco unità aperto

di ogni spazio di Hilbert è omogeneo.

§ 1.6. METRICHE DIFFERENZIALI DI KOBAYASHI E DI CARATHEODORY.

Con le stesse notazioni del §1.4 sia D un dominio di E.

Le considerazioni che seguiranno si estendono al caso in cui

D è una varietà complessa. E è allora lo spazio tangente a D

in x.

LEMMA 1.6.1. D~o x e D,

e 1 e Il We eh e h I~ I = x
o

v e E, ~ e ò, U-u>.wrlOo
edh{~IT=V.

o

h e Holiò,D'
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Dimostrazione. Per ogni intorno aperto U di x in D, esi

ste una seminorma continua p su E tale che B (x,l) c U.
P

Se p(v) > O, prendiamo k e Hol(~,E) definita da

E,
k(E,) ; x + -p-7(--;v)~ v

Risulta k(ò) C U e quindi k
1ò

e Hol(ò,U). Inoltre k(O); x,

dk(O)p(v) ; p(v)k' (O) ; v. La funzione h definita da

h(E,)

2
e il vettore T; p(v)(l - 1E,01 ) verificano il lemma, nel ca-

so p(v) > O.

Se p(v); O, basta prendere la funzione h e Hol(ò,D) defini

ta da

h(E,);x+

2
con T; (l -lE, I)

o

- E, E,
o

v (E,eò),

C.V.D.

Dal lemma 1.6. l segue che ha senso porre

X(x,v) ; i nf <T>
E,

(1.6.1)
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dove l'estremo inferiore è preso su tutti i T e tI, ~ e 11,

h e Ho1 (I1,D) con h(~); x e dh(~) T; V.

Siccome 11 è omogeneo e gli elementi di Aut(l1) sono isometrie

per la metrica di Poincarè, possiamo mantenere ~ e 11 fisso nel

la (1.6.1). In particolare scegliendo f;; D, abbiamo

X(x,v); inni,,:: "e tI, h e Ho1(I1,D),h(D) ; x, dh(D)T; v) .

La funzione

)(:DxE --C> R
+

si chiama metrica differenziale di Kobayashi in D.

Sia h e Ho1 (I1,D) una funzione che verifichi il lemma 1.6.1,

e sia 9 e Ho1(0,11). Allora

Siccome goh e Hol(1,11), dalla 2) del lemma di Schwarz-Pick

(cfr. § 1.2) segue che

idg(x)vl

------,,- ;
2

1 -Ig(x)
------<

2 '
l -Igoh(r, )1

o
1 - l' f;

o'

cioè
< dg(x)v>g(x) <

per ogni funzione h e Hol (6,0) che verifica il lemma 1.6.1.
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Quindi

< dg(x)v>g(X) ~ X(x,v) per ogni g e Hol(O,6).

Pertanto il numero y(x,v) e R definito dalla
+

y (x ,y) sup{<dg(x)v> ( ) : g e Hol(O,6)lg x .

verifica la disuguaglianza

y(x,v) ~ X(x,v)

e perciò è finito.

(x e D,ve E) (1.6.2)

La funzione y : D x E ----> R
+

si chiama

metrica differenziale di Carathàodory in O.

Per a e lt:

X(x,av) = laIX(x,v) e y(x,av) = lal y (x,v) .

Inoltre, per vl ,v
2

e E :

(non si sa se una simile disuguaglianza vale anche per X).

PROPOSIZIONE 1.6.1. C:;n V d··~' E
-~ 7 un OI1U.YUO lU l' PV1. ogrU

F e Hoi (V. V) J, )( e V. co e E. JÙéuUa

kO (F(x),dF(x)v) ~ Xo(x,v) e YO (F(x),dF(x)v) ~ YO(x,v) .
l l
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Dimostrazione. Segue banalmente dalle definizioni.

In particolare, se F e Aut(D), allora

Esn1PIO 1.6.1 Sia E = Ir , D = 6. Presa g ~ >--> C è

y 6 (~ ,T) ~ q> =--2
~ H~l

Poichè dg(~h = T, è anche

Quindi dalla (1.6.2) abbiamo

(1.6.3) .

In generale per "'R = {~ e a: : I~I < R} abbiamo

Y, (~,T) = K (~,r) =
uR 6 R

R!'r I
2 2 ,(~ e 6 R ' 't. e IL)

R - I~ I
(1.6.3')

LEMMA l .6.2. S~a p una ~em~no~a cont~nua ~u E e

B B (0,1) = (x e E : p Ix I < 7) . AUOfla
P P

YB (O,v) = MB (O,v) plv)
p p

p~ og~ v e E.
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima p(v) > O. Per il teorema

di Hahn-Banach esiste una forma lineare continua À su E tale

che

À(v) = p(v) e IÀ(y)1 ~ p(y) per ogni y e E.

Quindi À e Ho1 (B ,li) . Sia h li ----1> B definita dalla
p p

~h(q =---'~
[l(v)

dh(O)p(v) = v.

v , è h e Ho1(1l,B ) , h(O) = O, h(p(v)) = v e
p

Da 11 a 1. 6.3 e da 11 a propos i zione 1. 6.1 segue:

p(v) = Yll(O,p(v)) = Yll(À(O),À(v)) = Yll(À(O),dÀ(O)v) ~ YB (O,v) ~

p

~ KB (O, v) = .l<B (h (O) ,dh (O) P( v)) ~ Kli (O ,P(v)) = p(v) .
p p

Quindi Y
B

(O,v) = XB (O,v) = p(v)
p P

Consideriamo ora il caso in cui p(v) = O. Sia t > l, e sia

ht e H01(1l,Bp) definita da ht(~) = t ~ v. Allora

YB (O,v)
p

~ ICB (O,v)
P

1
= t '

1ma t ---> O per t ----->+00 , perciò Y
B

(O,v) = X
B

(O,v)=p(v)=O
p p

C.V.D.
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R > O, pos to B (O, R) = (x e E
p

p(x) < R) abbiamo

p(v)
R

per ogni v e E. (1.6.4)

2
ESEMP I°1.6.2. Per (~]' ~ 2) e °= ò x ò, (T l ,T 2) e li s i ha

max«i [> ,

~l

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui ~l = ~2 = ° .
Sia p li x li ------> R la norma così definita:

(~,6 2) >-1----t'I max{ 16 1 1,16 2 1) .

2

Chiaramente D = ò x ò = B = Iy e II o(y) < l), perciò
p

dal lemma 1.6.2 abbiamo

= max{l T11,j T21) = max ( <T]> , <'2> )o o

La conclusione, per il caso in cui (~]'~2) F (0,0) segue dal

fatto che il gruppo

do i nvari anti

Aut(D)

X
D

.

opera transitivamente su

C.v.O.

D lascian
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LEMMA 1.6. 3. S~no V e V I domùù itM pe-tUvament.e eLi. E ed

E, • Pe!l (x,x l ) e V x V) e (v,v)1 e E x El itMufta

Xv xV) I (x, X I ) , (v, \') ) ) = m,n {KVlx,vl , XV) Ix ,v))}

Dimostrazione. Siano F ed FI le proiezioni di D x DI ri-

spettivamente su D e DI . Dalla proposizione 1.6.1. segue

e

Perci ò

(1.6.5)

Sia h e Hol(ò,D) tale che

h(O) = x e dh(O)T = v (hl (O) = xl

con Te ~ (TI e (). Applicando ancora la proposizione 1.6.1 e

successivamente l'esempio 1.6.2, abbiamo

Passando quindi agli estremi inferiori abbiamo



- 39 -

)(oxOI((x,xd(v,v l )) ~ max {)(O(x,v),XOj(xpv l )}

Oalla (1.6.5) e dalla (1.6.6) risulta

}(OXO
I
(x,x l ), (v, VI)) = max{J(O(x,v) ')(0

1
(xpv l ))

(1.6.6)

C.V.O.

LEMl-lA 1.6.4. PVt ogIU. pO, u.u,;l:e. un .ùLtoJtno V di. {O,O)-<.n

B (O,RlxE :tale. ehe.
p

XB IO R) (x,v) < E
p ,

pVt ogIU. ix,v) e V .

Oimostrazione. Consideriamo l'intorno V = Bp(O, ~ ) x Bp(O, R:)

defi nita da 11 a

e v e B (O,
p

R • E
4 ) la funzione f e Hol(tI,E)

applica ti

2~
f(~) = x + ----- v

E

in B (O,R). Siccome f(O)
p

E
= x e df(O) 2 = v,

dalla proposizione 1.6.1 abbiamo

E E
XB (O,R) (x,v) = KB (O,R)(f(O),df(O) 2 )~ KtI(O, --2--)=

p p

E
-< E

2

C.V.O.

LEMMA 1.6.5. S-ia V un dorrU..nA..o di. E. PVt ogIU. x e V

YV(x,.lè una ~enU.noJuna eon.U.YlUlI ~u E. Se. V è~, e. ~e. p

è una ~ enU.noitma eo n.U.nua ~u E :tale. ehe. B (x, R) C V pVt un
p

R> O e. un x e D, ail'.oJta YV1x,·) è una ~enU.noJtma e.qLÙVaJ.e.n:t:e.

a p.
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Di mos traz ione. Per x e D, esiste una semi norma continua

p su E e un R > O tale che B (x ,R) C O. La tras1azionep

che porta y in x+y , applica B (O ,R) in B (x,R).
P P

Applicando la proposizione 1. 6.1 e 1a relazione (1.6.4), ab-

biamo = 'i B (O R) (D,v) =
P ,

~
R

per ogni v e E, cioè

p(v)
R

per ogni v e E.

perciò 'io(x,·) è effettivamente una seminorma

continua su E.

Sia ora D limitato. Allora per ogni seminorma continua p

su E esiste un R' > O tale che D C B (x,R') con x e D,
p

quindi per la proposizione 1.6.1 risulta

p(v)
R' per ogni v e E .

D'altronde se D è tale che esiste un R > O per cui

B (x,R) C D, allora vale
p

p(v)
R

per ogni v e E.
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Perciò abbiamo

p(v)
R'

p(v)
R

per ogni v e E,

cioè YO(x,·) è una seminorma equivalente a p.

C.V.O.

§ 1.7. METRICHE INTERNE

Ricordiamo la no;zione di metrica interna, rinviando per maggi~

ri dettagl i a W. Ri now [7J.

Sia X uno spazio metrico connesso con una pseudo-distanza d.

Data una curva a: [a,b] --+ X, la sua lunghezza è per definizio-

ne

L(a) = sup L.d(a(t. l),a(t.))
J J - J

dove l'estremo superiore è preso rispetto a tutte le suddivisio

ni di [a,b].

La curva a si dice rettificabile se L{a) < 00

Lo spazio X si dice finitamente connesso per archi se ogni

coppia di punti può essere congiunto da una curva rettificabile.

Definiamo su X la pseudo-distanza

te l a

d'(x,y) = inf L(a)

d'indotta da d, median

dove l'estremo inferiore è preso rispetto a tutte le curve retti

ficabili che congiungono x e y.
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Per la disuguaglianza triangolare è

d(x,y) ~ d'(x,y) .

Se

d(x,y) = d' (x,y) per ogni x,y e X,

d si dice pseudo-distanza interna.

LEM~1A 1.7.1. S-<.a. V un dom'<'nio d.<. E loppulte una vi1!Uw co~

ple.oòa conne.oòal. La 6unz.<.one Yv : V x E ~ R+ Iyv : V x TIVI ~ R+I

è localmente UpòcWz-<.a.na.

Dimostrazione. Omessa.

LEMMA 1.7.2. p~ un V come ne.! lemma p~ecedente, la 6unzione

IK : V x TIVI ~ R I
+

mente.

Dimostrazione. Omessa.

Per la dimostrazione del lemma 1.7.1 e del lemma 1.7.2 si

ri nvi a il lettore a [14J

Preso D come nei due lemmi precedenti, sia l una curva dif

ferenziabile a tratti in D, e sia o: [a,b] ---t- D una rappre

sentazione parametri ca differen~iabile a tratti di l .

Per il lerrrna 1.7.1 possiamo definire la "lunghezza" di l ri

spetto a con
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b

!YO(a(t);a'(t)) dt.
Cl\..

Siccome YO(x,av) = lahO(x,v) ,L/t) non dipende dalla ra.e.

presentazione parametri ca differenziabile a tratti a.

Il dominio D, essendo connesso e localmente connesso per ar

chi, è connesso per archi. Quindi comunque prendiamo x e y in

D, questi si possono congiungere con una curva differenziabile in

o.

Per x,y e D, definiamo

'C

Co(x,y) = inf Ly(i)

dove l'estremo inferiore è preso rispetto a tutte le curve diffe

renziabili che congiungono x e y in O. Dalla continuità di

YO(cfr. lemma 1.7.1) segue che ciò è lo stesso che fare l'estre-

mo inferiore rispetto a tutte le curve differenziabili a tratti
'C

che congiungono x e y. Quindi Co è una pseudo-distanza.

Per ;1,S2 € t:, , applicando la (1.6.3), abbiamo

'C b b
Ct:, (f;1 ,f;2) = inf f Yt:,(a(t),a'(t))dt = inf f < a'(t) >a(t)dt = w(f;1'f;2 ).

a a

ossia
'C

Ct:,(;1'f;2) = w(f;1'f;2) = Ct:,(f;1'f;2)

Quindi per ogni f e Hol (D,t:,) e per ogni curva differenziabi le a
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tratti t congiungente x e y in D, dalla proposizione 1.6.1,

abbiamo

w(f(x) ,f(y)) = CtI (f(x) ,f(y))
b

~ f ytI(f(a(t)),f'(a(t))'a'(t))dt ~

a

b

~ f yD(a(t),a'(t))dt. Prendendo l 'estremo inferiore rispetto a
a

tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e y

i n D, s i ha

w(f(x),f(y)) ~ CD(x,y)

Prendendo ora l'estremo superiore rispetto a tutte le

f e Hol (D,ti) si ha

Abbiamo visto che due punti x e y in D si possono con

giungere con una curva differenziabile l, espressa da una funzio

ne differenziabile a : [a,b] -+ D. Per il lelllTla 1.7.2 possiamo

definire la lunghezza di l rispetto a )(0 con

b
LX(l) = f\(a(t),a'(.t))dt

a

Siccome kO(x,av) = !aIKO(x,v), L)((.e) è indipendente dalla

rappresentazione parametri ca differenziabile a.

Per x,y e O definiamo
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'V

d
D

( x ,y) = i nf L
K

(i )

dove l'estremo inferiore è preso rispetto a tutte le curve dif

ferenziabili che congiungono x e y in D. Dal lemma 1.6.4

segue che ciò è lo stesso che fare l'estremo inferiore rispetto

a tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e y
'V

in D. Quindi dD(x,y) è una pseudo-distanza.

Si dimostra (cfr. Teorema 7.4 di [14J) che

per ogni x,y e D.

cioè la pseudo-distanza di Kobayashi è la forma integrata di XD,

Tale risultato mostra che d
D

è ura distanza inter.na se D è

iperbolico.
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C A P I T O L O II

DISTANZE INVARIANTI NEI CONI CONVESSI.

§ 2.1. DISTANZE "TIPO-KOBAYASHI" E "TIPO-CARATHEODORY" .

Le estensioni delle distanze di Carathéodory e di Kobayashi,

possono essere "schematizzate" come segue:

Per definire distanze "tipo-kobayashi" o "tipo-carathéodory" su

un insieme Q, è necessario disporre anzitutto di:

il Uno spazio metrico ~

assegnato un semi gruppo

con distanza dò ' per il quale sia

S di applicazioni: ò -+ /) (per l 'op~
~

razione di composizione di funzioni) dotato di identità, e per il

quale valga un "lemma di Schwarz":

Per ogni f e S~, risulta

Sono dati inoltre:

ii) Una famiglia A di applicazioni f: ò -+ Q

possono realizzare "catene analitiche" cioé:

con l e qua l i si

dati x,y e Q, esistono v e ~

con f l (ti) ~ x f .(t ".) ~ (t' )~ ,. l . l
J J J+ J+

(j l, ... ,v-l) , f (t") ~ y.
v v

La famiglia A deve essere invariante per composizione a sini

stra con gli elementi di S
ti

iii) Una famiglia B di applicazioni h: Q -+ ò, invarianti per

composizione a destra con gli elementi di Sò



- 47 -

iv) Un semi gruppo 5 con identità di applicazioni(l

g : (l ~ (l tale che per ogni g e 5(l' h e B, f e A: h o g o f e 5ò'

In queste ipotesi si definiscono una pseudo-distanza "tipo

Kobayashi" d(l e una pseudo-distanza "tipo Carathéodory" C(l in

(l , le quali verificano le proprietà:

per ogni x,y e (l, per ogni g e 5(l

per ogni x,y e (l e per ogni g e 5(l'

per ogni x,y e (l e per ogni g e S(l'

c (x,y)(l per ogni h e B e per ogni x,y e (l.

IV) Se n = ò C e(l coincidono con dò

Di scuteremo un esempio, cos truendo delle metriche invarianti

in coni convessi (l.

5ia ò = R* i l gruppo moltiplicativo dei numeri rea l i positivi,
+

con la misura di Haar t-ldt .

Per ogni *t"tz e R definiamo distanza
I +

a(t
l

, t
Z

) la misura

dell'intervallo determinato da t l e t z' cioé

t 2

log (Z.1.1)
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LEMMA 2.1.1. ("Lemma di Schwarz"). PVt ogn-<. a.ppfua.z.wne a.6i)'<'ne

6 : R + R tale che •cR
+

e pVt ogru.

Se Il •è una. ~taz'<'one det g~uppo mott.<.pt.<.ca.t.<.vo R
+

vale

il <legno d.<. ugua.gwnza. '<'dei'LUca.men-te. Se vale il <legno d.<. ugua.

gwnza. pVt una. copp.i.a. tI' t 2 d.<. pui'LU fu tii'LU , 6 è una. tM

a.a.z.wne.

Dimostrazione. Una funzione affine f: R + R che applica

R- in R- è del tipo f(t) = at + B con a ~ O, B ~ O, a + B > O.
+ +

Supponiamo t 2 > t] , allora

Poichè log è una funzione crescente segue che o(f(t2 ),f(t]) ~

•f è una traslazione nel gruppo R , allora B=O
+

Viceversa se vale l'uguaglianza per due punti t] ,t2 , tl~ t 2 ,

è B = O e quindi f è una traslazione.

C.V.D.

Sia E uno spazio vettoriale reale localmente convesso di

Hausdorff, e n un cono (i.e. se x e n allora t x e n per

ogni t > O) convesso aperto di E, n ~ {Ol.
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Sia A = {f e Aff(R,E) cioè

A = {f f(t) = tv + w

f(t) e li

con v,w e E tale che

per t > O} .

Vale la condizione ii), cioè due qualunque punti

possono congiungersi con una "catena affine".

x ,y i n li

Usando le stesse notazioni di ii), definiamo una pseudo-dista~

za "tipo-kobayashi" con

dll(x,y) = inf{o(t;,t,f)+ ... + o(t>t~)} per ogni x,y e li

dove l'estremo inferiore è preso su tutte le possibili scelte

Sia B = {h e Aff(E,R) : h continua, h(lI) C R*} .
+

Definiamo una pseudo-distanza "tipo-Carathèodory" con

c (x,y) = sup{o(h(x) ,h(y)) : h e B)
li

per ogni x,y e Q.

Naturalmente ClI è una pseudo-distanza se CQ(x,y) < 00 per

ogni x,y, e li.

OSSERVAZIONE l. Il cono convesso li, essendo aperto, verifica

la seguente condizione:

Se x e Q, e se r è una retta affine di E tale che x e r e

rlìn contenga una semiretta, allora c'è una semiretta

in rlìn e contenente x nel suo interno.

r contenuta
x
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PROPOSIZIONE 2.1. l. R~utta

Dimostrazione. Preso •Q = R , utilizzando le notazioni della
+

definizione di d
Q

, dal lemma 2.1.1 e dalla disuguaglianza

triangolare segue:

v v
';:la(t~,t':) ~';:la(f.(t~),f.(t':)) > a(f](t]'),f (t" )) = a(x,y) .

J= J J J= J J J J v v

Quindi dR. (x,y) ~ a(x,y) per ogni
+

•x,y e R .
+

D'altro canto scegliendo nella definizione di

v = l, tI = x, tI = y, f](t) = t, abbiamo

d (x,y),
Q

dR.(X,y) < a(x,y)
+

per ogni R
•

x,y e
+

C.V.D.

LEMMA 2.1.2. C è una p!.>e.udo-d~.ta.nza e. ~no-UJr.e.
;)

p~ og~ x,y e Q .

Dimostrazione.Utilizzando le stesse notazioni delle defini-

zioni di d e C , per ogni h e B, h o f. è una funzione
Q Q J

affi ne di R in R che applica R" i n R* Qui ndi da l lemma
+ +

2.1.1. segue . a(hof .(t'.), hof . (t': )) < a(t'.,t'~) per j = 1. .. v..
J J J J J J

D'altronde dalla disuguaglianza triangolare segue:
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v v
.Ila(t~,t':) >.Ila(hof.(t~),hof.(t':)) ~ a(hofl(ti),hof (tU)) ~
J= J J 'J= J J J J v v

= a(h(x) ,h(y)), pertanto d (x,y) ~ a(h(x) ,h(y)) .
r.

Prendendo l'estremo superiore rispetto a tutte le h e B,

abbiamo

per ogni x,y e r..

C.V.D.

PROPOSIZIONE 2.1.2.

CIR* = a = d *
+ R+

Dimostrazione. Preso r. = R*, l'applicazione identica di Il
+

in R è un elemento di B. Quindi dalla definizione di Cr. se

gue che

CR*(x,y) ~ a(x,y)
+

per ogni e R*x,y
+

D'altro canto, dalla proposizione 2. l . l e da l lemma 2. l .2, abbia

mo

CR*(x,y) ~ dR:t(x,y) = a(x,y) per ogni x,y e ,,*
++ +

Pertanto CK(*(x,y) = dR*(x,y) = a(x,y) per ogni x,y e R*
++ + C.V.D.

PROPOSIZIONE 2.1.3. S~a r.. un eono eonVeh~o ap~ ~n E
j j

(~pazio ve;t;totr.J..a-R.e Ite.a..te .toea.f.meme eOnVehM eli HauMolt66) eon

j ~ 1,2, ~e F è una app~eaz~one a66~ne eo~nua eli El + E
2

eon F(n l ) c r. 2 , a.t.e.olta ~u.e.ta
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d (x,y) ~ d (F(x),F(y))
Q] Q2

peJt og.u x ,y € Q •

c (X,y) ~ C (F(x),F(y))
Q] Q2

C
Q

Dimostrazione. Segue banalmente dalle definizioni di dQ e CQ

(stesso discorso fatto per i lemmi 1.4.1 e 1.4.3).

OSSERVAZIONE 2. Osserviamo che il lemma 2.1.2 è la proprietà I),

la proposizione 2.1.2 è la proprietà IV), la proposizione 2.1.3 è

la oroprietà II). Per la proprietà III):

segue dalla definizione di

per ogni
,.

f € A e per ogni t], t" € Il ,
+

a(h(x),h(y)) ~ CQ(x,y) per ogni h € B e per ogni x,y € Q,

segue dalla definizione di CQ

ESEMPIO 2.1.1. Se Q = R = E, abbtamo

e quindi CR(x,y) = O per ogni x,y € R.

Dimostrazione. Siano x,y € R. Per ogni

esiste una funzione affine f: R + R tale che f(t]) = x e
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Pertanto

ma tende a zero quando t 2 tende a t l , quindi

dR(x,y) = O per ogni x,y e R.

C.V.D.

ESEMPIO 2. 1.2. (cfr. [15J)

y = (ypY2) in n, x cf y, abbiamo:

dn(x,y) = max{o(x j ,y: ),o(x2 'Y2)} se la retta individuata da x e y

i ncontra n i n una semi retta,

se la retta individuata da x e y

incontra n in un segmento finito.

ESEMPIO 2.1.3. Se n = E = R x R, risulta d~ (x,y) = O e

quindi Cf(' (x,y) = O per ogni (X,X) e R x R.

Dimostrazione. Siano x = (X I ,X 2) e y = (Yj'Y2) in R x R.

Siano F] e F2 applicazioni lineari continue di R -+ R x R defi-

nite dall e

Applicando la disuguaglianza triangolare, la proposizione 2.1.3 e

l'esempio 2.1.1, abbiamo



- 54 -

Quindi dR' (x,y) = O per ogni (x,y) e R x R .

C.V.D.

Più in generale, per ogni spazio localmente convesso e di

Hausdorff E, abbi amo (cfr. [15J)

§ 2.2. APPLICAZIONI.

DEFINIZIONE 2.2.1. Il cono n dicesi regolare se la sua chiu-

sura n non contiene rette.

Valgono inoltre i risultati seguenti.

PROPOSIZIONE 2.2.1. (cfr. [15])

Se il cono COllVeJ.>.60 apeJt.to n è Jz.ego.taJte aLtoM C
n

e d
n

60no fu.ta.nze. V.iceveMa .le. C lo d } è u.na cU6.ta.nza, aUoJz.a
n n

n è Jz.ego.taJte.

PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3]) .

La topoiog.{a Jz.dativa d.{ n .<.n E è equ..i.va..f.en.te aLta topo./'.og.{a

de.6'<'ru:...ta da C o dr> ,6e, e .6O./'..ta.n.to 6e., tufte../'.e 6ez'<'0n.{. p.{aYle d.i.
[l "



- 55 -

(J hanno apeJt-tu!Le. uYÙ6oJtme.me.rLte. ~e. uoé <le., peJt ogl'U x € (J

e.d O!lYÙ unKnoJtma c.ortU.nua p <lU (J e.-6,ù,te. una c.O<ltarLte. k. > O

me. c.he. {l! € E : p(X-l!1 = k.} t (J

IL CONO DEGLI ELEMENTI HERMITIANI POSITIVI.

Sia A un'algebra di Banach complessa con elemento identico e,

cioé A é un'algebra complessa in cui é definita una norma I I I I

rispetto alla quale A é di Banach ed inoltre è verificata la prQ

prietà Ilx'yll ~ Ilxll'llyll per ogni x,y € A.

Ricordiamo che per ogni x e A lo spettro di x, Spx, è l'insie

me {l € [ : x -le non è invertibile}.

Supponiamo ancora che in A sia definita una involuzione continua

* rispetto alla quale A sia simmetrica, cioé sia definita una.,
appl icazione *: x ...-,---.x continua di A in A tale che:

., * *(x+y) = x +y * *(l.x) = À x

* * *(xy) = y x per ogni x,y e A e À € a;

(b) ogni elemento della forma '"e + x x è invertibile.

Siccome A

e solo se,

ammette l'elemento identico,
., . (x-I)'"x lnvertibile e

x è invertibile se.

Poiché * .,-(x-le) = x -le per ogni À € n, si deduce che *Spx =Spx

Questo fatto impl ica che l'involuzione ., è hermitiana, Cloe ogni

elemento hermitiano di A(he A, h hermitiano<def>h*=h)ha uno spettro

reale.



Sia E = H
A

i l
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sottospazio reale di tutti gli elementi her-

miti ani di A. HA è un sottospazio chiuso di A in quanto l' invo

luzione * è continua.

Un elemento h e HA è detto positivo, " h ~ O" se Sph c R+ .

Sia no il cono degli elenti hermitiani positivi di HA' Essen

do A simmetrica se h.:: O, k.:: O allora (cfr. (6) lemma 4.7.10

pago 234) h + k > O. Quindi il cono u è convesso.
o

Sia n la parte interna di no per la topologia in HA'

Facciamo vedere che n è il cono convesso aperto degli elementi

hermitiani strettamente positivi. Intanto se h e n con OeSph
o

a11 ora l
h + ~ ; infatti siccome y = h - - e +n per ogni int~

n n o

ro n > O, segue che non esiste un intorno di h = lim y contenun -

to in n . Sia ora h e n con O +Sph, siccome l'applicazioneo o

x I P Spx (cfr. [6J pago 35-36) è semi-continua superiormente,

allora esiste un intorno I(h) di h in HA tale che per ogni

k e I(h) : Spk > O, cioè h è interno a n
o

Quindi

Dato

.,
n = {h e HA : Sph c R+l.

x e n , sia x' la sua radice quadrata positiva.

Lo Sp x' è l'immagine di Sp x per l'applicazione t.-.. It

Quindi x' e n, e x' è invertibile.
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Indichiamo l'inverso di
,

con x-~
-;.x·

L'automorfismo lineare Tx z~ x-l z x-~ (x e (l) di A in

~ J l

A, applica HA in sé. Per y e (l, essendo Tx(y) = x-~ y2 y2 =

segue (cfr. 6 pago 233) che Tx(y) ~ O .

Inoltre essendo y invertibi1e, anche Tx(y) è invertibile, per cui

Tx(y) e (l. Quindi Tx applica (l in sé, ed essendo Tx(e) = e possi~

mo affermare che il gruppo {Tx x e (l} opera transitivamente su (l.

Perciò (l è omogeneo-affine.

Si dimostra che la distanza "tipo Carathéodory" C è data dalla(l

-l -l
C (x,y) = max{log o(x y) , log(xy )1(l (x,y e (l) , (2.2.1 )

dove p è il raggio spettrale in A. La dimostrazione richiede consi

derazioni delicate sugli stati di A. Per essa rinviamo a [15J.

TEOREMA 2.2. l è Ile.go.tevte. ~e. e.

Dimostrazione. Dalla

Mio ~ e. A 11011 c.o 1'ltie.11e. e..teme.1'lti heJun.uJ.aYÙ qU11/.).{. -YÙ.tpote.1'lti div ('.M.{.

da que..t.to bana.te..

(2.2. l) si vede che C(l è invariante rispetto

-l
all 'applicazione x ;-;--<» x di (l su di sé. D'altronde sempre dalla

(2.2.1 )

C(l(e,h) = O se, e solo se, Sph ={l} . Ma se Sph = {l l , allora

h = expx con x elemento hermitiano, quasi-nilpotente (i.e. p(x) = O).

Pertanto il teorema 2.2.1 segue dalla proposizione 2.2.1.

C.V.D.
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Supponiamo ora che A sia un'algebra C" con identità. L'algebra

A non contiene elementi hermitiani quasi-nilpotenti diversi da quello

banale, pertanto dal teorema 2.2.1 segue che Q è regolare. Inoltre

per ogni elemento hermitiano

Per x,y €~, x-tyx- t e

h: p(h) =llhll.

y-t xy-! sono hermitiani, perciò

e da 11 a (2. 2. l )

C (x,y) = max{1ogllx -! y x -~ Il, logIIY-~ x y-~ Il}
Q

(2.2.2)

Ne segue (cfr. [15J pag.686-687) che la Il II-topologia e la C -topo
Q -

logia coincidono in Q. In definitiva vale la

•PROPOSIZIONE 2.2.3. Se A è una algeb~a C co~ ~de~, atto~

CQ è deMrU.:i:a datta 12.2.2), Q è ~egolMe, e la topolog~ de6~f'u.ta da

Sia E uno spazio di Hilbert complesso, ~(E) l'algebra degli ope

ratori lineari continui di E in sé.

L'a l gebra
.. ..

t(c) è un'algebra C . Anzi, ogni algebra C è iso-

morfa ad una sottoalgebra autoaggiunta di !(E) chiusa per la topolo

gia definita dalla norma.

Una sottoalgebra autoaggiunta di J(E), contenente l'elemento identi

co e chiusa per la topologia debole degli operatori, è un'algebra di Von
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Neumann.

Una definizione equivalente di algebra di Von Neumann è la seguente.

Sia A un'algebra C*. Se lo spazio di Banach A è duale di uno spazio

di Banach, A è un'algebra di Von Neumann.

Sia quindi A un'algebra di Von Neumann di operatori lineari limi

tati di E in sè. Indichiamo con (,) il prodotto scalare di E.

Per ogni h € HA è (cfr. [15]) :

p(h) = Ilhll = Ilh~ 11
2 = Sup{llh~ ~112 ~ € E,(~,~) = l }

(2.2.3)

Utilizzando queste formule si provano i teoremi:

Teorema 2.2.2 (cfr. [15J)

Se A è un'algebna ~ Von-Neumann la met4iea Co' de6~~ dalla

(2.2.31, è eompleta ~u o.

Teorema 2.2.3 (cfr. [15])

S~ A un I algebna ~ Von-Neumann. S~no V1 e V2 due 6Otto~M~.s:

rru:~~ o. L'~M~eme delle appUeaz~oM unea.Jt.<.~e T di.

HA ~n 6é ta1.e ehe T(O) c o e TIV
I

) nV
2
I~, è uM6oJUl1emente~

:Co ~ nOJUl1a.
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