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§ 2. IL PROBLEMA DI KEPLERO E DI NEWTON.

Continuando con fredda determinazione la destoricizzazione del lin­

guaggio dell' esposizione storica, chiameremo ",oJtobR.ema de-<. due c.oJtp'<'

Kep.f.e!L.<.CLno" il problema che effettivamente si posero Kepler e Newton po

sto però nella forma che si usa chiamare "equaz.<.otU d.<. HanJ.il.ton" (che non

sono dovute ad Hamilton bensì a Lagrange):

• aH • aHr - - e = 2

a Pr aPe l 2
P

H(r, e ,Pe)
8 ) + q, (r)(5) H = ,p = -(p +

2 r 2r r
• aH • aH lp - - Pe - - - q, (r) - - -
r ar ae r

Queste equazioni sono caratterizzate dall'esistenza di due .<.nteqJtat.<.

p.Wn.i. '<'nd.<.pendent.<. daR. tempo, gR.o bili

periodiche di periodo 2 11 in e ,

cioè due funzioni I (r, e ,P ,P ),
. r -e

tali che lungo le soluzioni I è

osservazioni planetari; POichè

è R.' '<'ntegJtct.f.e rvUmo dei. momento

sconerta da Keplero (1609) nelle

è t'.<.ntegJtct-

p = J

2
ae

legge

aH = o
at '

aH = O
ae '

ctJtee, cioè la

costante: poichè

ango.f.Me o de.t.ee

te pJt.<.mo de.t.e' eneJtg.<.ct o de.t.ee 60Jtze v'<'ve (pare scoperto da John re rnouilli,

1710) •

La sola conoscenza di questi due integrali primi consente (natural­

mente con l'uso di tecniche topologiche moderne) di comprendere la strut­

tura qualitativa delle soluzioni di (5). Consideriamo infatti nello 6pct-

• •uo de.t.ee 6ct6'<' delle variabili (x,y,x,y) (oppure in coordinate polari



• lO
r, e ,p.. = r, p e = re) le superfici di livello definite dalle equazlo

ni p = J H = E •
e '
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Poichè gradH=[ l J
~ --,
r r

J
, 0, p ,,1

r r
, grad p =[ O,O,O,lJ

e
le

due funzioni H e p definiscono superfici di livello lisce (cioè sen­
e

za singolarità e di dimensione Z ) dove H è regolare, cioè per r > 0,

e al di fuori dei punti in cui grad H e grad p- e sono dipendenti,

•cioè di p = r = ° ,
r

l J •.
-2-3 =r=O.
r r

Perciò se si escludono le

(r = O) e le o~b~e ~co~
• ••(r = r = O da cui r =

- costante) le superfici di livello T(E,J) sono lisce.

Ora di queste superfici T(E,J) lisce alcune saranno compatte; a!

tre conterranno nella loro aderenza r = ° oppure saranno illimitate:

chiamiamo domùu.o eLi. Ve1.au.nay (~) nello spazio delle fasi l' u.n.i.one di..

tufte le <lu.p~Mc.<. eLi. .u.veUo T(E,J) ruce e compafte. L' :ilIInagine nel

piano E,J del dominio di Delaunay sarà definita dalle disuguaglianze

J F ° (che esclude le collisioni poichè J = r 2é) e dalle altre che

assicurano la limitatezza: per trovarle basta ricavare dall'integrale

dell'energia p
r

(6)

•= r ("legge O.lUlJÙa") :

.2 Z J
r = ZE + - - ,. = 2[ E - V(r)]

r r

le poichè il trinomio di ZO grado in
r

•

a secondo membro deve essere po-

(radici reali del trinomio) ed E < °
sitivo o nullo per avere r

2
1+2EJ >0-

reale, le soluzioni saranno limitate per

(radici positive).

(+) ma bisognerebbe dire "di Keplero" visto che è il luogo di tutte le
orbite ellittiche: .



lO

Perciò l' inunagine del dominio di Delaunay avrà equazioni

(7) J 'f O E < O
2

1+2EJ >0

2
escludendo le orbite circolari per le quali 1 + 2EJ = O •

v
J

Flg.3 :immagine del dominio

di Delaunay nel piano E,J.

Fig.4 :si può "pettinare" solo

il toro, tra tutte le superfici

compatte senza bordo.
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Alla prima domanda si risponde

osservando che il campo vettoriale (S)

è tangente a T(E,J). poichè E,J so-

fonnano le "superfici" singolari (in

realtà di dim 1) nell'aderenza del

dominio di Delaunay.

Resta da decidere che tipo di su

perficie è T(E,J) nel dominio di

Delaunay, e che tipo di moto di svolge

su di essa.

•tlVO:

Fig.2:il potenziale effe!
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no costanti sulle soluzioni; inoltre tale campo vettoriale non si an­

nulla mai. Perciò T(E ,J) nel. dorrU.lUo cL<. Vel.aunay è una ~upeJr.Mc.<.e c.~m

pa.tto. c..on c..aJtafteJU6:Uca. cU EuieJr.o-Po.[nc..aJté zeJr.o, e quindi è .un :totlO

Si x S· • (l'unica superficie compatta che ammette un campo vettoriale mai

nullo).

Perciò il moto su di un singolo toro potrà essere rappresentato da

un sistema di due sole equazioni differenziali relative a due variahili

angolari ~l , ~2 : l'ipotesi più semplice che si possa fare su tali

equazioni differenziali è che siano della forma

(8)

•
~l - Wl (E,J)
•
~2 - W2 (E,J)

Fig.5:flusso linea-
re sul toro •

con Wl , W2 costanti su T(E,J).

Ora le osservazioni di Keplero ri

chiedevano che le soluzioni del proble­

ma dei 2 corpi fossero peM.ocL<.c..he (la
b

a

possono essere arbitrari.

legge): perciò ed non
a

Infatti se il rapporto

("numeJr.o cL<. fto:taz.[one") è irrazionale, quando ~l

Wl t = 2 TI q ,q intero r 0, ~ 2 aumenta di

non è mai un IID.lI tiplo intero di 2 TI

aumenta di
W

w
2

t - 2TIq ::L
Wl

perchè ciò richiederebbe

che
W2 = E
Wl q

integrali si avvolgono infinite volte sulinteri) • Perciò le curve(p,q

\

toro senza mai

Se invece

ripassare dallo stesso punto (c..~o eJtgocL<.c..ol.
W2 W2 Eè Jtaz.[onate, cioè -- = allora le
Wl Wl q'

soluzioni

ripassano dal punto di partenza dopo che è passato un tempo T tale che
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e quindi tutte .te 4Ofu-. , T -_ 2 Tt E -_ 2Tt.:S
Wl T = 2 Tt q, cq,T = 2 Tt P C10e

W, W
I

z~ni 40no p~odiche. Perciò la la legge di Keplero è verificata se e

solo se si ha una relazione di degen~z~one:

(9) - O p,qe :2, (p,q) F (0,0)

2/1

•,,

,
, I--- -",,'"

-,,,,

,'V===:~,,,, ,

Fig.6 :degenerazione

su ogni toro T(E,J).

Resta da stabilire perchè mai

bisogna supporre che il campo vet­

toriale (5) ristretto al toro deb­

ba essere del tipo (8): in effetti

non è necessariamente così, però

se le variabili angolo;f ,;. s.2­

no scelte in modo opportuno ci si

può effettivamente ricondurre a qu~

sto caso. Questo è stato scoperto

da Liouville (1849) (che dà un enunciato locale; per l'enunciato globale,

Arnold (1963)), con metodi di cui parleremo nel prossimo paragrafo.

B~bUogJta.6.w.:
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