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l. Il concet;o di ~-potenza

Dato un ilsieme di indici J, sia ~ una misura non negativa, semplicemente

(cioè "finit.lmente") additiva su ~(J) e tale che ~(J) < + w.

Secondo la terminologia adottata anche da R. Scozzafava [8J, chiameremo massa

una ta le ~. Non è res tritti vo supporre ~ (J) = l, cos ì che il codomi ni o di e

contenuto l n [O, lJ .

Sia,inoltre, ~ = (E,Q) una struttura costituita da un insieme E (sostegno)

e da un insi ~me Q di relazioni in E.

A partire da "t e dall 'insieme:

';f = {! c J : ~(1) _ 1} (l),

si consideri la struttura:

1,~ = (F,'*Q) ,

dove F = EJ
è l'insieme delle funzioni da J in E,

n-aria in F, è così definita:

'* '*e qn e Q, relazione

se (fl ,f
2

, ... f
n

) è una n-pIa ordinata di elementi di F e qn è una relazio

ne n-aria il E, allora:

se e solo se
e q

n
q.o. per i e J (2)

Esempio. Se q2 è la relazione di uguaglianza in E ed f,g sono due elemen

ti di F, s i ha:

(l) Si noti che: l) ~ .'iT; 2)

I].!<I 2!< J, allora 12 e1-.
se Il e~ e 1

2
e ';t, allora 1

1
n 1

2
e';1-; 3)se

Pertanto 'or è un filtro in J.

(2) cioè in J - I , con
o

insieme ~-nullo; si osservi che J - I e'j-.
o
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f io g

se e solo se

f(i) = g(i) q.o. per i e J

Se una relazione binaria qz in E è di equivalenza, lo è anche la corrl

'"spondente relazione qz ln F, in quanto essa risulta, ovviamente, riflessiva

e simmetrica ed è anche transitiva, perché se

(f,g) e

e
(g,h) e

a11 ora
(f (i ),9 (i) )eq

z per i e J - Il (con ;J ( ! 1) ~ O)

e (g(i),h(i)) e qz' per 1 e J - 12 (con u(I 2) - O);

qui ndi

e Slccome si ha

ciò vuol dire che:

(f(i),h(i)) e q2' per i € J

La struttura che si ottiene da G':r sostituendo ad F l'insieme

te di F rispetto alla relazione ~ , si dice una u-potenza di (;

notata col simbolo:

*E , quozlen

, e sarà de-

In particolare, se

remo con 'lA. (3) *~

'j- risulta essere un ultrafiltro (in tal caso 10

si dice "ultrapotenza di 1, rispetto ad 'lA. ".

indiche-

Ciò si verifica se e solo se (cfr. ad es., [3J ' pago 357-58) la massa u €c

(3) 'lA, è ur filtro in J che soddisfa l'ulteriore condizione: se X c J, allo

ra o ~ € '\,\. oppure J - X e 1)., .
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atomica su J, con codominio {D,l} .

~ si dice principale se

H=nXtl1l.
Xe1Ài

E' facile vedere che, se 1k è principale, esiste x e J tale che

H - iX), .

e " _w {X c J : x e Xl,

e quindi è concentrata ln x.

Se J è finito, tutti gli ultrafiltri in J sono di tipo principale, come

e facile verificare; è necessario allora supporre J infinito, se si vogliono

considerare ultrafiltri non principali in J.

Ad un ultrafiltro non principale corrisponde una massa atomica 'agglutinata

( cfr.[8]),u J, e viceversa.

2. La ~-p(,tenza '"i come estensione della struttura~ .

Un elemento di
cl

E sarA indicato con (f(i)); in particolare, si indicherA

con (f) una funzione che assume su J il valore costante f e E.

Sia

tale che i (e) - Ce] (4)

Essendo i iniettiva, E si può riguardare come sottoinsieme di *E, identi

ficando l'elemento e e E con la classe delle funzioni che assumono q.o. il

valore costante e.

le':1-
"I- l ; ,{ ' \1 ,

o
ln un unlCO puntoe concentrataSi osservi che se-'------'--------

la classe di equl-(4 ) Denotiamo, in generale, con ~f(i)1 invece. ..

'"valenza rispetto a =, rappresentata da

di [(fIi))]

(f(i)).


